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НЕПЕРЕРВНI ФУНКЦIЇ, ОЗНАЧЕНI В ТЕРМIНАХ

ДВОСИМВОЛЬНОГО G2-ЗОБРАЖЕННЯ З ДВОМА

РIЗНОЗНАКОВИМИ ОСНОВАМИ

У роботi розглядаються неперервнi функцiї, визначенi на вiдрiзку, аргумент i значення
яких подається зображенням (G2-зображення) у системi кодування з двома рiзнознакови-
ми основами g0 ∈ [0, 5; 1) i g1 = g0 − 1 та двосимвольним алфавiтом A = {0; 1}:

x = α1g1−α1 +
∞∑
k=2

(αkg1−αk

k−1∏
j=1

gαj ) ≡ ∆G2
α1α2...αn....

Серед них функцiї трьох класiв. Перший клас представляють функцiї, означенi рiвнiстю:

φ(x = ∆G2
α1...αn...) = ∆G2

r1(α1)r2(α2)...rn(αn)...
,

де (rn) – задана послiдовнiсть функцiй rn : A → A. Доведено, що в цьому класi крiм
констант, тотожного перетворення вiдрiзка, i функцiї:

f(x = ∆G2
α1α2...αn...) = ∆G2

[1−α1]α2...αn...

iнших неперервних функцiй немає. Другий клас представляють функцiї:

g(x = ∆G2
α1α2...αn...) = ∆G2

d(α1,α2)d(α2,α3)...d(αn,αn+1)d(αn+1,αn+2)...
, де d : A×A → A.

Доведено, що в цьому класi iснує лише чотири неперервнi функцiї: двi сталi, тотожне пе-
ретворення вiдрiзка i оператор лiвостороннього зсуву цифр G2-зображення чисел. Третiй
клас представляють неперервнi строго зростаючi сингулярнi функцiї (їх похiдна рiвна ну-
лю майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега), означеннi системою функцiональних рiвнянь:{

f(g0x) = q0f(x),

f(g0 + (g0 − 1)x) = q0 + (q0 − 1)f(x),
q0 ∈ [0, 5; 1), q1 = q0 − 1.

Графiки функцiй останнього класу є самоафiнними, тобто структурно фрактальними.
Знайдено вираз визначенного iнтеграла по областi визначення для функцiй цього класу.

Ключовi слова i фрази: G2-зображення чисел, оператор лiвостороннього зсуву цифр,
проєктор одного зображення в iнше, сингулярна функцiя, цилiндр, неперервна нiде не
монотонна функцiя, множина рiвня функцiї, функцiя необмеженої варiацiї.
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Вступ

Для аналiтичного дослiдження функцiй зi складною локальною тополого-метричною
структурою i фрактальними властивостями все частiше використовуються рiзнi систе-
ми кодування дiйсних чисел [3, 8, 12, 13, 14, 15]. В першу чергу, сказане стосується
неперервних локально складних функцiй: сингулярних [13], нiде не монотонних та нi-
де не диференцiйовних [3, 6], а також функцiй, якi не мають промiжкiв монотонностi
за виключенням промiжкiв сталостi, функцiй з структурно та метрично фрактальни-
ми властивостями [3, 5, 7]. Теорiя таких функцiй перебуває на конструктивному етапi
розвитку i збагачується в основному за рахунок iндивiдуальних теорiй яскравих пред-
ставникiв вказаних класiв [3, 5, 10].

Нагадаємо, що кодуванням дiйсних чисел множини D засобами алфавiту A нази-
вається сюр’єктивне вiдображення g простору L послiдовностей елементiв алфавiту на
множину D. При цьому послiдовнiсть (αn) така, що g[(αn)] = x ∈ D називається g-
зображенням числа x. Це записується x = ∆g

α1α2...αk...
.

Нагадаємо [4], що двосимвольне G2-зображення дiйсних чисел вiдрiзка [0; g0] визна-
чається алфавiтом A = {0, 1} i двома рiзнознаковими основами g0 ∈ [1

2
; 1] та g1 ≡ g0−1:

[0; g0] ∋ x = α1g1−α1 +
∞∑
k=2

(αkg1−αk

k−1∏
j=1

gαj
) ≡ ∆G2

α1α2...αn..., (1)

де (αn) ∈ L ≡ A × A × .... Пiсля введення скорочення δαk
≡ αkg1−αk

, G2-зображення
∆G2

α1α2...αn... = x числа x має таке змiстовне його подання рядом:

x = ∆G2
α1α2...αk...

= δα1 +
∞∑
k=2

δαk

k−1∏
j=1

gαj
. (2)

Якщо g0 =
1
2
, то воно набуває вигляду знакопочережного двiйкового представлння:

x =
α1

2
+

∞∑
k=2

αk(−1)α1+α2+...+αk−1

2k
≡ ∆G∗

2
α1α2...αk...

.

G2-зображення на вiдмiну вiд iнших двосимвольних кодувань дiйсних чисел має ряд
унiкальних властивостей [4, 8, 9, 10, 14]:

1) оператор лiвостороннього зсуву ω(∆G2
α1α2...αn...) = ∆G2

α2α3...αn... =
x

gα1(x)
− δα1(x)

gα1(x)
є непе-

рервною функцiєю;
2) iнверсор G2-зображення I(∆G2

α1α2...αn...) = ∆G2

[1−α1][1−α2]...[1−αn]...
має злiченну всюди

щiльну в [0; g0] множину точок розриву;
3) всi G2-бiнарнi числа (числа, що мають два зображення) належать однiй хвостовiй

множинi (їх зображення мають перiод (0)): ∆G2

c1...cm−101(0)
= ∆G2

c1...cm−111(0)
.

Основна мета даної роботи полягає в тому, щоб оцiнити потенцiал G2-зображення
дiйсних чисел для ефективного задання та дослiдження неперервних функцiй, зокрема
локально складних (сингулярних).
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Теорема 1. Функцiя f , означена рiвнiстю

f(x = ∆G2
α1α2...αn...) = ∆G2

[1−α1]α2...αn...
, (3)

1) є коректно означеною;
2) неперервною кусково-лiнiйною функцiєю, яка має аналiтичне задання:

f(x) =
g1−α1(x)

gα1(x)

x+
gα1(x)δ1−α1(x) − g1−α1(x)δα1(x)

gα1(x)

;

3) строго спадною функцiєю, яка зберiгає хвости G2-зображення чисел.

Доведення. 1. Втрата коректностi означення функцiї потенцiйно могла б трапитись у
G2-бiнарних точках. Але користуючись формулою (3), маємо

f(∆G2

c1...cm01(0)) = ∆G2

[1−c1]c2...cm01(0) = ∆G2

[1−c2]c2...cm11(0) = f(∆G2

c1...cm11(0)),

зокрема
f(∆G2

01(0)) = ∆G2

11(0) = ∆G2

01(0) = f(∆G2

11(0)).

Отже, означення функцiї f рiвнiстю (3) є коректним.
2. Неперервнiсть функцiї f власне рiвносильна коректностi означення функцiї у G2-

бiнарних точках. Незважаючи на це, дамо незалежне доведення неперервностi функцiї,
знайшовши її аналiтичний вираз. Оскiльки

f(x = ∆G2
α1α2...αn...) = δ1−α1 + g1−α1(δα2 + δα3gα2 + ...) = δ1−α1 + g1−α1ω(∆

G2
α1α2...αn...),

де ω(x = ∆G2
α1...αn...) =

x
gα1(x)

− δα1(x)

gα1(x)
, то

f(x) =
g1−α1

gα1

x+ δ1−α1 −
g1−α1δα1

gα1

=

{
g1
g0
x+ g0, якщо α1 = 0

g0
g1
x− g20

g1
, якщо α1 = 1.

Тому функцiя f є кусково-лiнiйною, куски графiка якої сходяться в точцi x = g20 =

∆G2

01(0) = ∆G2

11(0).
Отже, функцiя f неперервна на всiй областi визначення.
3. Враховуючи аналiтичний вираз функцiя f i те, що числа g1

g0
i g0

g1
є вiд’ємними,

бачимо, що f є строго спадною функцiєю. Те, що хвости у аргумента i значення функцiї
збiгаються очевидно з означення функцiї: αn(x) = αn−1(f(x)). Отже, функцiя зберiгає
хвости зображення чисел.

Теорема 2. У класi функцiй, означених рiвнiстю

φ(x = ∆G2
α1...αn...) = ∆G2

r1(α1)r2(α2)...rn(αn)...
, (4)

де (rn) – послiдовнiсть функцiй, визначених на множинi A = {0, 1}, rn(αn) ∈ A, лише
чотири функцiї φ(x) = const, τ(x) = x i функцiя f , означена рiвнiстю (3), є неперерв-
ними.
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Доведення. Iснує лише чотири функцiї r : A → A. Це rn(α) = 0, rn(α) = 1, rn(α) = α,
rn(α) = 1−α. Якщо rn(α) = i для всiх n ∈ N , то φ(x) = ∆G2

(i) = const. Якщо rn(α) = 1−α

для всiх n ∈ N , то φ(x) є iнверсором – функцiєю, що має злiченну множину точок
розриву. Нехай rm(αm) = 1 − αm для деякого m > 1 . Розглянемо G2-бiнарну точку
x1 = ∆G2

α1...αm−101(0)
= ∆G2

α1...αm−111(0)
= x2. Обчислимо її значення за формулою (3) вiд

двох рiзних G2-зображень. Маємо

φ(x1)− φ(x2) = (
m−1∏
i=1

gαi
)[δ1g0 − (δ1 − δ1g1)] = (

m−1∏
i=1

gαi
)2g0g1 ̸= 0.

1 Функцiї, визначенi ланцюговою скрiпленiстю пар цифр

Теорема 3. Серед функцiй, означених рiвнiстю

g(x = ∆G2
α1α2...αn...) = ∆G2

d(α1,α2)d(α2,α3)...d(αn,αn+1)d(αn+1,αn+2)...
(5)

неперервними є лише функцiї, для яких d(a, b) = const, d(a, b) = a i d(a, b) = b, тобто
коли g(x) є оператором лiвостороннього зсуву цифр G2-зображення.

Доведення. Iснує всього 16 функцiй d : A× A → A, ефективне матричне задання яких
запропоноване у роботi Ратушняк С.П. [11]. Функцiю g зручно асоцiювати з матри-
цею ||aij||, де aij = d(i, j). Коли d(i, j) = 0 маємо g(x) = 0, а коли d(i, j) = 1 маємо
g(x) = g0. Тому те, що чотири вказанi функцiї є неперервними очевидно, оскiльки фун-
кцiя d(a, b) = a породжує функцiю f(x) = x, а функцiя d(a, b) = b породжує оператор
лiвостороннього зсуву цифр G2-зображення чисел, неперервнiсть якого зазначалась ви-
ще.

Для того, щоб функцiя була неперервною, необхiдно i достатньо, щоб значення, обчи-
сленi за формулою (4) вiд рiзних зображень G2-бiнарної точки, були рiвними. Очевидно
(або легко бачити), що контрольними точками є лише ∆G2

11(0) = ∆G2

01(0) i ∆G2

c11(0) = ∆G2

c01(0).
Нехай d(a, b) – функцiя, вiдмiнна вiд чотирьох вказаних. Якщо функцiя d(a, b) =

1− a, то f є iнверсором I(x) цифр G2-зображення чисел, яка як зазначалось вище, має
злiченну множину точок розриву. Якщо d(a, b) = 1 − b, то f(x) = I(ω(x)) i точка x0 =

∆G2

01(0) = ∆G2

11(0) є її точкою розриву, оскiльки матриця ||aij|| =
(

1 0

1 0

)
i g(∆G2

011(0)) =

∆G2

00(1) ̸= ∆G2

10(1) = g(∆G2

001(0)).

1. Якщо ||aij|| =
(

1 1

1 0

)
, то g(∆G2

11(0)) = ∆G2

0(1) ̸= ∆G2

(1) = g(∆G2

01(0)).

2. Якщо ||aij|| =
(

1 1

0 1

)
, то g(∆G2

111(0)) = ∆G2

110(1) ̸= ∆G2

010(1) = g(∆G2

101(0)), хоча

g(∆G2

011(0)) = ∆G2

110(1) = ∆G2

110(1) = g(∆G2

001(0)), g(∆
G2

11(0)) = ∆G2

10(1) = ∆G2

10(1) = g(∆G2

01(0)).

3. Якщо ||aij|| =
(

0 1

1 1

)
, то g(∆G2

011(0)) = ∆G2

111(0) ̸= ∆G2

011(0) = g(∆G2

001(0)), хоча

g(∆G2

11(0)) = ∆G2

11(0) = ∆G2

11(0) = g(∆G2

01(0)), g(∆
G2

111(0)) = ∆G2

111(0) = ∆G2

111(0) = g(∆G2

101(0)).
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4. Якщо ||aij|| =
(

1 0

1 1

)
, то g(∆G2

11(0)) = ∆G2

(1) ̸= ∆G2

0(1) = g(∆G2

01(0)).

5. Якщо ||aij|| =
(

0 1

1 0

)
, то g(∆G2

011(0)) = ∆G2

101(0) ̸= ∆G2

011(0) = g(∆G2

001(0)),

g(∆G2

111(0)) = ∆G2

001(0) ̸= ∆G2

111(0) = g(∆G2

101(0)), хоча g(∆G2

11(0)) = ∆G2

01(0) = ∆G2

11(0) = g(∆G2

01(0)).

6. Якщо ||aij|| =
(

1 0

0 1

)
, то g(∆G2

11(0)) = ∆G2

10(1) ̸= ∆G2

00(1) = g(∆G2

01(0)).

7. Якщо ||aij|| =
(

0 1

0 1

)
, то маємо оператор лiвостороннього зсуву, зокрема

g(∆G2

11(0)) = ∆G2

1(0) = ∆G2

1(0) = g(∆G2

01(0)), g(∆
G2

011(0)) = ∆G2

11(0) = ∆G2

01(0) = g(∆G2

001(0)),
g(∆G2

111(0)) = ∆G2

11(0) = ∆G2

01(0) = g(∆G2

101(0)).

8. Якщо ||aij|| =
(

1 0

1 0

)
, то g(∆G2

011(0)) = ∆G2

00(1) ̸= ∆G2

10(1) = g(∆G2

001(0)).

9. Якщо ||aij|| =
(

1 1

0 0

)
, то g(∆G2

11(0)) = ∆G2

00(1) ̸= ∆G2

10(1) = g(∆G2

01(0)).

10. Якщо ||aij|| =
(

1 0

0 0

)
, то g(∆G2

011(0)) = ∆G2

000(1) ̸= ∆G2

100(1) = g(∆G2

001(0)), хоча

g(∆G2

11(0)) = ∆G2

00(1) = ∆G2

00(1) = g(∆G2

01(0)), g(∆
G2

111(0)) = ∆G2

000(1) = ∆G2

000(1) = g(∆G2

101(0)).

11. Якщо ||aij|| =
(

0 1

0 0

)
, то g(∆G2

11(0)) = ∆G2

(0) ̸= ∆G2

1(0) = g(∆G2

01(0)).

12. Якщо ||aij|| =
(

0 0

1 0

)
, то g(∆G2

111(0)) = ∆G2

001(1) ̸= ∆G2

101(0) = g(∆G2

101(0)), хоча

g(∆G2

11(0)) = ∆G2

01(1) = ∆G2

01(1) = g(∆G2

01(0)), g(∆
G2

011(0)) = ∆G2

001(1) = ∆G2

001(1) = g(∆G2

001(0)).

13. Якщо ||aij|| =
(

0 0

0 1

)
, то g(∆G2

11(0)) = ∆G2

1(0) ̸= ∆G2

(0) = g(∆G2

01(0)).

2 Сингулярнi монотоннi функцiї

Нехай g0 i q0 — фiксованi числа, 1
2
≤ g0 < 1, 1

2
≤ q0 < 1.

Теорема 4. Система функцiональних рiвнянь{
f(g0x) = q0f(x),

f(g0 + (g0 − 1)x) = q0 + (q0 − 1)f(x),
(6)

визначених в кожнiй точцi вiдрiзка [0; g0] має єдиний розв’язок, який аналiтично вира-
жається

f(x = ∆G2
α1α2...αn...) = α1g1−α1 +

∞∑
k=2

αkq1−αk

k−1∏
i=1

qαi
≡ ∆G′

2
α1α2...αn..., (7)

де q1 ≡ 1 − q0, i є неперервною строго зростаючою функцiєю, сингулярною функцiєю
при q0 ̸= g0 i f(x) = x при q0 = g0.
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Доведення. Скористаємось скороченням δ′i ≡ iq1−i, тобто δ′0 = 0, δ′1 = q0.
Зауважимо, що коли v = ∆G2

v1v2...vn...
, то

g0v = ∆G2
0v1v2...vn...

, g0 + g1v = ∆G2
1v1v2...vn...

.

Тому в обох випадках (коли α1 = 0 та α1 = 1), враховуючи спiввiдношення (7), маємо:

f(x = ∆G2
α1α2...αn...) = δ′α1

+ qα1f(∆
G2
α2α3...αn...).

З тiєї ж причини
f(x) = δ′1 + qα1(δ

′
α2

+ qα2f(∆
G′

2
α3α4...αn...)).

Продовжуючи тi ж мiркування, за m крокiв отримаємо

f(x) = δ′α1
+

∞∑
k=2

δ′αk

k−1∏
i=1

qαi
+ (

m∏
i=1

qαi
)f(∆G′

2
αm+1αm+2...αm+n...

).

Оскiльки f(x) визначена в кожнiй точцi вiдрiзка [0; g0], а
m∏
i=1

qαi
→ 0(m → ∞),

то процес розкладу числа f(x) є збiжним i кiнцевий результат має форму (7). Оскiльки
∆

G′
2

α1α2...αn... є G2-зображенням з параметром q0, то функцiя (7) є коректно означена у
кожнiй G′

2-бiнарнiй точцi, а отже, є неперервною.
Тепер доведемо сингулярнiсть функцiї. Оскiльки G2-бiнарних точок є злiченна мно-

жина, то диференецiальнi властивостi функцiї в цих точках не впливають на сингуля-
рнiсть. Якщо в G2-унарнiй точцi x0 = ∆G2

c1...cn...
iснує скiнченна похiдна f ′(x0), то вона

може бути обчислена за формулою

f ′(x0) = lim
n→∞

µf (∆
G2
c1...cm

)

|∆G2
c1...cm|

= lim
n→∞

|∆G′
2

c1...cm |
|∆G2

c1...cm |
,

де µf (∆
G2
c1...cm

) — прирiст функцiї f на цилiндрi ∆G2
c1...cm

= {x : x = ∆G2
c1...cma1a2...

, (an) ∈ L}.
Враховуючи, що

|∆G2
c1...cm

| =
m∏
i=1

|gci| = |g1|c1+...+cmg
m−(c1+...+cm)
0 ,

|∆G′
2

c1...cm
| =

m∏
i=1

|qci| = |q1|c1+...+cmq
m−(c1+...+cm)
0 ,

маємо
|∆G′

2
c1...cm|

|∆G2
c1...cm|

=
m∏
i=1

qci
gci

i f ′(x0) =
∞∏
k=1

qck
gck

.

Оскiльки f є строго зростаючою неперервною функцiєю, то згiдно з вiдомою теоремою
Лебега множина W точок, в яких функцiя має скiнченну похiдну, є множиною повної
мiри. Нехай x0 – довiльна точка множини W , тобто f ′(x0) – скiнченна. Тодi при g0 ̸= q0
нескiнченний добуток є розбiжним до нуля, оскiльки не виконується необхiдна умова
його збiжностi. Отже, f ′(x0) = 0 i функцiя f є сингулярною. Теорему доведено.
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Теорема 5. Графiк Γf функцiї f є самоафiнною множиною

Γf = φ0(Γf ) ∪ φ1(Γf ), (8)

φ0 :

{
x′ = g0x,

y′ = q0y,
φ1 :

{
x′ = g0 + g0x,

y′ = q0 + q1y,

i виконується
g0∫
0

f(x)dx =
−q0g0g1

1− q0g0 + q1g1
.

Доведення. Зрозумiло, що

Γf = Γ0 ∪ Γ1, де Γi = {M(x; y) : x = ∆G2
i , y = f(x)}.

Покажемо, що Γi = φi(Γf ). Справдi, включення M ′(x′; y′) ∈ φi(Γf ) рiвносильне вико-
нанню умов {

x′ = ∆G2
iα1...αn...

= δi + gix, x ∈ [0; g0],

y′ = ∆
G′

2
iα2...αn...

= δ′i + qiy = f(x′),

при цьому x′ ∈ ∆G2
i . Тому умова M ′(x′; y′) ∈ φi(Γf ) рiвносильна включенню M(x′; y′) ∈

Γi (i = 0, 1). Отже, має мiсце структурна рiвнiсть (8).
Тепер виразимо iнтеграл

g0∫
0

f(x)dx =

g20∫
0

f(x)dx+

g0∫
g20

f(x)dx =

∫
x∈∆G2

0

f(x)dx+

∫
x∈∆G2

1

f(x)dx =

=

g0∫
0

ydg0x−
g0∫
0

(q0 + q1y)d(g0 + g1x) =

= q0g0

g0∫
0

ydx− g1

g0∫
0

(q0 + q1y)dx =

= q0g0

g0∫
0

f(x)dx− q0g1x|g00 − q1g1

g0∫
0

f(x)dx.

Тодi

[1− q0g0 + q1g1]

g0∫
0

f(x)dx = −q0g0g1,

g0∫
0

q0f(x)dx =
−q0g0g1

1− q0g0 + q1g1
.
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Наслiдок 1. Якщо q0 = g0 та q0 = g0 =
1
2
, то вiдповiдно маємо

g0∫
0

f(x)dx =
g20
2

i

1
2∫

0

f(x)dx =
1

8
.
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In the paper we study defined on an interval continuous functions where the argument and
the values are represented (G2-representation) in a coding system with two oppositely signed
bases g0 ∈ [0, 5; 1) and g1 = g0 − 1 and a two-symbol alphabet A = {0; 1}:

x = α1g1−α1 +
∞∑
k=2

(αkg1−αk

k−1∏
j=1

gαj ) ≡ ∆G2
α1α2...αn....

These functions are divided into three distinct classes. The first class includes functions defined
by an equation:

φ(x = ∆G2
α1...αn...) = ∆G2

r1(α1)r2(α2)...rn(αn)...
,

where (rn) is a given sequence of functions rn : A → A. We prove that in this class there exist
no any continuous functions except constants, the identity transformation of the interval, and
the function

f(x = ∆G2
α1α2...αn...) = ∆G2

[1−α1]α2...αn...

The second class is represented by the following functions:

g(x = ∆G2
α1α2...αn...) = ∆G2

d(α1,α2)d(α2,α3)...d(αn,αn+1)d(αn+1,αn+2)...
, де d : A×A → A.

We prove that this class contains only four continuous functions: two constant functions, the
identity transformation of the interval, and the left-shift operator for the digits of the G2-
representation of numbers. The third class consists of continuous strictly increasing singular
functions (whose derivative is zero almost everywhere in the sense of the Lebesgue measure),
defined by a system of functional equations:{

f(g0x) = q0f(x),

f(g0 + (g0 − 1)x) = q0 + (q0 − 1)f(x),
q0 ∈ [0, 5; 1), q1 = q0 − 1.

The graphs of functions in this class are self-affine, i.e. have fractal structure. We derive an
expression for the definite integral over the area of definition for the functions in this class.


