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НIДЕ НЕ МОНОТОННА ФУНКЦIЯ ТИПУ СЕРПIНСЬКОГО,

ПОВ’ЯЗАНА IЗ ЗОБРАЖЕННЯМ ЧИСЕЛ РЯДАМИ КАНТОРА

У роботi означено нiде не монотонну функцiю, аргумент якої представлений у
канторiвськiй системi числення з послiдовнiстю натуральних основ (sk), де sk = 2k + 1:

x =
α1

s1
+

α2

s1 · s2
+ ...+

αk

s1 · s2 · ... · sk
+ ... ≡ ∆(sk)

α1α2...αk...
,

де αk(x) ∈ Ak ≡ {0, 1, ..., sk − 1}, sk = 2k + 1. Значення функцiї визначається ланцюговою
залежнiстю цифр Qs-зображення числа вiд цифр зображення аргументу i мають
наступний вигляд:

g(x) = g(∆
(sk)
α1(x)α2(x)...αk(x)...

) = ∆Q3

β1β2...βk...
, βk ∈ A3 ≡ {0, 1, 2},

де β1 = γ(α1) i βk = γ(αk), якщо ck = 0 або βk = 2−γ(αk), якщо ck ̸= 0. Також c1 = c2 = 0,
ck = ck−1, якщо αk−1 ̸= sk−1−1

2 або ck = 1− ck−1, якщо αk−1 = sk−1−1
2 i γ(α) ∈ A3.

Описано властивостi її рiвнiв, диференцiальнi та фрактальнi властивостi.
Ключовi слова i фрази: Qs-зображення числа, неперервна нiде не монотонна функцiя,

канторiвська система числення.
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Вступ

Бiльшiсть функцiй з метричного простору C[0;1], у топологiчному сенсi, є нiде не
монотонними та нiде не диференцiйовними. Яскравим прикладом являється функцiя
Серпiнського [4], для задання якої використовується трiйкове та п’ятiркове зображен-
ня дiйсних чисел. Рiзнi системи зображення чисел та перетворювачi символiв одного
зображення у iнше [9],[7], [6] дозволяють розширити класи таких функцiй та вивчати
їх властивостi [3], [8], [14],[13],[15].

У данiй роботi розглядається неперервна нiде не монотонна функцiя — аналог
функцiї Серпiнського, яка дослiджувалася у роботах [1], [3], [5], [10],[11], [12], [14]. Для
задання її аргументу використовується канторiвське зображення чисел з послiдовнiстю
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основ (sk), де sk = 2k+1, k ∈ N, а значення функцiї визначається залежнiстю цифр Q3

– зображенням числа.
(sk) — задана послiдовнiсть натуральних чисел; Ak ≡ {0, 1, ..., sk−1} — послiдовнiсть

алфавiтiв, L ≡ A1 × ... × Ak × ... — простiр послiдовностей алфавiтiв,
L = {(αk) : αk ∈ Ak, k ∈ N}. Як вiдомо [2], подання числа x ∈ [0; 1] рядом

x =
α1

s1
+

α2

s1 · s2
+ ...+

αk

s1 · s2 · ... · sk
+ ... ≡ ∆(sk)

α1α2...αk...
(1)

називається (sk) - представленням, а формальний запис ∆
(sk)
α1α2...αk... — (sk)-зображення

числа x (зображення числа x у канторiвськiй системi числення з послiдовнiстю основ
(sk)).

Числа, для яких

∆
(sk)
α1...αm(0) = ∆

(sk)
α1...αm−1[αm−1][sm+1−1][sm+2−1]... ≡ ∆

(sk)
α1...[αm−1](sm+k−1),

мають два (sk) – зображення називаються (sk) – бiнарними. Решта — мають єдине
(sk) – зображення i називаються (sk) – унарними.

Розглянемо число x , що належить вiдрiзку [0; 1]. Його розклад

x = βa1(x) +
∞∑
k=2

(
βak(x)

k−1∏
j=1

qaj(x)

)
≡ ∆Qs

a1(x)a2(x)...ak(x)...
,

де ak(x) ∈ As ≡ {0, 1, . . . , s − 1}, β0 = 0, βi =
i−1∑
j=0

qj називається Qs – розкладом [9], а

∆Qs

a1(x)a2(x)...ak(x)...
— Qs – зображенням числа x.

Нехай (c1, c2, . . . , cm) – упорядкований набiр елементiв алфавiту As. Цилiндром рангу
m з основою c1c2 . . . cm називають множину чисел x ∈ [0; 1], що мають Qs-зображення
∆Qs

c1c2...cmam+1...am+k...
, am+k ∈ As.

Властивостi цилiндрiв:

1. Цилiндр ∆Qs
c1c2...cm

є вiдрiзком [∆Qs

c1c2...cm(0); ∆
Qs

c1c2...cm(s−1)].

2. ∆Qs
c1...cm

= ∆Qs

c1...cm0 ∪ . . . ∪∆Qs

c1...cm[s−1].

3. Довжина цилiндра |∆Qs
c1c2...cm

| =
m∏
i=1

qci .

4. |∆Qs

c1...cmi| = qi|∆Qs
c1...cm

|.

Вiдрiзкок [∆
(sk)
a1...am(0); ∆

(sk)
a1...am([sm+k−1])] є цилiндром ∆

(sk)
a1...am з основою (a1, . . . , am),

ak ∈ Ask , який вiдповiдає (sk) – зображенню, має довжину 1
s1·s2·...·sm .
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1 Об’єкт дослiдження

Нехай Ask ≡ {0, 1, ..., sk−1} — послiдовнiсть алфавiтiв. Визначимо на Ask дискретну
функцiю

γ(α) =


0, якщо α = 0,

1, якщо α ∈ Ak \ {0, sk − 1},
2, якщо α = sk − 1.

(2)

Для кожної послiдовностi (αk) ∈ L ≡ A1 × ... × Ak × ... визначимо послiдовнiсть (ck):
c1 = c2 = 0, ck = 1− ck−1, якщо αk−1 = k − 1 та ck = ck−1 в усiх iнших випадках.

На вiдрiзку [0; 1] розглядається функцiя g, значення якої має Q3-зображення:

g(x) = g(∆
(sk)
α1(x)α2(x)...αk(x)...

) = ∆Q3

β1β2...βk...
, βk ∈ A3 ≡ {0, 1, 2}, (3)

β1 = γ(α1), βk =

{
γ(αk), якщо ck = 0,

2− γ(αk), якщо ck ̸= 0.
(4)

2 Коректнiсть означення функцiї та її неперервнiсть

Покажемо, що функцiя g коректно визначена в (sk) – бiнарнiй точцi, тобто для
одного й того ж аргумента, який має два рiзнi зображення

x1 ≡ ∆
(sk)
α1α2...αk−1αk(0)

= ∆
(sk)
α1α2...αk−1[αk−1](sk+i−1) ≡ x2,

значення g(x1) i g(x2) спiвпадають.
Очевидно, що g(x1)=∆Q3

β1...βk−1βkβk+1...βk+n...
, g(x2)=∆Q3

β1...βk−1β
∗
kβ

∗
k+1...β

∗
k+n...

.

Тому

|g(x1)− g(x2)| =
k−1∏
i=1

qβi
|∆Q3

βk...βk+n...
−∆Q3

β∗
k ...β

∗
k+n...

|

Для i ≤ k, ci(x1) = ci(x2). Якщо i > k, то можливi випадки{
ck=ck+1(x1),

ck=ck+1(x2);

{
ck ̸=ck+1(x),

ck=ck+1(x
∗);

{
ck=ck+1(x),

ck ̸=ck+1(x
∗).

Розглянемо кожен iз випадкiв.
1) Якщо ck+1(x1) = ck = ck+1(x2), тодi αk(x) ∈ Ak \ { sk−1

2
}.

Якщо ck=0, то β∗
k=βk−1, а якщо ck=1, то βk=β∗

k−1,

βk+n=

{
0 при ck=0,

2 при ck=1;
β∗
k+n=

{
0 при ck=1,

2 при ck=0.

Оскiльки δβk
= δβk−1

+ qβk−1, то отримаємо

|g(x1)− g(x2)| =



k−1∏
i=1

qβi

∣∣∣∆Q3

βk(0)
−∆Q3

[βk−1](2)

∣∣∣ = 0,

k−1∏
i=1

qβi

∣∣∣∆Q3

[β∗
k−1](2) −∆Q3

β∗
k(0)

∣∣∣ = 0.
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2) Якщо ck+1(x) ̸= ck = ck+1(x
∗), тодi αk(x) =

sk−1
2

або αk(x)− 1 = sk−1
2

. Оскiльки

g(x) = g(∆
(sk)
α1(x)α2(x)...αk(x)...

) = ∆Q3

β1β2...βk...
,

де βk ∈ A3 ≡ {0, 1, 2}, причому

β1 = γ(α1), βk =

{
γ(αk), якщо ck = 0,

2− γ(αk), якщо ck ̸= 0,

отримаємо βn = β∗
n для всiх n = k, k + 1, k + 2 . . .. Тодi, g(x)− g(x∗) = 0.

Випадок коли ck+1(x) = ck ̸= ck+1(x
∗) розглядається аналогiчно.

Звiдки, очевидно, що g(x1) = g(x2). Тобто, у (sk) – бiнарнiй точцi функцiя визначена
коректно.

У (sk) – унарнiй точцi коректнiйсть функцiї очевидна.

Теорема 1. Функцiя g є неперервною на вiдрiзку [0; 1].

Доведення. Для доведення неперервновстi функцiї g в довiльнiй точцi x0 ∈ [0; 1] пока-
жемо, що

lim
x→x0

|g(x)− g(x0)| = 0.

Спершу розглянемо випадок, коли x0 — (sk) – унарна точка. Для довiльного x0 ∈ [0; 1]

iснує m(x) таке, що {
αj(x) = αj(x0), j = 1,m− 1,

αm(x) ̸= αm(x0),

причому умова x → x0 рiвносильна умовi m → ∞. Тодi,

|g(x)− g(x0)| =
∣∣∣∆Q3

β1β2...βm−1βm...βm+k...
−∆Q3

β1β2...βm−1β′
m...β′

m+k...

∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣
m−1∏
i=1

qβi
(∆Q3

βm...βm+k...
−∆Q3

β′
m...β′

m+k...
)

∣∣∣∣∣ ≤
m−1∏
i=1

qβi
→ 0 при m → ∞,

де g(x) = ∆Q3

β1β2...βm−1βm...βm+k...
, g(x0) = ∆Q3

β1β2...βm−1β′
m...β′

m+k...
.

Отже, функцiя g є неперервною в (sk) – унарнiй точцi.
Для (sk) – бiнарної точки неперервнiсть функцiї g випливає iз доведення її

коректностi.

3 Нiде не монотоннiсть функцiї

Нагадаємо, що неперервна функцiя g називається нiде не монотонною, якщо вона
не має жодного промiжку монотонностi.

Теорема 2. Функцiя g є нiде не монотонною на вiдрiзку [0; 1].
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Доведення. Розглянемо цилiндр ∆
(sk)
a1a2...am , кiнцi якого вiдповiдно g(∆

(sk)
a1a2...am(sm+k−1)) та

g(∆
(sk)
a1a2...am(0)).

Вiдомо, що приростом функцiї g на цилiндрi ∆(sk)
a1a2...am називається рiзниця

µg(∆
(sk)
a1a2...am

) = g(∆
(sk)
a1a2...am(sm+k−1))− g(∆

(sk)
a1a2...am(0)).

Для доведення нiде не монотонностi функцiї g достатньо показати, що для довiльно-
го цилiндра ∆

(sk)
a1a2...am рангу m знайдеться цилiндр ∆

(sk)
a1a2...amj рангу (m + 1) такий, що

прирости µg(∆
(sk)
a1a2...am) i µg(∆

(sk)
a1a2...amj) набувають рiзних знакiв.

Використавши означення функцiї, розглянемо всi можливi випадки для значення
µg.

1) Якщо cm = 0, то

µg(∆
(sk)
a1a2...am

) = ∆Q3

b1b2...bm(2) −∆Q3

b1b2...bm(0) =
m∏
i=1

qbi .

2) Якщо cm = 1, то

µg(∆
(sk)
a1a2...am

) = ∆Q3

b1b2...bm(0) −∆Q3

b1b2...bm(2) = −
m∏
i=1

qbi .

Очевидно, що для кожного iз випадкiв, завжди можна вказати цилiндр рангу
(m + 1) прирости на якому в кожному з випадкiв набуватимуть рiзного знаку. Отже,
функцiя g є нiде не монотонною.

Наслiдок 1. Прирiст функцiї g на цилiндрi ∆
(sk)
a1a2...am рангу m визначається за

формулою

µg(∆
(sk)
a1a2...am

) = (−1)cm
m∏
i=1

qdi

.

4 Диференцiальнi властивостi функцiї

Теорема 3. Функцiя g є нiде не диференцiйовною.

Доведення. 1) Розглянемо x0 = ∆
(sk)
α1α2...αk...— (sk) – унарну точку.

Прирiст функцiї g на цилiндрi ∆(sk)
α1α2...αm визначається рiвнiстю

µg(∆
(sk)
α1α2...αm

) = (−1)cm
m∏
i=1

qbi .

Тодi

g′(x0) = lim
m→∞

µg(∆
(sk)
α1α2...αm)

|∆(sk)
α1...αm |

= (−1)cm
m∏
i=1

siqbi .
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Оскiльки siqbi > 1, i ∈ 1,m, за вийнятком, можливо, скiнченної кiлькостi для якої
siqbi = 1 або siqbi < 1, то

g′(x0) = ±∞.

2) Нехай x0 = ∆
(sk)
α1α2...αk...— (sk) – бiнарна точка, тобто

x0 = x
(2)
0 ≡ ∆

(sk)
α1...[αn−1](sn+k−1) = ∆

(sk)
α1...αn(0)

≡ x
(1)
0 , k ∈ N

Розглянемо послiдовнiстi (x′
j), (x

′′
j ):

x
′

j = x
(1)
0 +

1

s1 · s2 · . . . · sn+j

= ∆
(sk)

α1...αn 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
j−1

1(0)
,

x
′′

j = x
(1)
0 − 1

s1 · s2 · . . . · sn+j

= ∆
(sk)

α1...[αn−1] [sn+1 − 1] . . . [sn+j−1 − 1]︸ ︷︷ ︸
j−1

[sn+j−2](sn+j+k−1)
,

x
′

j → x0 + 0, x
′′

j → x0 − 0, при j → ∞.

Згiдно формул (3)-(4), маємо

g(x
(1)
0 ) =

{
∆

(sk)
β1β2...βn(0)

при cn(x
(1)
0 ) = 0,

∆
(sk)
β1β2...βn(2)

при cn(x
(1)
0 ) = 1;

g(x
(2)
0 ) =

{
∆

(sk)
β1β2...β′

n(2)
при cn(x

(1)
0 ) = 0,

∆
(sk)
β1β2...β′

n(0)
при cn(x

(1)
0 ) = 1;

g(x
′

j) =


∆

(sk)

β1β2...βn 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
j−1

1(0)
при cn(x

(1)
0 ) = 0,

∆
(sk)

β1β2...βn 2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
j−1

1(2)
при cn(x

(1)
0 ) = 1;

g(x
′′

j ) =


∆

(sk)

β1β2...β′
n 2 . . . 2︸ ︷︷ ︸

j−1

1(2)
при cn(x

(2)
0 ) = 0,

∆
(sk)

β1β2...β′
n 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

j−1

1(0)
при cn(x

(2)
0 ) = 1.

Таким чином

g(x
′

j)− g(x
(1)
0 ) =


qj0

n∏
i=1

qbi , якщо cn(x
(1)
0 ) = 0,

− qj−1
2

q1
1− q2

n∏
i=1

qbi , якщо cn(x
(1)
0 ) = 1;

g(x
(2)
0 )− g(x

′′

j ) =


qj−1
2

q1
1− q2

n∏
i=1

qbi , якщо cn(x
(2)
0 ) = 0,

− qj0

n∏
i=1

qbi , якщо cn(x
(2)
0 ) = 1.
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Розглянемо

B
′

j =
g(x

′
j)− g(x

(1)
0 )

x
′
j − x

(1)
0

=


qj0

n+j∏
m=n

sm

(
n∏

i=1

siqbi

)
, якщо cn(x

(1)
0 ) = 0

− qj−1
2

q1
1− q2

n+j∏
m=n

sm

(
n∏

i=1

siqbi

)
, якщо cn(x

(1)
0 ) = 1;

та

B
′′

j =
g(x0)− g(x

′′
j )

x0 − x
′′
j

=


qj−1
2

q1
1− q2

n+j∏
m=n

sm

(
n∏

i=1

siqbi

)
, якщо cn(x

(2)
0 ) = 0

− qj0

n+j∏
m=n

sm

(
n∏

i=1

siqbi

)
, якщо cn(x

(2)
0 ) = 1.

Легко бачити, якщо cn(x
(1)
0 ) ̸= cn(x

(2)
0 ), то

lim
j→∞

B
′

j ̸= lim
j→∞

B
′′

j .

Якщо ж cn(x
(1)
0 ) = cn(x

(2)
0 ), то, оскiльки smq0 > 1 та smq2 > 1, m ∈ n, n+ j, j ∈ N,

отримаємо, що
lim
j→∞

B
′

j та lim
j→∞

B
′′

j є нескiнченними.

Тому g(∆
(sk)
α1α2...αk...) у (sk)— бiнарнiй точцi є недиференцiйовною. Отже, функцiя g є

всюди не диференцiйовною.

5 Множини рiвнiв функцiї

Означення 1. Множиною рiвня y0 функцiї g називається множина:

g−1(y0) = {x : g(x) = y0}

Лема 1. 1) Якщо y0 = ∆Q3

d1d2...dk...
, де dk ∈ A3\{1}, k ∈ N, то множина g−1(y0) мiстить

єдину точку x = ∆
(sk)
m1m2...mk..., (sk) — цифри зображення якої визначаються за формулою:

mk =

{
0, якщо dk = 0,

sk − 1, якщо dk = sk − 1.
(5)

2) Якщо Q3—зображення точки y0 мiстить скiнченну кiлькiсть цифр ”1”, якi розта-
шованi на мiсцях kn1 , kn2 , . . . , knm , то множина g−1(y0) є скiнченною i мiстить
N = (2kn1 − 1) · . . . · (2knm − 1) точок.

3) Якщо y0 = ∆Q3

d1d2...dk...
, де {

dkn(y0) = 1, n ∈ N
dj(y0) ̸= 1, j /∈ {kn},

то множина g−1(y0) є континуальною.
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Доведення. Нехай y0 = ∆Q3

d1d2...dk...
, де dk ∈ A3\{1}, k ∈ N, тодi згiдно формул (2)-

(4) слiдує, що ck = 0, а тому множина f−1(y0) мiстить єдину точку x, цифри якої
визначаються за формулами (5).

Нехай в зображеннi точки y0 мiститься скiнченна кiлькiсть цифр ”1”, якi розташо-
ванi на мiсцях kn1 , kn2 , . . . , knm . З означення функцiї g слiдує, що для кожної цифри
dknj

(y0) = 1 iснує (2knj
−1) цифр αknj

(x). Тому загальну кiлькiсть елементiв, що входить
до множини g−1(y0), можна визначити за формулою N = (2kn1 − 1) · . . . · (2knm − 1).

Аналогiчними мiркуваннями, можна прийти до висновку, що кiлькiсть елементiв
множини g−1(y0), при виконаннi умов пункту (3) теореми, визначається за формулою

N =
∞∏
j=1

(2knj
− 1), а множина g−1(y0) є континуальною.

Наслiдок 2. Якщо y0 = ∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

dm+1dm+2 . . ., де dm+j ∈ A3\{1}, j ∈ N, то множина

g−1(y0) є скiнченною i мiстить N = (2m− 1)!! точок.
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In the paper, is defined a continuous nowhere monotonic function such that its argument is
represented in Cantor numeral system with a sequence of natural bases (sk), where sk = 2k+1:

x =
α1

s1
+

α2

s1 · s2
+ ...+

αk

s1 · s2 · ... · sk
+ ... ≡ ∆(sk)

α1α2...αk...
,

where αk(x) ∈ Ak ≡ {0, 1, ..., sk − 1}, sk = 2k + 1. Value of the function is determined by a
chain dependence of digits of Qs-representation of a number on digits of representation of the
argument and given in the following form:

g(x) = g(∆
(sk)
α1(x)α2(x)...αk(x)...

) = ∆Q3

β1β2...βk...
, βk ∈ A3 ≡ {0, 1, 2},

where β1 = γ(α1) and βk = γ(αk), if ck = 0 or βk = 2 − γ(αk), if ck ̸= 0. Also c1 = c2 = 0,
ck = ck−1, if αk−1 ̸= sk−1−1

2 or ck = 1− ck−1, if αk−1 = sk−1−1
2 and γ(α) ∈ A3.

We describe properties of level sets of these functions, differential and fractal properties.


