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Малик I.В., Iвасюк Р.В.

ПММ ТА НПМ У ЧАСОВИХ РЯДАХ

Основна увага в роботi сфокусована на розгляд, так званих, прихованих ланцюгiв
Маркова та їх аналогiв i узагальнень. Зокрема розглянуто вплив прихованих ланцюгiв
Маркова та напiвмарковських прихованих моделей на моделi часових рядiв, якi опису-
ють вартостi акцiй топових компанiй станом на 2024 рiк. Пiд час дослiдження вдалося
з’ясувати, що розгляд узагальненiших моделей дозволяє бiльш точно описувати динамi-
ку вартостi акцiй, а отже, бiльш адекватно визначати основнi характеристики реального
процесу.
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Вступ

Теорiя прихованих ланцюгiв Маркова iнтенсивно розвивається iз середини мину-
лого столiття i розвиток даної теорiї насамперед пов’язано iз наявнiстю великої кiль-
костi реальних процесiв, динамiка яких залежить вiд iнших (прихованих) випадкових
процесiв. Дана концепцiя знайшла своє впровадження в багатьох прикладних задачах,
включаючи прогнозування фiнансових часових рядiв [1, 2, 3, 4], прогнозування погоди
[5], прогнозування клiматичних змiн на основi часових рядiв [6, 7, 8, 9] тощо. Таким
чином, випадковi процеси iз врахуванням прихованих складових являються ще одним
покращенням опису реальних процесiв та врахування невiдомих факторiв в рiзних при-
кладних задачах.

Слiд вiдмiтити, що класичнi моделi процесiв, що мiстять прихованi складовi в основ-
ному грунтуються на припущеннi про марковiсть прихованого процесу, тобто вiдсу-
тнiсть пiслядiї. Дане припущення з одного боку дозволяє значно спростити оцiнку па-
раметрiв моделi, з iншого боку ж звужує коло реальних процесiв, для яких може бути
використана теорiя процесiв iз прихованими складовими. Враховуючи це, в роботi роз-
глянуто напiвмарковськi прихованi моделi, в яких час перебування в станi описується
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не показниковим розподiлом (як в класичнiй моделi), а довiльним розподiлом, що ви-
значений на R+, тобто

P (θn ≥ 0) = 1,

де θn(u) - час перебування в станi u.

1 Прихованi марковськi моделi у часових рядах

Прихованi марковськi моделi (ПMM) використовуються для моделювання часових
рядiв, де ймовiрнiснi розподiли спостережень визначаються невидимими станами скiн-
ченного стану Марковського ланцюга. У цих моделях робиться припущення, що спостере-
ження Xt у момент часу t залежать вiд деякого неспостережуваного стану St, який є
елементом скiнченного набору станiв {1, 2, ..., N}. Послiдовнiсть станiв {St} утворює
ланцюг Маркова, що означає, що наступний стан залежить лише вiд поточного стану,
а не вiд попереднiх станiв [5, 1, 2, 3, 4].

Ймовiрнiсть переходу мiж станами описується матрицею перехiдних ймовiрностей
P , яка має розмiр N×N i елементи pij, що представляють ймовiрнiсть переходу з стану
i до стану j

P =


p11 p12 . . . p1N
p21 p22 . . . p2N
. . . . . . . . . . . .

pN1 pN2 . . . pNN


а самi ймовiрностi визначаються спiввiдношенням

pij = P (St+1 = j|St = i).

Для кожного стану St = j iснує вiдповiдний розподiл спостережень прихованого ланцю-
га Xt. Наприклад, якщо спостереження є нормально розподiленими, то Xt ∼ N(µj, σ

2
j ),

де µj i σ2
j є середнiм i дисперсiєю спостережень у станi j.

Загальна формула для ймовiрностi спостереження Xt за умови стану St може бути
записана як

P (Xt = xt|St = j) = fj(xt),

де fj(xt)− функцiя щiльностi ймовiрностi для стану j.
Параметри оцiнюються за допомогою методу максимальної правдоподiбностi [5], ча-

сто реалiзованого за допомогою алгоритму Баум-Велча (Baum-Welch algorithm), який є
особливим випадком EM-алгоритму. Цi моделi виявилися корисними для моделювання
рiзких змiн у фiнансових часових рядах, але мали обмеження у вiдображеннi тривалостi
перебування в станах через показниковий розподiл.
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2 Напiвмарковськi прихованi моделi у часових рядах

Напiвмарковськi прихованi моделi (НПМ) узагальнюють ПMM, дозволяючи бiльш
гнучкi розподiли тривалостi перебування в станi (часу перебування в даному станi). Ця
гнучкiсть вирiшує ключове обмеження ПMM, яке полягає в показниковому розподiлi
тривалостi перебування.

Як i в ПММ, НПМ [5, 1] має скiнченну кiлькiсть прихованих станiв S = {s1, s2, ..., sM}.
Кожен стан вiдповiдає певному режиму в часовому рядi. Перехiд мiж станами описує-
ться матрицею перехiдних ймовiрностей P = (pij), {i, j} ⊂ {1, 2, ..., N} але, на вiдмiну
вiд ПММ, НПМ дозволяє задавати тривалiсть перебування в кожному станi за допомо-
гою розподiлу, вiдмiнного вiд показникового. У НПМ перехiдна ймовiрнiсть визначає-
ться як ймовiрнiсть переходу в стан j, якщо вiдбувся вихiд з поточного стану i. Ключова
вiдмiннiсть мiж НПМ i ПMM полягає у розподiлi часу перебування в кожному станi. У
ПММ тривалiсть перебування в станi геометрично розподiлена, тодi як у НПМ може
бути довiльний розподiл тривалостi перебування в станi j, який визначається функцiєю

dj(u) = P ( перебування в станi j триває u перiодiв),

де dj(u)− це ймовiрнiсть того, що процес залишатиметься в станi j протягом u часових
перiодiв. Кумулятивна функцiя розподiлу або функцiя виживання визначається як

Dj(u) =
∑
v≥u

dj(v).

Для кожного стану Si визначено розподiл спостережень. Наприклад, якщо спосте-
реження мають нормальний розподiл в кожному станi, то

Xt ∼ N(µj, σ
2
j ), St = j,

де Xt− спостереження в момент часу t, a µj i σ2
j − середнє та дисперсiя в станi St = j.

Подiбно до ПMM, ймовiрнiсть спостережень залежить вiд послiдовностi станiв. Ймо-
вiрнiсть послiдовностi спостережень O = {O1, O2, ..., OT} задається як

P (O|λ) =
∑
S

P (O|S, λ)P (S|λ),

де λ = (P, dj(u), B) – набiр параметрiв НПМ, включаючи матрицю перехiдних ймовiр-
ностей P , розподiл тривалостi перебування dj(u), та розподiл спостережень B.

НПМ краще моделюють властивiсть фiнансових часових рядiв - повiльне спадання
автокореляцiї у квадратах приростiв - оскiльки їх гнучкiсть дозволяє враховувати дов-
гостроковi залежностi. ПMM, у свою чергу, обмеженi своїм фiксованим набором станiв
та короткостроковими залежностями, тому не можуть точно змоделювати цю характе-
ристику.

Квадрати приростiв для часових рядiв - це квадрат значення приросту (rt) у кожний
момент часу. Цей показник використовується для оцiнки волатильностi (мiнливостi)
фiнансових часових рядiв, що є важливим аспектом аналiзу ризику.
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У статтi розглянуто двi конкретнi НПМ та зроблено порiвняня їх вiдповiдностi до
щоденних рядiв прибуткiв з 18 європейських секторних iндексiв [10], демонструючи,
що НПМ забезпечують значно кращу вiдповiднiсть порiвняно з ПMM. Також є аналiз
прилягання моделей до часових рядiв даних, що включає перевiрку автокореляцiї у
квадратах приростiв.

Цi моделi показали кращу вiдповiднiсть даним, зокрема у випадках повiльного спа-
дання автокореляцiї в квадратах прибуткiв. Вони забезпечують бiльш гнучке моделю-
вання тривалостi перебування в станах, що робить їх бiльш придатними для фiнансових
часових рядiв.

3 Частиннi випадки НПМ моделей

НПМ з негативно-бiномiальним розподiлом часу перебування складається з двох
процесiв: прихованого маркiвського процесу (стани) i видимого процесу (спостереже-
ння). Видимий процес залежить вiд невидимого стану, який змiнюється вiдповiдно до
маркiвського процесу. Негативно-бiномiальний розподiл використовується для опису
часу перебування в кожному станi.

У НПМ з основним нормальним розподiлом (SMN розподiл) спостереження в ко-
жному станi мають нормальний розподiл. Якщо модель знаходиться в станi St = j, то
спостереження Xt буде нормально розподiленим

Xt|St = j ∼ N(µj, σ
2
j ),

де µj− середнє значення, а σ2
j− дисперсiя в станi j.

У НПМ з основним розподiлом Стьюдента (SMt розподiл) спостереження мають
t-розподiл. Якщо модель знаходиться в станi St = j, то спостереження Xt буде розпо-
дiленим за t-розподiлом з параметрами

Xt|St = j ∼ t(vj, µj, σ
2
j ),

де vj− параметр ступенiв свободи t-розподiлу, µj− середнє значення, а σ2
j− масштабний

параметр (дисперсiя) в станi j.
t-розподiл забезпечує важчi "хвости"у розподiлi, що робить його бiльш придатним

для моделювання фiнансових даних iз високою волатильнiстю i частими екстремаль-
ними значеннями. Правдоподiбнiсть для моделi SMN чи SMt розраховується шляхом
пiдсумовування повної правдоподiбностi даних за всiма можливими шляхами, якi може
приймати процес переходу станiв.

На вiдмiну вiд попереднiх моделей, SMN та SMt мають бiльшу гнучкiсть у моде-
люваннi часу перебування в станах, що дозволяє їм точнiше вiдображати залежностi в
даних, особливо для фiнансових часових рядiв, якi характеризуються тривалими перi-
одами як низької, так i високої волатильностi. Завдяки цьому цi моделi здатнi краще
моделювати автокореляцiйнi функцiї.
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Рис. 1. Змiни вартостi акцiй рiзних компанiй протягом року

Рис. 2. Вiдсотковi змiни вартостi акцiй пiд час того самого перiоду

4 Тести для оцiнки стацiонарностi

Розглянемо основнi статистичнi тести для перевiрки стацiонарностi часового ряду,
якi грунтуються на припущеннi скiнченної пiслядiї. Розширений тест Дiккi - Фуллера
(ADF-тест) - це статистичний тест, який використовується для перевiрки стацiонарно-
стi часового ряду. Стацiонарнiсть є ключовою властивiстю, яка означає, що статистичнi
властивостi часового ряду, такi як середнє значення та дисперсiя, залишаються постiй-
ними в часi. Нульова гiпотеза (H0) стверджує, що часовий ряд має одиничний корiнь
i є нестацiонарним, тодi як альтернативна гiпотеза (H1) припускає, що часовий ряд є
стацiонарним. ADF-тест є розширенням класичного тесту Дiккi-Фуллера. Вiн включає
додатковi лаги залежної змiнної, щоб враховувати можливу автокореляцiю залишкiв.
Це робить тест бiльш надiйним для практичного використання.

ADF-тест часто використовується в економiцi та фiнансах для аналiзу стацiонарно-
стi фiнансових часових рядiв, таких як цiни акцiй, валютнi курси та iншi економiчнi
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iндикатори. Якщо ряд не є стацiонарним, для подальшого аналiзу його часто перетво-
рюють, наприклад, шляхом взяття рiзниць або логарифмування.

KPSS-тест - це статистичний тест, що використовується для перевiрки стацiонар-
ностi часового ряду, але на вiдмiну вiд ADF-тесту, його нульова гiпотеза припускає,
що ряд є стацiонарним. Цей тест допомагає виявити, чи має часовий ряд одиничний
корiнь, тобто чи є вiн нестацiонарним. KPSS-тест оцiнює дисперсiю помилок у регресiї,
щоб визначити, чи є часовий ряд стацiонарним. Вiн перевiряє, чи є дисперсiя постiйною
(стабiльною) в часi. Але вимагає вибiр кiлькостi лагiв для регресiї залишкiв, що впли-
ває на результати тесту. Зазвичай використовується автоматичний вибiр оптимального
лагу. KPSS-тест часто використовується разом з ADF-тестом, оскiльки вони мають про-
тилежнi нульовi гiпотези. Це дозволяє провести бiльш всебiчний аналiз стацiонарностi
часового ряду. Якщо ADF-тест вiдхиляє нульову гiпотезу (нестацiонарнiсть), а KPSS не
вiдхиляє (стацiонарнiсть), це означає, що часовий ряд, ймовiрно, є стацiонарним. KPSS-
тест доповнює ADF-тест, оскiльки вони перевiряють рiзнi гiпотези також вiн є надiйним
для рядiв з детермiнованими трендами. Однак, вибiр кiлькостi лагiв може впливати на
результати, а також iснує чутливiсть до вибору тренду в даних. KPSS-тест є потужним
iнструментом для перевiрки стацiонарностi часових рядiв. Його використання разом з
iншими тестами, такими як ADF, допомагає отримати бiльш точнi та надiйнi резуль-
тати щодо природи часового ряду. Як ми можемо бачити з наступної таблицi, майже
всi розглянутi вiдсотковi ставки являються стацiонарними, що забезпечує бiльш точний
аналiз моделей.

Акцiя ADF p− value KPSS тест p− value Стацiонарнiсть Result
AAPL 5.74e-27 0.15 Yes
MSFT 6.17e-30 0.25 Yes
NVDA 6.10e-30 0.10 Yes
AMZN 1.44e-24 0.14 Yes
GOOGL 7.45e-29 0.08 Yes
TSLA 1.12e-28 0.25 Yes
META 2.71e-24 0.08 Yes
BRK-B 2.57e-24 0.04 No
TSM 1.05e-29 0.07 Yes
V 1.75e-22 0.25 Yes
JNJ 7.44e-27 0.10 Yes
UNH 1.46e-26 0.14 Yes
XOM 8.13e-15 0.16 Yes
JPM 1.89e-28 0.12 Yes
PG 2.13e-11 0.04 No
NSRGY 6.30e-05 0.02 No
RHHBY 6.18e-17 0.16 Yes
CVX 1.42e-26 0.08 Yes
BABA 4.03e-29 0.43 Yes
LVMUY 3.18e-26 0.10 Yes
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5 Iнформацiйнi критерiї

Поряд iз статистичними тестами, розглянемо двi метрики, на основi яких будемо
визначати точнiсть моделi – критерiй Акаiке та критерiй Шварца.

Критерiй Акаїке (AIC) використовується для порiвняння рiзних статистичних мо-
делей, що застосовуються для опису одного i того ж набору даних. Його головна мета
- знайти модель, яка найкраще описує данi з найменшими втратами iнформацiї. AIC
враховує як якiсть пiдгонки моделi, так i її складнiсть. Формула для розрахунку AIC
виглядає наступним чином:

AIC = −2ln(L) + 2k

де L− функцiя правдоподiбностi моделi, а k− кiлькiсть параметрiв у моделi. Чим менше
значення AIC, тим краща модель. Важливо вiдзначити, що AIC не дає абсолютної мiри
якостi моделi, а лише дозволяє порiвнювати моделi мiж собою.

Критерiй Шварца або Баєсiвський iнформацiйний критерiй (BIC) є подiбним до
AIC, але враховує розмiр вибiрки i бiльш жорстко штрафує моделi з великою кiлькiстю
параметрiв, що допомагає уникати перенавчання. Формула для розрахунку BIC:

BIC = −2ln(L) + 2kln(n)

де L− максимальна ймовiрнiсть моделi, k− кiлькiсть параметрiв у моделi, i n− кiль-
кiсть спостережень у вибiрцi. Як i у випадку з AIC, модель з меншим значенням BIC
вважається кращою. Оскiльки в BIC враховується розмiр вибiрки, вiн частiше обирає
менш складнi моделi, особливо при великому значеннi n.

Також AIC використовує коефiцiєнт 2k, тодi як BIC використовує kln(n). Це озна-
чає, що BIC бiльше штрафує моделi за складнiсть. AIC зазвичай краще для ситуацiй,
коли важливо максимально точно передбачити данi, а BIC - коли потрiбно визначити
найбiльш вiрогiдну структуру даних.

Обидва критерiї кориснi при виборi моделi, але конкретний вибiр залежить вiд цiлей
аналiзу - AIC краще для передбачень, а BIC - для структурної iнтерпретацiї.

Ticker AIC (ПMM) BIC (ПMM) AIC (НПM) BIC (НПM)
AAPL -1864.5 -1819.17 -1870.43 -1825.10
MSFT -1781.06 -1735.72 -1786.52 -1741.19
NVDA -1400.8 -1355.47 -1398.98 -1353.64
AMZN -1621.33 -1576.0 -1620.79 -1575.46
GOOGL -1667.12 -1621.79 -1670.87 -1625.54
TSLA -1283.05 -1237.71 -1285.33 -1240.0
META -1607.59 -1562.26 -1604.56 -1559.23
BRK-B -2091.91 -2046.58 -2124.63 -2079.29
TSM -1610.71 -1565.37 -1618.68 -1573.35
V -2032.99 -1987.66 -2054.40 -2009.07
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Ticker AIC (ПMM) BIC (ПMM) AIC (НПM) BIC (НПM)
JNJ -2033.42 -1988.09 -2035.43 -1990.1
UNH -1858.96 -1813.63 -1875.58 -1830.25
XOM -1775.22 -1729.89 -1786.14 -1740.8
JPM -1922.17 -1876.84 -1914.54 -1869.21
PG -2048.42 -2003.09 -2074.86 -2029.53
NSRGY -1975.75 -1930.42 -1997.34 -1952.0
RHHBY -1901.05 -1855.71 -1909.57 -1864.24
CVX -1828.25 -1782.91 -1839.76 -1794.43
BABA -1496.71 -1451.38 -1500.2 -1454.86
LVMUY -1690.33 -1644.1 -1695.03 -1649.7

6 Висновок

У роботi розглянуто математичнi моделi марковських та напiвмарковських при-
хованих моделей з використанням до реальних даних. Як було виявлено пiд час до-
слiдження, напiвмарковськi прихованi моделi є бiльш точними для реальних процесiв,
про що свiдчать розглянутi статистичнi тести та вiдповiднi метрики. У майбутнiх робо-
тах в даному напрямку плануеться розглянути рiзнi розподiли прихованих моделей, що
узагальнюють нормальний розподiл та розподiл Стьюдента, також розробити алгоритм
оцiнки параметрiв даних розподiлiв.
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The main focus of the work is on the study of so-called hidden Markov chains (hidden
Markov models, HMM) and their analogs and generalizations. In particular, the research exami-
nes the impact of HMM and semi-Markov hidden models (HSMM) on time series models
describing the stock prices of top companies as of 2024. The study revealed that considering
more generalized models allows for a more accurate description of stock price dynamics and,
consequently, a more accurate determination of the key characteristics of the actual process.

The research employs both HMM and HSMM frameworks to analyze financial data, demonstrati-
ng their capacity to capture key features of stock price volatility, including sharp transitions
between periods of high and low market variability. A series of tests and metrics were conducted
to evaluate the performance of these models, including the Akaike Information Criterion (AIC)
and the Bayesian Information Criterion (BIC), which indicate superior fit for HSMMs. Addi-
tionally, methods such as the Augmented Dickey-Fuller (ADF) test and KPSS tests were used
to validate the stationarity properties of the time series.

The study’s results emphasize that semi-Markov extensions provide a significant improvement
over classical HMMs when analyzing financial market data, allowing for better detection of long-
term dependencies and accurate modeling of asset price trends. The findings open avenues for
further applications in financial risk analysis and forecasting tasks, showcasing the potential of
HSMMs to deliver more robust insights into market behavior.


