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Назарчук В.В., Васькевич С.О., Ратушняк С.П.

ОДИН КОНТИНУАЛЬНИЙ КЛАС ФРАКТАЛЬНИХ ФУНКЦIЙ,

ОЗНАЧЕНИХ В ТЕРМIНАХ Q∗
S-ЗОБРАЖЕННЯ

У статтi вводиться в розгляд один континуальний клас багатопараметричних функцiй,
означених в термiнах полiосновного s-символьного Q∗

s-зображення чисел.
Обгрунтовуються структурнi, фрактальнi та тополого-метричнi властивостi множини
значень функцiї i множин рiвнiв в залежностi вiд параметрiв.
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Вступ

Функцiї, у яких фрактальними є множина значень, графiки [2, 3, 7], рiвнi [4] або iншi
важливi для функцiї множини, ми вiдносимо до фрактальних [1, 5]. Серед функцiй зi
складною локальною структурою i фрактальними властивостями, визначених на вiд-
рiзку [0; 1], окремої уваги заслуговують функцiї, якi мають злiченну множину точок
розриву, а на множинi решти точок є неперервними. Саме таким функцiям присвячена
дана робота. Для їх означення та аналiтичного вивчення використовується полiоснов-
не зображення чисел (Q∗

s-зображення), визначене нескiнченною кiлькiстю параметрiв,
яке є узагальненням класичного s-кового зображення. У роботi Q∗

s-зображення вважа-
ється фiксованим, а клас функцiй, що розглядається, є однопараметричним (параметр
a ∈ [0; 1]). У роботi вивчаються тополого-метричнi властивостi множини значень та
множин рiвнiв функцiй визначеного класу. Зауважимо, що до класу функцiй, якi ви-
вчаються, входять двi неперервнi функцiї: тотожне перетворення одиничного вiдрiзка
та iнверсор цифр Q∗

s-зображення числа.

УДК 511.7+517.5
2010 Mathematics Subject Classification: 26A21, 26A30.
This work was supported by a grant from the Simons Foundation (1030291, V.N.)

c⃝Назарчук В.В., Васькевич С.О., Ратушняк С.П., 2024



Один клас фрактальних функцiй 155

1 Полiосновне Q∗
s-зображення дiйсних чисел

Нехай A ≡ {0, 1, ..., s−1} – s-ковий алфавiт, L ≡ A×A× ... – простiр послiдовностей
елементiв алфавiту A; ||qin|| — стохастична матриця, така що 0 < qin < 1, q0n + q1n +

...+ qs−1n = 1, n ∈ N i
∞∏
n=1

max
i∈A

{qin} = 0. (1)

Тодi вiдомо [6], що для довiльного x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (αn) ∈ L така, що

x = βα11 +
∞∑
n=2

(βαnn

n−1∏
j=1

qαjj) ≡ ∆Q∗
s

α1α2...αn..., (2)

де βαnn =
αn−1∑
i=0

qin (тобто β0n = 0, β1n = q0n, β2n = q0n + q1n, ..., βs−1,n = 1 − qs−1n).

Розклад числа x в ряд (2) називається Q∗
s-представленням цього числа, а скорочений

запис ∆
Q∗

s
α1α2...αn... — його Q∗

s-зображенням.
Якщо qin = qi ∀n ∈ N , i ∈ A, то Q∗

s-зображення є самоподiбним Qs-зображенням,
при цьому якщо qi =

1
s

для будь-якого i ∈ A, то Q∗
s-зображення збiгається з класичним

s-ковим зображенням.
Iснують числа, що мають два Q∗

s-зображення. Це числа зi зображеннями

∆
Q∗

s

α1α2...αm−1αm(0) = ∆
Q∗

s

α1α2...αm−1[αm−1](s−1). (3)

Вони називаються Q∗
s-бiнарними. Множина таких чисел є злiченною. Решта чисел оди-

ничного вiдрiзка мають єдине зображення. Вони називаються Q∗
s-унарними.

Означення 1. Цилiндром ∆
Q∗

s
c1c2...cm рангу m з основою c1c2...cm називається множина

чисел

∆Q∗
s

c1c2...cm
=

{
x : x =

m∑
k=1

βckk

k−1∏
j=1

qcjj +
m∏
i=1

qcii ·
∞∑

n=m+1

βαnn

n−1∏
j=m+1

qαjj

}
.

∀(c1, ..., cm) i ∀m ∈ N цилiндри Q∗
s-зображення мають властивостi:

1) ∆
Q∗

s
c1c2...cm =

s−1∪
i=0

∆
Q∗

s
c1c2...cmi;

2) ∆
Q∗

s
c1c2...cm = [a; b], a =

m∑
i=1

βcii

k−1∏
j=1

qcjj, b = a+
m∏
i=1

qcii;

3)
∞∩

m=1

∆
Q∗

s
c1c2...cm = ∆

Q∗
s

c1c2...cm... = x;

4) |∆Q∗
s

c1c2...cm | =
m∏
i=1

qcii = qcmm|∆Q∗
s

c1c2...cm−1 |, ∆
Q∗

s
c1 = qc11|[0; 1]|.
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Зауваження 1. Далi ми розглядаємо Q∗
s-зображення, яке задовольняє умови:

0 < ε < min
i
{qin} i max

i
{qin} < δ < 1 ∀n ∈ N,

якi гарантують умови нуль-мiрностi множин канторiвського типу

C[Q∗
s, Vn] = {x : x = ∆Q∗

s
α1...αn..., αn ∈ Vn ⊂ A},

коли Vn ̸= A нескiнченну кiлькiсть разiв [6].

2 Основний об’єкт дослiдження

Нехай a — фiксоване число з одиничного вiдрiзка [0; 1], що має s-кове зображення

a = ∆s
a1a2...an...

=
a1
s

+
a2
s2

+ ...+
an
sn

+ ..., де (an) ∈ L.

Основним об’єктом розгляду у данiй роботi є функцiя fa, означена на [0; 1] рiвнiстю:

fa(x = ∆Q∗
s

α1α2...αn...) = ∆
Q∗

s

|a1−α1||a2−α2|...|an−αn|.... (4)

Очевидно, що a є одним з параметрiв, що визначають функцiю fa. Клас таких функцiй
позначимо через F .

Найпростiшими представниками класу F є такi функцiї:

fa(x = ∆Q∗
s

α1α2α3...αn...) = ∆
Q∗

s

[s−1−α1][s−1−α2][s−1−α3]...[s−1−αn]...
, a = ∆

Q∗
s

(s−1) (5)

Функцiя, означена рiвнiстю (5), називається iнверсором цифр Q∗
s-зображення. Вона є

неперервною строго спадною сингулярною функцiєю, коли qin ̸= q[s−1−i]n ∀n ∈ N , i ∈ A.

fa(x = ∆Q∗
s

α1α2α3...α2k−1α2k...
) = ∆

Q∗
s

[s−1−α1]α2[s−1−α3]...[s−1−α2k−1]α2k...
, a = ∆

Q∗
s

([s−1]0). (6)

Оскiльки має мiсце нерiвнiсть
fa(∆

Q∗
s

α1...αn(0)
) = ∆

Q∗
s

|a1−α1|...|an−αn|an+1...
̸= fa(∆

Q∗
s

α1...[αn−1](s−1)) = ∆
Q∗

s

|a1−α1|...|an−αn+1||an+1−s+1|...,

то для бiльшостi функцiй класу F коректнiсть їх означень вимагає домовленостi викори-
стовувати лише одне з двох зображень Q∗

s-бiнарних чисел. Нехай те, що мiстить (0).
Зауважимо, що значення функцiї fa вiд двох рiзних зображень одного i того ж числа

збiгаються лише у випадку, коли an+i = s− 1−|an+i− s+1| для довiльного i ∈ N ∪{0},
тобто при an+i = s− 1 або an+i = 0 для ∀n ∈ N .

Лема 1. Для чисел a = ∆s
a1a2...an...

i b = ∆s
b1b2...bn...

таких, що (an+bn
2

) ∈ L має мiсце
рiвнiсть

fa(x0 = ∆Q∗
s

c1c2...cn...
) = fb(x0 = ∆Q∗

s
c1c2...cn...

), cn =
an + bn

2
.

Доведення. Нехай задано число a = ∆
Q∗

s
a1a2...an.... Виберемо число b ∈ [0; 1] таке, що b =

∆
Q∗

s
b1b2...bn...

i an+bn
2

∈ A ∀n ∈ N (очевидно, що таке число iснує). Тодi

fa(∆
Q∗

s
c1...cn...

) = ∆
Q∗

s
|a1−b1|

2
...

|an−bn|
2

...
= ∆

Q∗
s

|b1−a1|
2

...
|bn−an|

2
...
=

= ∆
Q∗

s
|2b1−(a1+b1)|

2
...

|2bn−(an+bn)|
2

...
= ∆

Q∗
s

|b1−a1+b1
2

|...|bn−an+bn
2

|...
= fb(x0).
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Наслiдок 1. Якщо a = ∆s
[2d1][2d2]...[2dn]...

, то fa(x = ∆
Q∗

s
d1d2...dn...

) = x.

Справдi, для a = ∆s
[2d1]...[2dn]...

має мiсце fa(x = ∆
Q∗

s
d1...dn...

) = ∆
Q∗

s

|2d1−d1|...|2dn−dn|... = x.

Теорема 1. Функцiї fa класу F є неперервними на множинi Q∗
s-унарних чисел, а на

множинi Q∗
s-бiнарних чисел неперервними функцiями є лише fa, коли a = 0 або a = 1.

Доведення. Для a = ∆s
a1a2...an...

i вiдповiдної функцiї fa доведемо неперервнiсть у Q∗
s-

унарнiй точцi. Нехай x0 = ∆
Q∗

s

α1α2...α′
n...

— Q∗
s-унарна точка. Розглянемо точку x таку, що

x ̸= x0. Для неї iснує такий номер n, що α′
n = αn(x0) ̸= αn(x), але αk(x) = αk(x0) при

k < n. Умова n → ∞ рiвносильна x → x0. Використовуючи означення неперервностi
функцiї f в точцi, тобто lim

x→x0

f(x) = f(x0), маємо lim
x→x0

|f(x)− f(x0)| = 0. Покажемо, що

lim
x→x0

|fa(x)− fa(x0)| = 0.

Розглянемо вираз

|fa(x)− fa(x0)| =|fa(∆Q∗
s

α1...αn−1αn...)− fa(∆
Q∗

s

α1...αn−1α′
n...

)| =

=|∆Q∗
s

|a1−α1|...|an−1−αn−1||an−αn|... −∆
Q∗

s

|a1−α1|...|an−1−αn−1||an−α′
n|...

| =

=
n−1∏
i=1

qαii ·W, де 0 < W ≤ 1.

Тодi

lim
x→x0

|fa(x)− fa(x0)| ≤ lim
n→∞

n−1∏
i=1

qαii ≤ lim
n→∞

n−1∏
i=1

max
αi∈A

{qαii} = 0.

А отже, lim
x→x0

fa(x) = fa(x0) в кожнiй Q∗
s-унарнiй точцi.

Враховуючи домовленiсть, що значення функцiї fa у Q∗
s-бiнарнiй точцi (3) обчис-

люється за формулою (4) за першим зображенням, у цiй точцi вона має неусувний
розрив.

3 Структурнi властивостi функцiй класу F

Теорема 2. Множиною значень Efa функцiї fa, де a = ∆s
a1a2...an...

, є множина виду

C[Q∗
s;Vn] = {x ∈ [0; 1] : x = ∆Q∗

s
α1α2...αn..., αn ∈ Vn ≡ {0, 1, ...,max{s− 1− an, an}}, n ∈ N}.

Доведення. Нехай задано функцiю fa, де a = ∆s
a1a2...an...

. Тодi значення функцiї fa має
зображення ∆

Q∗
s

|a1−α1|...|an−αn|..., де (αn) ∈ L. Зрозумiло, що n-та цифра Q∗
s-зображення

числа y може набувати значень Vn = {an, |an − 1|, ..., |an − s + 1|}. Оскiльки an ∈ A, то
множинi Vn належать послiдовнi цифри алфавiту A, окрiм тих, що в сумi з an пере-
вищують (s − 1), тобто цифри вiд 0 до бiльшого з (s − 1 − an) або an. Таким чином,
множина значень довiльної цифри Q∗

s-зображення y визначає множину значень функцiї
fa.
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Наслiдок 2. Множина значень функцiї fa є пiдмножиною вiдрiзка [0;∆
Q∗

s
c1c2...cn...], де

cn = max{s− 1− an, an}, n ∈ N .

Теорема 3. Нехай s > 2. Множина значень Efa функцiї fa, де a = ∆s
a1...an...

, є об’єд-
нанням вiдрiзкiв, якщо для скiнченної кiлькостi мiсць an ∈ {1, 2, ..., s − 2}, або кон-
тинуальною нiде не щiльною нуль-множиною, якщо для нескiнченної кiлькостi мiсць
an ∈ {1, 2, ..., s− 2}.

Доведення. Для доведення континуальностi множини Efa покажемо, що для довiльної
цифри Q∗

s-зображення значення функцiї множина Vn = {0, 1, ...,max{s − 1 − an, an}},
де an ∈ As складається принаймнi з двох елементiв. Оскiльки елементи (s − 1 − an)

i an є iнверсними в s-ковому алфавiтi, то найменше значення, якого може набувати
max{s−1−an, an}, дорiвнює s

2
, якщо s — парне, або s−1

2
, якщо s — непарне. Таким чином,

для довiльного n множина Vn мiстить 0 та 1 для будь-якого s > 2, а тому кожна цифра
Q∗

s-зображення значення функцiї має принаймнi двi альтернативи. Оскiльки цифр у
зображеннi числа y злiченна множина, то рiзних послiдовностей цифр, що визначають
значення функцiї, континуальна множина, тобто множина Efa континуальна.

Нехай iснує k мiсць n1, n2, ..., nk, для яких ani
∈ {1, 2, ..., s−2} ∀i = 1, k. Для простоти

мiркувань будемо вважати, що ani
= 1 ∀i = 1, k. Тодi Vni

= {0, 1, ..., s− 2}, тобто

Efa = [0; 1] \ (
∪

rn1 ̸=s−1

∪
rn2 ̸=s−1

...
∪

rnk
̸=s−1

∆Q∗
s

r1...rm
).

Оскiльки цилiндр Q∗
s-зображення є вiдрiзком, то пiсля вилучення з одиничного вiдрiзка

sk неперетинних вiдрiзкiв (цилiндрiв виду ∆
Q∗

s

r1r2...r[i−1][s−1], i = {n1, n2, ..., nk}), бачимо, що
множина Efa є скiнченним об’єднанням цилiндрiв (nk+1)-го рангу. А тому є скiнченним
об’єднанням вiдрiзкiв.

Нехай iснує нескiнченна кiлькiсть мiсць, для яких ani
∈ {1, 2, ..., s − 2} ∀i ∈ N . То-

дi розглянемо довiльний цилiндр ∆
Q∗

s
r1r2...rm . Iснують цилiндри ∆

Q∗
s

r1r2...rm...rm+j ⊂ ∆
Q∗

s
r1r2...rm ,

якi не мiстять точок множини Efa . Такими цилiндрами, наприклад, є ∆
Q∗

s
r1r2...rm...rm+j−10

i ∆Q∗
s

r1r2...rm...rm+j−1[s−1]. Оскiльки m — довiльне натуральне число, то для будь-якого вiд-
рiзка, кiнцi якого належать множинi Efa , iснує цiлий iнтервал точок, що не належать
Efa . А тому Efa є нiде не щiльною множиною.

Для еврiстичного доведення нуль-мiрностi C[Q∗
s;Vn] покажемо, що її мiра рiвна нулю

за умови q[s−1]n = min
i
{qin}, яка не порушує загальнiсть мiркувань. Розглянемо множину

виду

C[Q∗
s;Vn] = {x ∈ [0; 1] : x = ∆Q∗

s
α1α2...αn..., αn ∈ Vn ≡ {0, 1, ..., s− 2} ∀n ∈ N}.

Множину C[Q∗
s;Vn] можна подати у виглядi:

C[Q∗
s;Vn] = [0; 1] \

∞∪
m=1

(
∪

c1∈V1

...
∪

cm∈Vm

∆
Q∗

s

c1c2...cm[s−1]).

Тодi за адитивною властивiстю мiри Лебега

λ(C[Q∗
s;Vn]) = 1−

∞∑
m=1

(
m−1∏
i=1

qciiq[s−1]m) = 0.
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Оскiльки мiра Лебега "наймасивнiшої"множини рiвна нулю, то зрозумiло, що мiра Ле-
бега множини значень для будь-якого a, такого що на нескiнченнiй кiлькостi мiсць
an ∈ {1, 2, ..., s− 2}, рiвна нулю.

Зауваження 2. Якщо s = 2, то Efa = [0; 1].

Нагадаємо, що множиною рiвня y0 функцiї називається множина

f−1
a (y0) = {x ∈ [0; 1] : fa(x) = y0}.

Приклад 1. Нехай a = ∆5
(314). Тодi множина рiвня y0 = ∆

Q∗
5

4(0) є порожньою; множина

рiвня y0 = ∆
Q∗

5

(0) мiстить лише одну точку f−1
a (∆

Q∗
5

(0)) = {a = ∆
Q∗

5

(314)}; множина рiвня

y0 = ∆
Q∗

5

110...110︸ ︷︷ ︸
3n

(0)
мiстить 4n точок; множина рiвня y0 = ∆

Q∗
5

(110) є континуальною.

Теорема 4. Нехай s > 2. Множина f−1
a рiвня y0 = ∆

Q∗
s

b1b2...bn...
функцiї fa, породженої

параметром a = ∆s
a1a2...an...

, є

1) порожньою множиною, якщо bn = s− 1, an ∈ {1, 2, ..., s− 2};

2) скiнченною множиною, якщо лише для скiнченної кiлькостi n має мiсце{
an + bn ∈ A,

an − bn ∈ A;
або bn = 0 ∀n ∈ N,

3) континуальною множиною, якщо для нескiнченної кiлькостi n має мiсце
bn ̸= 0,

an + bn ∈ A,

an − bn ∈ A.

Доведення. Нехай задано число a = ∆s
a1a2...an...

i функцiя fa, ним породжена. Розгля-
дається y0 = ∆

Q∗
s

b1b2...bn...
. Тодi множиною рiвня y0 є коренi рiвняння fa(∆

Q∗
s

α1(x)...αn(x)...
) =

∆
Q∗

s
b1...bn...

. Згiдно з означення функцiї маємо систему рiвнянь
|a1 − α1| = b1,

. . . . . . . . . . . . ,

|an − αn| = bn,

. . . . . . . . . . . .

(7)

Оскiльки bn ∈ A, то рiвняння виду |an − αn| = bn рiвносильне сукупностi рiвнянь
an − αn = bn i an − αn = −bn, тобто αn = an − bn або αn = an + bn. При цьому, якщо
an − bn i an + bn належить до A одночасно, то рiвняння |an − αn| = bn має не бiльше
двох розв’язкiв, якщо ж це виконується для нескiнченної кiлькостi рiвнянь системи (7)
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i bn ̸= 0 нескiнченну кiлькiсть раз (в цьому випадку рiвняння |an − αn| = bn має два
розв’язки), то вона має континуальну множину розв’язкiв.

Якщо лише одне iз значень αn = an − bn або αn = an + bn належить до A або bn = 0

∀n ∈ N , то дане рiвняння має лише один розв’язок. При цьому, якщо лише скiнченна
кiлькiсть рiвнянь має два розв’язки, а усi решта — один, то система (7) має скiнченну
кiлькiсть розв’язкiв. Якщо для рiвняння |an − αn| = bn, bn = s − 1, а an ̸= s − 1 або
an ̸= 0, то дане рiвняння не має розв’язкiв, а тому i система (7) їх також не має.

Кiлькiсть розв’язкiв системи (7) вiдповiдає кiлькостi прообразiв рiвня y0, що й до-
водить теорему.

4 Деякi частковi випадки

Нехай Q∗
s-зображення є Q3-зображенням з параметрами (q0, q1, q2).

Приклад 1. Якщо an = 1 для будь-якого n ∈ N , то:
1) множиною значень функцiї є самоподiбна множина канторiвського типу C[Q3, {0, 1}]
з фрактальною розмiрнiстю, що є розв’язком рiвняння qx0 + qx1 = 1;
2) множиною рiвня y0 = ∆Q3

(1) є самоподiбна множина канторiвського типу C[Q3, {0, 2}],
фрактальна розмiрнiсть якої є розв’язком рiвняння qx0 + qx2 = 1.

Зауважимо, що для цього випадку легко виписати фрактальнi властивостi всiх рiвнiв
функцiї.
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In the paper we study one class F of multiparameter functions defined in terms of a polybasic
s-adic Q∗

s-representation of numbers by the equality

fa(x = ∆
Q∗

s
α1α2...αn...) = ∆

Q∗
s

|a1−α1||a2−α2|...|an−αn|...,

where (an) is a sequence of digits for s-adic representation of the parameter a ∈ [0; 1],

∆
Q∗

s
α1α2...αn... = βα11 +

∞∑
n=2

(βαnn

n−1∏
j=1

qαjj)

is Q∗
s-representation of real numbers generated by the positive stochastic matrix ||qij ||, βαnn =

αn−1∑
i=0

qin. For a fixed Q∗
s-representation of numbers the function fa is defined by the parameter

a, make the class of functions fa continuum. In this paper we investigate the continuity of the
function fa on the sets of Q∗

s-binary and Q∗
s-unary numbers. We prove that the functions in this

class are continuous on the set of numbers with a unique Q∗
s-representation, furthermore we

show that all functions, except f0 and f1 have a countable set of discontinuities at Q∗
s-binary

points. We provide a classification of the topological types of the value sets of the function fa
depending on the parameter a, we prove that if the value set is of the Cantor type then it is
zero-dimensional. These properties reveal the fractal nature of the functions in the class F . We
describe the structural properties of the level sets of the function in terms of the digits of the
s-adic representation of the parameter a. In particular we establish that the level set of the
function fa can be an empty set, a finite set, or a continuum. For certain values of s we provide
examples of fractal level sets and calculate its fractal dimensions.


