
Bukovinian Math. Journal. 2024, 12, 2, 80–88 Буковинський матем. журнал 2024, Т.12, №2, 80–88
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НЕГА-QS-ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ I ЙОМУ ВIДПОВIДНI ХВОСТОВI

МНОЖИНИ

В роботi обгрунтовується, що нега -Qs-зображення є перекодуванням Qs-зображення,
воно породжує iдентичну метричну теорiю. Доведено, що группа перетворень одиничного
вiдрiзку, якi зберiгають хвости нега-Qs-зображення чисел є нескiнченною групою, яка
мiстить пiдгрупу зростаючих функцiй.

Ключовi слова i фрази: s-кове зображення чисел, нега-Qs-зображення чисел, цилiндр,
хвостовi множини, неперервнi перетворення, оператори зсуву цифр.
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Вступ

Сьогоднi людство оперує рiзними числовими системами (системами чисел, якi утво-
рюють певнi алгебраїчнi структури i мають деяку ступiнь автономностi). Це системи
натуральних, цiлих, рацiональних, дiйсних, комплексних, гiперкомплексних чисел то-
що. Представник тiєї чи iншої числової системи має свiй змiст i форму iснування, якi
йому надає система числення. Числовi системи та системи числення обслуговують по-
треби обчислювальної математики та обчислювальної технiки, сучасних IКТ, є засобом
кодування iнформацiї.

Системою числення називається сукупнiсть засобiв для: представлення (математи-
чного вираження); зображення (кодування, скороченого, формального запису); найме-
нування дiйсних чисел; їх iдентифiкацiї та порiвняння; а також побудови арифметики.
Ця сукупнiсть включає: 1) модель дiйсного числа у формi математичного виразу (ряду,
нескiнченного добутку, ланцюгового дробу тощо); 2) алфавiт — набiр цифр (символiв,
знакiв) для формального (скороченого) запису представлення числа математичним ви-
разом, якi вiдiграють роль чисел або iндексiв. Iснуючi системи числення (а їх бага-
то [1, 3, 8, 9]) можна певним чином класифiкувати. Один з класiв утворює системи,
що мають основи одну або бiльше. Найпростiшою у ньому є класична s-кова система (
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1 < s ∈ N) числення, зокрема двiйкова. Ця система має багато рiзних узагальнень та
аналогiв i ряд рiзнопанових застосувань у теорiї чисел, теорiї функцiй, теорiї фракталiв.

Дана робота присвячена зображенню чисел у системi числення з основою (-s), яка на-
зивається нега-s-ковою, а також її узагальненню нега-Qs-зображенню. В роботi доводи-
ться, що нега-Qs-зображення є простим перекодуванням Qs-зображення (у полiосновнiй
системi з s додатними основами). Враховуючи, що нега-Qs-зображення не є топологi-
чно еквiвалентним Qs-зображенню, i те, що нега-s-ковi зображення кiлька разiв вико-
ристовувались для конструювання неперервних локально складних функцiй [1, 4, 5],
вважаємо за доцiльне розвиток теорiї нега-Qs-зображення чисел.

1 Нега-s-кове зображення чисел як перекодування s-кового

Нехай 1 < s — фiксоване натуральне число, As ≡ {0, 1, . . . , s− 1} — алфавiт s-кової
системи числення, Ls ≡ As × As × · · · × As × · · · — простiр послiдовностей елементiв
алфавiту As.

Нагадаємо [8], що змiст s-кового зображення ∆s
α1α2...αn... числа x ∈ [0; 1], де (αn) ∈ Ls,

розкриває рiвнiсть

x =
α1

s
+

α2

s2
+ · · ·+ αn

sn
+ · · · ≡ ∆s

α1α2...αn.... (1)

Тут представленням числа x є ряд (1), при цьому послiдовнiсть sn = s̄n є базисною,
а цифри αn вiдiграють роль чисел у поданнi числа i символiв у його зображеннi.

Теорема 1. [1] Для будь-якого x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (τn) ∈ Ls така, що

x =
s

s+ 1
+

∞∑
n=1

τn
(−s)n

≡ ∆−s
τ1τ2...τn...

= (2)

= 1− γ1
s

+
γ2
s2

− γ3
s3

+ · · · = 1 +
∞∑
n=1

γn
(−s)n

, (3)

де γn = τn + 1.

Означення 1. Розклад x у ряд (2) називається його нега-s-ковим представленням, а
його формальний запис ∆−s

τ1τ2...τn...
— нега-s-ковим зображенням. При цьому τn називає-

ться n-ою цифрою даного зображення.

Зауваження 1. Хiд доведення теореми 1 [8] вказує на зв’язок s-кового та нега-s-кового
зображень одного i того ж числа, а саме: цифри τn нега-s-кового зображення ∆−s

τ1τ2...τn...

числа x = ∆s
α1α2...αn... обчислюються за формулою:

τn =

{
s− 1− αn, якщо n непарне,

αn, якщо n парне.
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Якщо ж вiдоме нега-s-кове зображення числа x = ∆s
τ1τ2...τn...

, то цифри його s-кового
зображення можна отримати за формулами:

αn =

{
s− 1− τn, якщо n непарне,

τn, якщо n парне.

Отже, ∆s
α1α2α3α4α5α6...α2nα2n+1...

= ∆−s
[s−1−α1]α2[s−1−α3]α4[s−1−α5]α6...α2n[s−1−α2n+1]...

.

Це дає пiдставу стверджувати, що нега-s-кове зображення по своїй сутi є лише пе-
рекодуванням s-кового зображення числа x. Для бiльш повного обґрунтування такого
висновку проведемо аналiз його тополого-метричних властивостей.

2 Геометрiя нега-s-кового зображеня

Суть геометрiї зображення чисел в значнiй мiрi розкривають властивостi цилiндри-
чних та хвостових множин. Нагадаємо, що цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm для
s-кового та нега-s-кового зображень вiдповiдно називаються множини[8]

∆s
c1c2...cm

≡ {x : αi(x) = ci, i = 1, . . . ,m}, ∆−s
c1c2...cm

≡ {x : τi(x) = ci, i = 1, . . . ,m}.
1. Цилiндр для кожного з зображень є вiдрiзком, причому
1.1. ∆s

c1...cm
= [a; b], де a =

∑m
i=1

ci
si

, b = a+ 1
sm

;
1.2. ∆−s

c1...cm
= [A−B;A+ C], де A = s

s+1
+
∑m

i=1
ci

(−s)i
,

B =

{
1

sm(s+1)
, якщо m непарне,

1
sm−1(s+1)

, якщо m парне;
C =

{
1

sm−1(s+1)
, якщо m непарне,

1
sm(s+1)

, якщо m парне.

2. |∆s
c1c2...cm

| = 1
sm

= |∆−s
c1c2...cm

|.

3.
|∆s

c1c2...cmi|
|∆s

c1c2...cm
| =

1
s
=

|∆−s
c1c2...cmi|

|∆−s
c1c2...cm

| .

4. x = ∆s
α1α2...αm... =

∩∞
m=1∆

s
α1α2...αm

; x = ∆−s
τ1τ2...τm... =

∩∞
m=1∆

−s
τ1τ2...τm

.
Властивiсть 3 цилiндрiв s-кового та нега-s-кового зображень називається основним

метричним вiдношенням, оскiльки вiдiграє важливу (ключову) роль у вiдповiднiй ме-
тричнiй теорiї. Його вираз є свiдченням близькостi (i навiть "iдентичностi") вiдповiдних
метричних теорiй.

Зауваження 2. Враховуючи зазначене, приходимо до висновку, що розв’язки топо-
логiчних i метричних задач для нега-s-кового зображення, аналогiчних задачам для
s-кового зображення, можна отримати з вiдомих результатiв для останнього перефор-
мулюванням у новiй системi кодування з урахуванням вказаних зв’язкiв.

3 Нега-Qs-зображення чисел

Нагадаємо [1] суть полiосновного Qs-зображення чисел з [0; 1]. Нехай Qs ≡ (q0, ..., qs−1)

– заданий ймовiрнiсний вектор з додатними координатами, тобто q0+q1+ · · ·+qs−1 = 1;

β0 = 0, βi+1 = βi + qi = q0 + q1 + · · ·+ qi, i = 0, 1, . . . , s− 1.
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Теорема 2. [2] Для будь-якого x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (an) ∈ Ls така, що

x = βα1(x) +
∞∑
k=2

βαk(x)

k−1∏
j=1

qαj(x) ≡ ∆Qs
α1α2...αn... (4)

Скорочений запис ∆Qs
α1α2...αn... ряду (4) i його суми x називають Qs-зображенням чи-

сла x, при цьому αn = αn(x) вiдповiдно n-ою цифрою цього зображення. Подамо ряд
(4) у виглядi:

x = βα1 + βα2qα1 + βα3qα1qα2 + · · ·+ βαk

k−1∏
j=1

qaj + · · · =

= (βα1+1 − qα1) + βα2qα1 + (βα3+1 − qα3)qα1qα2 + βα4qα1qα2qα3 + · · ·+

+(βα2k−1+1 − qα2k−1
)
2k−2∏
j=1

qαj(x) + βα2k

2k−1∏
j=1

qαj(x) + · · · =

= βα1+1 − β′
α2
qα1 + βα3+1qα1qα2 + · · ·+ βα2k−1+1

2k−2∏
j=1

qαj
− β′

α2k

2k−1∏
j=1

qαj
+ · · · =

= β′
α1

+
∞∑
k=2

(−1)k−1(β′
αk
(x)

k−1∏
j=1

qαj(x)) ≡ ∆−Qs
α1α2...αn..., (5)

де β′
αn

=

{
βαn+1, якщо n - непарне,

1− βαn , якщо n - парне.
Таке представлення числа x називатимемо негa-Qs-представленням, а вiдповiдний

скорочений запис ∆−Qs
α1α2...αn... його негa-Qs-зображенням. Таким чином, нами доведено

наступне твердження.

Лема 1. Для числа x = ∆Qs
α1α2...αn... має мiсце рiвнiсть (5).

Отримане перекодування можна здобути iншим шляхом. Наведемо його.

x = βα1 + βα2qα1 + βα3qα1qα2 + βα4qα1qα2qα3 + · · ·+ βαn

n−1∏
j=1

qαj
+ · · · =

= 1− 1 + βα1 + (βα2+1 − qα1)qα1 + βα3qα1qα2 + (βα4+1 − qα4)qα1qα2qα3 + · · ·+

+(βαn+1 − qαn)
n−1∏
j=1

qαj
+ βαn+1

n∏
j=1

qαj
+ · · · =

= 1− (1− βα1) + βα2qα1 − (1− βα3)qα1qα2 + βα4qα1qα2qα3 − · · ·+

+βα2n

2n−1∏
j=1

qαj
− (1− βα2n+1)

2n∏
j=1

qαj
+ . . . =
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= 1− γ1 + γ2qα1 − γ3qα1qα2 + · · ·+ γ2n

2n−1∏
j=1

qαj
− γ2n+1

2n∏
j=1

qαj
+ . . . ,

де γn визначаються так:

γn =

{
1− βαn , якщо n непарне;

βαn+1, якщо n парне.

Тобто для числа x, що має Qs-представлення (4), має мiсце рiвнiсть:

x = 1− γ1 +
∞∑
k=2

(−1)kγk

k−1∏
j=1

qαj
.

Якщо цифри у нега-Qs-зображеннi числа утворюють перiод, то вони записуються
у круглих дужках. Злiченна множина чисел має два нега-Qs–зображення. Це числа
виду: ∆−Qs

α1α2...αk−1αk(0[s−1]) = ∆−Qs

α1α2...αk−1[αk+1]([s−1]0). Детальнiше уявлення про те, числа
якого виду можуть давати два зображення, дає наступний роздiл.

4 Геометрiя нега-Qs-зображеня

Означення 2. Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm, називається множина ∆−Qs
c1c2...cm

,
що складається з усiх чисел x ∈ [0; 1], що мають нега-Qs-зображення, у якого першi m
символiв рiвнi c1, c2, . . . , cm вiдповiдно.

Далi наведено деякi властивостi цилiндрiв нега-Qs-зображення та висвiтлимо їх зв’я-
зок з цилiндрами Qs-зображення.

1.Для кожного з зображень цилiндр є вiдрiзком, причому:
1.1. ∆Qs

c1...cm
= [a; b], де a =

∑m
i=1 βci

∏i−1
k=1 qci , b = a+

∏m
i=1 qci ;

1.2. ∆−Qs
c1...cm

= [A;B], де

A =

{
= β′

c1
+
∑m

k=2(−1)k−1(β′
ck
(
∏k−1

j=1 qcj), якщо m непарне,

= β′
c1
+
∑m

k=2(−1)k−1(β′
ck
(
∏k−1

j=1 qcj) +
∏m

i=1 qci , якщо m парне;

B =

{
= β′

c1
+
∑m

k=2(−1)k−1(β′
ck
(
∏k−1

j=1 qcj) +
∏m

i=1 qci , якщо m непарне,

= β′
c1
+
∑m

k=2(−1)k−1(β′
ck
(
∏k−1

j=1 qcj), якщо m парне;

2. ∆−Qs
c1c2...ck

=
∪

t∈As
∆−Qs

c1c2...ckt
; [0, 1] =

∪s−1
i1=0

∪s−1
i2=0 · · ·

∪s−1
in=0∆

−Qs

i1i2...in
;

3.
∩∞

k=1∆
−Qs
c1c2...ck

= x ≡ ∆−Qs
c1c2...ck...

для (ck) ∈ L;
4. max∆−Qs

c1c2...c2k−1i
= min∆−Qs

c1c2...c2k−1[i−1]; max∆−Qs

c1c2...c2k[i]
= min∆−Qs

c1c2...c2k[i+1];

5. |∆−Qs
c1c2...ck

| =
∏k

i=1 qci = |∆Qs
c1c2...ck

|.
Таким чином, числа можуть мати два зображення, тодi i лише тодi, коли вони є

спiльним кiнцем двох цилiндрiв.
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5 Хвостовi множини

Кажуть [1], що нега-Qs-зображення чисел x = ∆−Qs
α1α2···αn··· та y = ∆−Qs

β1β2···βn··· мають
однаковi хвости, якщо iснують деякi натуральнi числа k та m такi, що αk+j = βm+j для
будь-яких j ∈ N. Це символiчно записується x ∼ y.

Означення 3. Множину всiх чисел, що мають однаковий хвiст називають хвостовою
множиною.

Зауважимо, що числа, якi мають два нега-Qs- зображення належать однiй хвостовiй
множинi. Легко бачити, що кожна хвостова множина є злiченною i всюди щiльною на
вiдрiзку [0; 1].

Зауваження 3. Вiдношення ∼ мати однаковий хвiст є бiнарним вiдношенням еквiва-
лентностi.

Лема 2. Фактор-множина G ≡ Ls/ ∼ є континуальною.

Доведення. Припустимо, що G є злiченною множиною. Тодi простiр Ls послiдовностей
елементiв алфавiту є злiченним об’єднанням злiченних множин, тобто злiченною мно-
жиною. Але простiр Ls є континуальною множиною, що суперечить нашому припущен-
ню, про злiченнiсть G.

Нам невiдомi змiстовнi метризацiї множини G, а вони могли б суттєво збагатити
метричну теорiю нега-Qs-зображення чисел i розширити застосування у фрактальному
аналiзi.

6 Спецiальнi функцiї нега-Qs-зображення

Казатимемо, що функцiя f : [0; 1] → [0; 1] зберiгає хвости нега-Qs-зображення чисел,
якщо для будь-якого x ∈ [0; 1] виконується x ∼ f(x).

Оператор лiвостороннього зсуву цифр нега-Qs-зображення чисел, який означується
рiвнiстю:

η(∆−Qs
α1α2...αn...) = ∆−Qs

α2α3...αn...,

є кусково-лiнiйною функцiєю, а саме: η(x) = −1
qα1

x+
1−β′

α1

qα1
. Оскiльки η(∆−Qs

i(0[s−1])) = ∆−Qs

0[s−1]

i не дорiвнює η(∆−Qs

[i+1]([s−1]0)) = ∆−Qs

[s−1]0, то оператор є коректно означеною функцiєю лише
пiсля домовленостi використовувати одне з двох зображень, нехай те, що мiстить перiод
(0[s− 1]).

Означення 4. n-кратним оператором лiвостороннього зсуву нега-Qs-зображення чи-
сел, де n ∈ N, називається оператор

ηn(∆−Qs
α1α2...αn...) = η(ηn−1(∆−Qs

α1α2...αn...)) = ∆−Qs
αn+1αn+2...

=

(−1)n

qα1qα2 . . . qαn

x+
β′
αn

qαn

−
β′
αn−1

qαnqαn−1

+ · · ·+
(−1)nβ′

α1

qαnqαn−1 . . . qα1

.
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Динамiка у просторi [0;1], породжена вiдображенням η(x), є непростою, хоча трає-
кторiї точок не виходять за межi хвостових множин, якi вони представляють.

Означення 5. Оператором правостороннього зсуву нега-Qs-зображення чисел з пара-
метром i, i ∈ As називається вiдображення(функцiя):

ωi(x = ∆−Qs
α1α2...αn...) = ∆−Qs

iα1α2...αn...
= −qix+ β′

i.

Означення 6. Оператором правостороннього зсуву нега-Qs-зображення чисел з набо-
ром параметрiв (i1, . . . , in) ∈ An

s , n ∈ N називається функцiя

ωi1i2...in(∆
−Qs
α1α2...αn...) = ωi1(ωi2...in(∆

−Qs
α1α2...αn...)) = ∆−Qs

i1i2...inα1α2...αn...
=

= (−1)nx
n∏

j=1

qij +
n∑

j=1

(−1)j−1βij

j−1∏
k=1

qik .

Зауважимо, що всi оператори зсуву цифр є функцiями, що зберiгають хвости нега-
Qs-зображення чисел. Можна побачити, що n-кратний оператор лiвостороннього зсуву
буде зростачою функцiєю на кожному цилiндрi n-рангу, якщо n – парне, i спадною, якщо
n – непарне. Аналогiчний зв’язок можна побачити i у оператора правостороннього зсуву
в залежностi вiд кiлькостi параметрiв, для парної кiлькостi параметрiв, оператор буде
зростаючою фунцiєю, для непарної кiлькостi – спадною.

Нагадаємо, що перетворенням множини називається бiєктивне (одночасно iн’єктив-
не та сюр’єктивне) вiдображення цiєї множини на себе. Неперервне перетворенння вiд-
рiзка [0;1] є зростаючою або спадною неперервною функцiєю такою, що f(0) = 0; f(1) =

1 або f(0) = 1; f(1) = 0. Прикладами перетворень, що зберiгають хвости нега-Qs-
зображення чисел, є наступнi функцiї: f(x) = x;

f2k−1(x) =


ω0(x), коли 0 ≤ x ≤ ∆−Qs

(0[s−1]0[s−1]...0[s−1]0︸ ︷︷ ︸
2k−1

0),

η2k−1(x), коли ∆−Qs

(0[s−1]0[s−1]...0[s−1]0︸ ︷︷ ︸
2k−1

0) ≤ x ≤ 1;

f[s−1]0(x) =


ω[s−1]0(x), коли 0 ≤ x ≤ ∆−Qs

(0[s−1]0[s−1]...0[s−1]︸ ︷︷ ︸
2k

[s−1]0),

η2k(x), коли ∆−Qs

(0[s−1]0[s−1]...0[s−1]︸ ︷︷ ︸
2k

[s−1]0) ≤ x ≤ 1.

Очевидно, що таких перетворень iснує нескiнченна кiлькiсть, бо k ∈ N.

Теорема 3. Множина H всiх неперервних перетворень вiдрiзка [0; 1], що зберiгають
хвости нега-Qs-зображення чисел, вiдносно операцiї "композицiя перетворень"утворює
нескiнченну некомутативну групу, яка має пiдгрупу зростаючих перетворень.

Основнi моменти доведення теореми аналогiчнi схемi, яка використовувалась в робо-
тах [6, 7]. Тому ми обмежились лише конструктивним доведенням нескiнченностi групи.
Цiваво було б вивчити структуру групи H, сiм’ю пiдгруп та iнварiантiв.
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Надiйшло 01.12.2024

Yelahin V.O. Nega-Qs-representation of numbers and its corresponding tail sets, Bukovinian
Math. Journal. 12, 2 (2024), 80–88.

The article demonstrates that the nega-Qs-representation serves as a re-encoding of the
traditional Qs-representation and, despite its altered structural framework, leads to the same
metric theory. This equivalence implies that while the representations may appear different in
their formal descriptions, they fundamentally capture the same mathematical relationships and
properties of the system they describe. Moreover, the study explores the group of transformati-
ons acting on the [0,1] interval that preserve the tails of the nega-Qs-representation. This
group, intriguingly, is shown to be infinite, highlighting the extensive symmetry underlying
this representation. Within this infinite group, there exists a particularly interesting subset:
a subgroup composed of increasing functions. These increasing functions retain the order of
points within the interval, suggesting a natural compatibility with the nega-Qs-representation’s
structure and preserving its essential features. This finding is significant because it not only
confirms the mathematical equivalence of the Qs- and nega-Qs-representations but also reveals
the rich algebraic structure associated with transformations that maintain the core properti-
es of the nega-Qsrepresentation. By identifying this infinite group and its increasing function
subgroup, the article deepens our understanding of how such representations interact with
transformations and sheds light on the broader implications for metric theory and number
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representation systems. The study invites further exploration into the properties of these
transformations, particularly how they might be exploited in applications where alternative
number representations or encoding schemes are utilized. Additionally, the identification of
increasing functions within this group suggests potential connections to dynamical systems
and mathematical models where order preservation is crucial.


