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АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА МОДУЛЯ ПЕРЕТВОРЕННЯ

ФУР’Є-СТIЛЬТЬЄСА ОДНОГО КЛАСУ УЗАГАЛЬНЕНИХ ЗГОРТОК

БЕРНУЛЛI

Дослiджуються асимптотичнi властивостi перетворення Фур’є-Стiлтьєса одного класу
узагальнених згорток Бернуллi. Акцент здiйснюється на знаходження необхiдних та до-
статнiх умов рiвностi нулю, одиницi значення верхньої границi L на нескiнченностi модуля
вiдповiдного перетворення Фур’є-Стiлтьєса. Обчислено значення величини L при певних
умовах, накладених на елементи вiдповiдної згортки.
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Вступ

Алгебраїчне число λ > 1 називається числом Пiзо (Пiзо-Вiджаярагхавана), якщо
його мiнiмальний многочлен

f(x;λ) = xr + ar−1x
r−1 + ...+ a1x+ a0 (ak ∈ Z ∀k ∈ {0; ...; r − 1}) (1)

має нулi λ, λ1, ..., λr−1, причому |λj| < 1 для кожного j ∈ {1; ...; r − 1}. Нехай ||t|| —
вiдстань вiд t до найближчого цiлого числа. Для алгебраїчного числа x степеня n пiд
Q(x) будемо розумiти поле чисел виду a0 + a1x + ... + an−1x

n−1, де a0, a1, ..., an−1 ∈ Q,
з вiдповiдними арифметичними операцiями. В роботах [13, 16] була доведена наступна
теорема.

Теорема 1. Нехай дiйснi числа α1 ̸= 0 ̸= α2, β1, β2 > 1, причому β2 — алгебраїчне
число. Умови

+∞∑
n=1

sin2(πα1β
n
1 ) < +∞, lim

n→+∞
||α2β

n
2 || = 0,

виконуються тодi i тiльки тодi, коли β1, β2 — числа Пiзо та α1 ∈ Q(β1), α2 ∈ Q(β2).
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НехайM(·) — математичне сподiвання. Для характеристичної функцiї fτ (t) =M(eitτ )

випадкової величини τ розглянемо значення

Lτ = lim
|t|→+∞

|fτ (t)|.

Добре вiдомо [7], що для довiльного дискретного розподiлу τ вiдповiдно Lτ = 1.
Якщо розподiл τ абсолютно неперервний, то Lτ = 0. Для сингулярного розподiлу τ , як
вiдомо [14], величина Lτ може набувати довiльного значення з вiдрiзку [0; 1].

Нехай η ∈ (1;+∞), m ∈ N , m > 1, (ψk) — послiдовнiсть незалежних дискретно
розподiлених випадкових величин, якi набувають значень 0, 1,...,m−1 з ймовiрностями
p0k, p1k, ..., p(m−1)k вiдповiдно. Розглянемо випадкову величину

ψ =
∞∑
k=1

ψkη
−k.

Якщо m = 2, то ймовiрнiсна мiра Pψ(·) є нескiнченною згорткою Бернуллi, яка була
предметом багатьох дослiджень [12, 15]. За теоремою Джессена-Вiнтнера [10] та теоре-
мою Левi [11] ψ має чисто неперервний розподiл. Як вiдомо [12], випадкова величина
ψ має сингулярний розподiл канторiвського типу при η > 2. Нехай S∗ та A∗ — це мно-
жини чисел η ∈ (1; 2), для яких розподiл ψ сингулярний та абсолютно неперервний
вiдповiдно. Вiдомо [12], що множина A∗ має повну мiру Лебега. Найбiльш повно A∗

була описана в роботi [9]. Як було показано в [8], числа Пiзо iнтервалу (1; 2) належать
множинi S∗, причому Lψ > 0 лише тодi, коли η — числа Пiзо з множини (1;+∞) \ {2}.
Iншi приклади чисел з S∗, крiм вказаних, на даний час не вiдомi.

В роботi [5] для випадку η ∈ N були знайденi достатнi умови того, що Lψ > 0 та
було проаналiзовано питання розкладу Fψ(x) у виглядi згортки двох функцiй розподiлу,
одна з яких є абсолютно неперервною. В роботах [1, 2] та [6] були знайденi необхiднi та
достатнi умови того, що Lψ = 0 для випадкiв η = m = 2, η = m = 3 та η = 2,m = 3

вiдповiдно. В [3] були знайденi необхiднi та достатнi умови того, що Lψ = 0 для випадку
η = m ∈ N . Для випадку η ∈ N в статтi [4] було обраховано величину Lψ та були
знайденi необхiднi i достатнi умови того, що Lψ = 0 для достатньо широких умов,
накладених на матрицю ||pjn||.

В данiй роботi розглянуто випадок, коли η є iррацiональним число Пiзо. Знайденi
необхiднi та достатнi умови того, що Lψ = 0 (для достатньо широких умов накладених
на матрицю ||pjn||), Lψ = 1 (в загальному випадку). Обраховано значення Lψ при певних
обмеженнях, накладених на матрицю ||pjn||.

1 Необхiднi та достатнi умови того, що Lψ ∈ {0; 1}.

Для iррацiонального числа Пiзо λ з мiнiмальним многочленом (1) позначимо

∆k = λk + λk1 + ...+ λkr−1, ∆∗
k = λk1 + ...+ λkr−1

та розглянемо множину Rλ[a; b] чисел t ∈ [a; b] таких, що
+∞∑
n=1

sin2(πtλn) < +∞. (2)
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Лема 1. Для кожного промiжку [a; b] множина Rλ[a; b] є зчисленною всюди щiльною в
[a; b].

Доведення. Враховуючи теорему 1, маємо Rλ[a; b] ∈ Q(λ) ∩ [a; b], звiдки Rλ[a; b] є не
бiльш нiж зчисленною. Розглянемо множину

Cλ =

{
br−1λ

r−1 + br−2λ
r−2 + ...+ b1λ+ b0
λw

∣∣∣∣b0, b1, ..., br−1 ∈ Z,w ∈ Z+

}
та покажемо, що Cλ ⊆ Rλ(−∞; +∞). Вiдомо [13], що ∆k ∈ Z для кожного k ∈ N . Таким
чином, для числа z ∈ Cλ маємо

+∞∑
n=w+1

sin2(πzλn) =
+∞∑
n=1

sin2

(
πλn

r−1∑
j=0

bjλ
j

)
=

=
+∞∑
n=1

sin2

(
π

r−1∑
j=0

bj∆n+j − π

r−1∑
j=0

bj∆
∗
n+j

)
=

+∞∑
n=1

sin2

(
π

r−1∑
j=0

bj∆
∗
n+j

)
< +∞,

адже
+∞∑
n=1

r−1∑
j=0

|bj|
(
|λ1|n+j + ...+ |λr−1|n+j

)
< +∞.

Оскiльки для фiксованих цiлих чисел c2, c3, ..., cr−1 множина

{cr−1λ
r−1 + cr−2λ

r−2 + ...+ c2λ
2 + uλ+ v|u, v ∈ Z},

за теоремою Кронекера, всюду щiльна на R, то множина Rλ[a; b] є зчисленною та всюду
щiльною в [a; b].

Лема 2. Якщо λ =
√
5+1
2

, t1 = 1
5
, t2 = λ+2

5
, то виконуються умови: t1 /∈ Rλ(−∞; +∞),

t2 ∈ Rλ(−∞; +∞), t2 /∈ Cλ.

Доведення. Нехай (Tk) — класична послiдовнiсть Люка, тобто T0 = 2, T1 = 1, Tn+1 =

Tn + Tn−1 для кожного натурального n. Оскiльки послiдовнiсть остач членiв (Tk) при
дiленнi на 5 утворює перiод (2; 1; 3; 4), то маємо

||t1λn|| =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣Tn5 − 1

5

(
1−

√
5

2

)n∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ > 1

6

для достатньо великих n, а тому t1 /∈ Rλ(−∞; +∞).
Легко бачити, що для кожного натурального k число Tk+1+2Tk

5
є натуральним, тому

sin2(πt2λ
n) = sin2

π(Tn+1 + 2Tn)

5
− π

(
1−

√
5

2

)n+1

− π

(
1−

√
5

2

)n
 =

= sin2

π(1−
√
5

2

)n+1

+ π

(
1−

√
5

2

)n
 ,
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звiдки легко бачити, що t2 ∈ Rλ(−∞; +∞).
Нехай (An), (Bn) — послiдовностi цiлих чисел такi, що

λn = Anλ+Bn ∀n ∈ Z+.

Зрозумiло, що A0 = 0, B0 = 1, A1 = 1, B1 = 0. Оскiльки λ2 = λ + 1, то для кожного
n ∈ Z+ маємо An+1λ + Bn+1 = λn+1 = λ(Anλ + Bn) = (An + Bn)λ + An i вiдповiдно
An+1 = An +Bn, Bn+1 = An.

Легко бачити, що (An) — послiдовнiсть Фiбоначчi. Для кожного натурального n

маємо
t2λ

n =
(λ+ 2)(Anλ+ An−1)

5
=

1

5

(
λ2An + λAn−1 + 2λAn + 2An−1

)
=

=
1

5
(λ(3An + An−1) + An + 2An−1) .

Оскiльки послiдовнiсть остач членiв послiдовностi (Ak+1 + 2Ak) при дiленнi на 5

утворює перiод (3; 4; 2; 1), то t2 /∈ Cλ.

Для кожного натурального n та j ∈ {1, ...,m− 1} позначимо

Bjn =
∑

0≤i<k≤m−1
k−i=j

pinpkn, fn(x) = 1−
m−1∑
j=1

4Bjn sin
2 (xj)

gn−1(x) =
+∞∏
k=1

fn−1+k

(
x

ηk

)
. (3)

Лема 3. Виконується рiвнiсть

|fψ(t)|2 = g0(0, 5t).

Доведення. Враховуючи незалежнiсть випадкових величин ψn, маємо

fψ(t) = E(eitψ) =
+∞∏
n=1

E(eitψn).

Таким чином, маємо

∣∣E (eitψn)∣∣2 = (m−1∑
k=0

pkn cos

(
kt

ηn

))2

+

(
m−1∑
k=0

pkn sin

(
kt

ηn

))2

=

=
m−1∑
k=0

p2kn +
∑

0≤j<l≤m−1

2pjnpln

(
cos

(
jt

ηn

)
cos

(
lt

ηn

)
+ sin

(
jt

ηn

)
sin

(
lt

ηn

))
=

= 1−
∑

0≤j<l≤m−1

4pjnpln

(
sin2

(
(j − l)t

2ηn

))
= 1−

m−1∑
j=1

4Bjn sin
2

(
jt

2ηn

)
= fn

(
t

2ηn

)
.
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Вiрними [4] є наступнi леми.

Лема 4. Нехай (tk) — послiдовнiсть, що збiгається до деякого додатного числа t. Якщо
послiдовнiсть (gn(t)) є збiжною до 0, то i (gn(tn)) збiгається до 0, де gn(t) визначенi
рiвнiстю (3).

Лема 5. Нехай (tk) — послiдовнiсть, що збiгається до числа t > 0, (mk) — зростаюча
послiдовнiсть натуральних чисел, (gn(t)) — послiдовнiсть функцiй визначених рiвнiстю
(3). Послiдовнiсть (gmn(t)) збiгається до числа A > 0 тодi i тiльки тодi, коли (gmn(tn))

збiгається до числа A > 0.

Теорема 2. Нехай η = λ — iррацiональне число Пiзо та

lim
n→+∞

B1n > 0. (4)

Рiвнiсть Lψ = 0 виконується тодi i тiльки тодi, коли для кожного t ∈ Rλ[
1
λ2
; 1
λ
]

виконується умова
lim

n→+∞
|fψ(2πtλn)| = 0. (5)

Доведення. Якщо Lψ = 0, то для довiльного t ∈ Rλ[
1
λ2
; 1
λ
] умова (5) очевидно виконує-

ться. Нехай виконується умова (5). Припустимо, що Lψ > 0. Нехай (πtn) — зростаюча,
необмежена зверху послiдовнiсть дiйсних чисел така, що

lim
n→+∞

g0(πtn) = L2
ψ.

Зрозумiло, що

πtn
λ[logλ(tn)]+2

<
πtn

λlogλ(tn)+1
=
π

λ
,

πtn
λ[logλ(tn)]+2

≥ πtn
λlogλ(tn)+2

=
π

λ2
.

Оскiльки послiдовнiсть
(

πtn
λ[logλ(tn)]+2

)
обмежена, то з неї можна видiлити збiжну

пiдпослiдовнiсть, тобто iснує зростаюча, необмежена зверху послiдовнiсть додатних дiй-
сних чисел (t̃n) така, що

lim
n→+∞

|g0(πt̃n)| = L2
ψ, lim

n→+∞

t̃n

λ[logλ(t̃n)]+2
= γ ∈

[
1

λ2
;
1

λ

]
.

Отже, нехай

γ∗n =
t̃n

λ[logλ(t̃n)]+2
, hn = [logλ(t̃n)] + 2.

Зрозумiло, що iснує число A > 0 та NA ∈ N такi, що для кожного натурального
n > NA виконується умова B1n > 0, 25A. Розглянемо випадки.

1) Нехай γ /∈ Rλ[
1
λ2
; 1
λ
]. Зрозумiло, що ряд

∑+∞
n=1 sin

2(πγλn) є розбiжним, тому iснує
натуральне T таке, що

T∑
n=1

sin2(πγλn) > − ln(0, 08Lψ)
A

.
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Зрозумiло, що iснує натуральне N1 таке, що для кожного n > N1

sin2(πγ∗nλ
j) > sin2(πγλj) +

ln(0, 2)

T
∀j ∈ {1; 2; ...;T}.

Оскiльки 1− z ≤ e−z для кожного z ∈ R, то для кожного n > max(NA;N1) маємо

|fψ(2πtn)|2 ≤
T∏
j=1

fhn−j(πγ
∗
nλ

j) ≤
T∏
j=1

(1− Asin2(πγ∗nλ
j)) ≤

≤ e−
∑T
j=1 Asin

2(πγ∗nλ
j) ≤ e−ln(0,2)−

∑T
j=1 Asin

2(πγλj) ≤ eln(0,08Lψ)−ln(0,2) = 0, 4Lψ.

Маємо суперечнiсть з припущенням Lψ > 0.
2) Нехай γ ∈ Rλ[

1
λ2
; 1
λ
]. Зрозумiло, що ряд

∑+∞
n=1 sin

2(πγλn) є збiжним, а тому є
збiжним i ряд

∑+∞
n=1 ||πγλn||2.

Позначимо Hm = 2π2(12 + 22 + ... + (m − 1)2). Очевидно iснує натуральне число G
таке, що для кожного натурального l ≥ G виконується

∑+∞
n=l ||πγλn||2 <

1
2Hm

.

Зрозумiло, що для кожного натурального k та j ∈ {1; ...;m− 1}

Bjk ≤
∑

0≤j<l≤m−1

pjkplk =
1

4

(
2− 2

m−1∑
j=0

p2jk

)
<

1

2
.

Таким чином, для кожного натурального l та n ≥ G виконується нерiвнiсть

fl(πγλ
n) = 1−

m−1∑
j=1

4Bjl sin
2 (πγλnj) = 1−

m−1∑
j=1

4Bjl sin
2 (πj||γλn||) ≥

≥ 1− 2π2||γλn||2
m−1∑
j=1

j2 = 1−Hm||γλn||2.

Вiдомо, що для кожних z1, z2, ..., zs ∈ [0; 1]

s∏
j=1

(1− zj) ≥ 1−
s∑
j=1

zj. (6)

Маємо
n−G∏
j=1

fj(πγλ
n−j) ≥

n−G∏
j=1

(1−Hm||γλn−j||2) ≥ 1−Hm

n−G∑
j=1

||γλn−j||2 ≥ 1

2
,

звiдки враховуючи умову (5) при t = γ отримуємо

lim
n→+∞

gn−G(πγλ
G) = 0,

а тому, за лемою 4,
lim

n→+∞
ghn−G(πγ

∗
nλ

G) = 0.

Оскiльки для достатньо великих n величина g0(πtn) ≤ ghn−G(πγ
∗
nλ

G), то маємо супе-
речнiсть з припущенням Lψ > 0.
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Теорема 3. Нехай η = λ — iррацiональне числа Пiзо. Умова Lψ = 1 виконується тодi i
тiльки тодi, коли

lim
n→+∞

+∞∑
k=1

Wn+k

λ2k
=

1

λ2 − 1
, (7)

де Wn = p20n + p21n + ...+ p2(m−1)n для кожного натурального n.

Доведення. Якщо Lψ = 1, то iснує зростаюча необмежена зверху послiдовнiсть (tn)

така, що |fψ(tn)| → 1 (n → +∞). Нехай hn = [logλ(λ(m − 1)tn)], тодi (m−1)tn
λhn

∈ [ 1
λ
; 1].

Оскiльки sin(x) ≤ 2x
π

при x ∈ [0; π
2
], то для кожного j ∈ Z+

fhn+j

(
tn

λhn+j

)
≤ 1− 4

m−1∑
l=1

Bl(hn+j)

(
2ltn

πλhn+j

)2

≤

≤ 1−
(

2tn
πλhn+j

)2

4
m−1∑
l=1

Bl(hn+j) ≤ 1− 16

π2(m− 1)2

∑m−1
l=1 Bl(hn+j)

λ2(1+j)
.

Маємо

|fψ(tn)| ≤
+∞∏
j=0

fhn+j

(
tn

λhn+j

)
≤

≤
+∞∏
j=0

(
1− 16

π2(m− 1)2

∑m−1
l=1 Bl(hn+j)

λ2(1+j)

)
≤ e

∑+∞
j=0

(
− 16
π2(m−1)2

∑m−1
l=1

Bl(hn+j)

λ2(1+j)

)
,

звiдки
+∞∑
j=0

(
2
∑m−1

l=1 Bl(hn+j)

λ2(1+j)

)
→ 0 (n→ +∞).

Оскiльки 2
∑m−1

l=1 Bl(hn+j) = 1−Whn+j, то умова (7) виконується.
Нехай M — достатньо велике натуральне число та умова (7) виконується. Зрозумiло,

що iснує натуральне число kM таке, що

SM =
+∞∑
i=0

1

λ2i

∑
0≤j<l≤m−1

pj(kM+i)pl(kM+i) ≤
1

M
.

Нехай |λ1| ≥ |λ2| ≥ ... ≥ |λr−1|, BM = [logλ(
4
√
M)], AM = kM + BM . Зрозумiло, що

для кожного j ∈ {1; 2; ...; kM − 1}

fj(πλ
AM−j) ≥ 1−Hm||πλAM−j||2 = 1− π2Hm(∆

∗
AM−j)

2 ≥

≥ 1− π2Hm(
r−1∑
l=1

|λl|AM−j)2 ≥ 1− π2Hm(r − 1)2|λ1|2(AM−j).

Враховуючи (6) маємо

kM−1∏
j=1

fj(πλ
AM−j) ≥ 1− π2Hm(r − 1)2

kM−1∑
j=1

|λ1|2(AM−j) ≥
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≥ 1− π2Hm(r − 1)2
+∞∑

j=BM+1

|λ1|2j = 1− π2Hm(r − 1)2

1− |λ1|2
|λ1|2BM+2.

Оскiльки для кожних n ∈ N, r ∈ Z виконується нерiвнiсть

fn(πλ
r) ≥ 1− π2(m− 1)2λ2r

∑
0≤j<l≤m−1

pjnpln,

то маємо:

+∞∏
j=kM

fj(2πλ
AM−j) ≥ 1− π2(m− 1)2

+∞∑
r=kM

(
λ2(AM−r)

∑
0≤j<l≤m−1

pjrplr

)
=

= 1− π2(m− 1)2λ2BMSM ≥ 1− π2(m− 1)2λ2BM

M
≥ 1− π2(m− 1)2

λ2
√
M

.

Маємо:

|fψ(πλAM )|2 ≥
(
1− π2Hm(r − 1)2

1− |λ1|2
|λ1|2BM+2

)(
1− π2(m− 1)2

λ2
√
M

)
→ 1 (M → +∞).

2 Значення величини Lψ.

Теорема 4. Нехай iснують натуральнi числа T та S такi, що для кожного натурального
n ≥ S

pj(n+T ) = pjn ∀j ∈ {0, 1, ...,m− 1},

причому виконується умова (4). Тодi виконується рiвнiсть

L2
ψ = sup

t∈Rλ[ 1
λ2

; 1
λ
]

(
lim

n→+∞
g0(πtλ

n)

)
. (8)

Доведення. Якщо для кожного t ∈ Rλ[
1
λ2
; 1
λ
] виконується умова (5), то за теоремою 2

маємо Lψ = 0. Нехай для деякого t∗ ∈ Rλ[
1
λ2
; 1
λ
]

lim
n→+∞

|fψ(2πt∗λn)| > 0,

тодi зрозумiло, що Lψ > 0. Розглянемо випадки.
1) Нехай S = 1. По аналогiї з доведенням теореми 2 вводимо послiдовнiсть γ∗n i

переконуємось в тому, що для деякого γ ∈ Rλ[
1
λ2
; 1
λ
] виконується умова

lim
n→+∞

γ∗n = γ.

Зрозумiло, що для кожного t ∈ Rλ[
1
λ2
; 1
λ
]

L2
ψ ≥ lim

n→+∞
g0(πtλ

n). (9)
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Зрозумiло, що для заданого натурального M границя limn→+∞ λMTγ∗n = γλMT i
враховуючи лему 5, маємо

lim
n→+∞

ghn−MT (λ
MTπγ∗n) = lim

n→+∞
ghn−M(λMTπγ).

Оскiльки для достатньо великих натуральних n виконується нерiвнiсть

g0(πtn) ≤ ghn−MT (λ
MTπγ∗n),

то маємо
L2
ψ ≤ lim

n→+∞
ghn−MT (λ

MTπγ) ≤ g0(λ
(M−1)Tπγ).

Оскiльки остання нерiвнiсть виконується для довiльного натурального M , то маємо

L2
ψ ≤ lim

M→+∞
g0(λ

(M−1)Tπγ) ≤ lim
k→+∞

g0(λ
kπγ)

i враховуючи нерiвнiсть (9), отримаємо потрiбне.
2) Нехай S > 1. Легко бачити, що для кожного γ1 ∈ Rλ[

1
λ2
; 1
λ
] та l ∈ {1; 2; ...;S − 1}

виконується умова

fl(πγλ
n) = 1−

m−1∑
j=1

4Bjl sin
2 (πγ1λ

nj) = 1−
m−1∑
j=1

4Bjl sin
2 (πj||γ1λn||) → 1(n→ +∞),

звiдки
lim

M→+∞
g0(λ

Mπγ1) = lim
n→+∞

gS(λ
nπγ1),

що i вимагалось довести.

Твердження 1. Теорема 2 виражає необхiднi умови того, що розподiл ψ є абсолютно
неперервним. Предметом подальших дослiджень може бути дослiдження лебегiвської
структури розподiлу ψ, знаходження необхiдних та достатнiх умов того, що Lψ ∈ {0; 1}
для випадку, коли η не є числом Пiзо-Вiджаярагхавана.
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Надiйшло 22.11.2024

Makarchuk O.P. Asymptotic behavior of the Fourier-Stieltjes transform module of one class of
generalized Bernoulli convolutions, Bukovinian Math. Journal. 12, 2 (2024), 108–118.

The paper investigates the asymptotic properties of the Fourier-Stieltjes transform modulus
of a class of distributions of random series η, which is a generalization of classical symmetric
Bernoulli convolutions. The corresponding random series η are sums of independent random
variables ηk, each of which has a discrete distribution, and according to the Jessen-Wintner
theorem, the distribution η is discrete or absolutely continuous or singular. According to the
Levy theorem, the distribution η is discrete only if the infinite product composed of the maxi-
mum jumps ηk is convergent. Finding necessary and sufficient conditions for the distribution
η to be absolutely continuous (singular) is a difficult and not completely solved problem at
the moment. The main attention in this work is paid to finding necessary and sufficient condi-
tions for the value of the upper bound of the modulus of the Fourier-Stiltjes transform of
the corresponding class of distributions (of magnitude L) to be zero under certain asymptotic
constraints imposed on the distributions of the terms of the random series η; finding necessary
and sufficient conditions for the value of the value L to be one in the general case; calculating
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the value of the value L under the condition that the corresponding distributions of the terms
η are periodically repeated starting from some place.

For a discrete distribution η, the value of L is equal to one, for an absolutely continuous
distribution η, the value of L is equal to zero, and for a singular distribution η, the value of L
can take on an arbitrary value from the interval [0; 1]. Thus, the value L is in a certain sense an
indicator of the proximity of the distribution η to discrete, absolutely continuous and singular,
respectively. If the distribution η is continuous and the value L is positive, then this allows
us to state that η has a singular distribution. Measures corresponding to distributions η for
which the value L is equal to zero belong to the class of Raichmann measures, which are of
high scientific interest.


