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ПРО ДЕЯКI ВЛАСТИВОСТI ВПОРЯДКОВАНИХ СТРУКТУР,

ЕКВIВАЛЕНТНI ДО ПОВНОТИ ЗА ДЕДЕКIНДОМ

Як вiдомо, повнота за Дедекiндом є одним з основних понять дiйсного аналiзу, яке
виникає одразу при побудовi прямої дiйсних чисел. Оскiльки ця властивiсть має багато
застосувань в рiзних ситуацiях, то природно виникають альтернативнi властивостi, еквi-
валентнi до повноти за Дедекiндом. У цiй статтi основна увага сконцентрована на описi
таких властивостей, на доведеннi еквiвалентностi до повноти i на окремих прикладах за-
стосувань. Зокрема, введено модифiковане означення розрiзiв Дедекiнда, що дало змогу
класифiкувати їх як головнi i вiльнi розрiзи, якi слугують зручними моделями рацiональ-
них i iррацiональних чисел вiдповiдно. Розглянуто аксiоми Кантора i Архiмеда i їх зв’язок
з повнотою за Дедекiндом у впорядкованих полях i у впорядкованих множинах. Знайдено
зв’язок мiж виконанням аксiоми Архiмеда i наявнiстю злiченної всюди щiльної множини
у впорядкованих полях, що задовольняють аксiому Кантора.
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дiйсна пряма, нестандартна дiйсна пряма, головнi i вiльнi розрiзи.

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв, Україна (Мазуренко
О.В.)
e-mail: oles.mazurenko@lnu.edu.ua (Мазуренко О.В.)

Вступ

Автори у [1, 2, 3] описують побудову дiйсних чисел як впорядкованого поля, пов-
ного за Дедекiндом, використовуючи для цього розрiзи Дедекiнда. У [3, 4, 5] авто-
ри переходять до нестандартного аналiзу в неархiмедових впорядкованих полях (якi,
зокрема, не є повними за Дедекiндом). Наша робота має на метi надати бiльше ува-
ги повнотi за Дедекiндом (чи її вiдсутностi), що i утворює сприятливий грунт для
вищезгаданих дослiджень. Зокрема, ми розглянемо питання еквiвалентних до повноти
властивостей у лiнiйно впорядкованих множинах i впорядкованих полях та їх застосу-
вання у згаданих тематиках.

Лiнiйно впорядкована множина (S,<) називається повною за Дедекiндом, якщо для
кожної пари непорожнiх пiдмножин A i B таких, що кожен елемент множини A менший
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за кожен елемент множини B i в об’єднаннi вони вичерпують множину S, знайдеться
елемент c з S, який роздiляє цi множини в сенсi (∀a ∈ A)(∀b ∈ B) : a ≤ c ≤ b. Таке фор-
мулювання повноти за Дедекiндом ми вважатимемо канонiчним. Альтернативним попу-
лярним варiантом повноти вважається iснування точної верхньої межi для обмежених
пiдмножин. Таке формулювання в нашiй роботi згадуватись не буде, а його зв’язок з
канонiчним формулюванням загальновiдомий [6].

В роздiлi 1 ми розглянули поняття розрiзу Дедекiнда, яке було модифiковане нами
спочатку з намiром зручнiшої побудови дiйсної прямої (див. зауваження 1), але згодом
вилилося у класифiкацiю розрiзiв (вiльнi/головнi), яка нагадує класифiкацiю понять в
iнших математичних напрямках, i, вiдповiдно, властивiсть лiнiйно впорядкованої мно-
жини мати лише головнi розрiзи, еквiвалентну до повноти.

В роздiлi 2 ми описали зв’язки мiж аксiомами Кантора i Архiмеда та повнотою за
Дедекiндом при наявностi операцiй (впорядковане поле) i за їх вiдсутностi (лiнiйно впо-
рядкована множина). Як наслiдок, отримали умову iснування злiченної всюди щiльної
пiдмножини в нестандартних моделях дiйсних чисел (тобто в моделях, якi вiдрiзняю-
ться вiд стандартної моделi дiйсних чисел невиконанням однiєї з аксiом другого поряд-
ку, в нашому випадку – аксiоми Архiмеда). За таким принципом показали вiдсутнiсть
злiченної всюди щiльної множини в нестандартнiй прямiй ∗R, що є фактор множиною
рацiональних послiдовностей за вiдношенням еквiвалентностi, побудованим на основi
рiвностi "великої" кiлькостi координат в сенсi ультрафiльтра на натуральних числах
(детальнiше про розширення фiльтра Фреше до ультрафiльтра описано у [5]).

В результатi, для впорядкованих полiв отримали наступнi властивостi, еквiвалентнi
до повноти за Дедекiндом (схематично).

Головнi розрiзи ⇐⇒ повнота за Дедекiндом ⇐⇒ Кантор + Архiмед

⇐⇒ Iснування супремуму

Попереднi вiдомостi

Надалi пiд "повнотою" маємо на увазi повноту за Дедекiндом, пiд "розрiзом" маємо
на увазi розрiз Дедекiнда, а пiд "впорядкованою множиною" — лiнiйно впорядковану
множину.

Впорядкованою множиною називаємо математичну структуру (S,<), де вiдношення
< є iррефлексивним, транзитивним i лiнiйним (всi елементи S порiвняльнi).

Впорядкованим полем називаємо математичну структуру (S,<,+, ·, 0, 1), яка є одно-
часно полем i впорядкованою множиною, надiленою вiдношенням < сумiсним з опера-
цiями +, ·.

Пишучи A = ↓A, маємо на увазi, що множина A збiгається зi своїм нижнiм кла-
сом, тобто разом з кожним своїм елементом мiстить всi меншi елементи простору.
Аналогiчно пiд B = ↑B маємо на увазi, що множина B збiгається зi своїм верхнiм
класом, тобто разом з кожним своїм елементом мiстить всi бiльшi елементи простору.

Якщо елементом нерiвностi є множина, то маємо на увазi, що нерiвнiсть виконує-
ться для кожного елемента цiєї множини. Наприклад, пишучи a < A, розумiємо, що
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∀x ∈ A : a < x.
Злiченною називаємо множину, з якої можна побудувати iн’єктивне вiдображення

у множину натуральних чисел N. Зауважимо, що непорожня множина A є злiченною
тодi i тiльки тодi, коли A = {an | n ∈ N} для деякої послiдовностi (an)n∈N.

Вiльнi та головнi розрiзи Дедекiнда. Їх зв’язок з повнотою.

Визначення розрiзу Дедекiнда, запропоноване нами нижче, дещо вiдрiзняється вiд
стандартних, описаних, наприклад, у [1, 2]. Така модифiкацiя зумовлена низкою
обґрунтованих згодом мiркувань, зокрема, прагненням до зручностi та ефективностi
використання цього визначення.

Означення. Впорядкована пара (A,B) непорожнiх неперетинних пiдмножин деякої
лiнiйно впорядкованої множини (S,<) називається розрiзом Дедекiнда в множинi S,
якщо множина A не має максимального елемента, множина B не має мiнiмального
елемента i виконується наступна умова

∀a, b ∈ S : (a < b) =⇒ (a ∈ A ∨ b ∈ B.) (1)

Для (дещо комплексної) умови (1), справедлива наступна характеризацiя.

Твердження 1. Нехай (S,<) лiнiйно впорядкована множина, непорожня пiдмножина
A ⊂ S не має максимуму, непорожня пiдмножина B ⊂ S не має мiнiмуму i множини
A,B неперетиннi.

Пара множин (A,B) є розрiзом Дедекiнда тодi i тiльки тодi, коли A = ↓A, B = ↑B
i об’єднання A ∪B покриває всю множину S за винятком, можливо, однiєї точки.

Доведення. Нехай маємо розрiз Дедекiнда (A,B). Припустимо, що A ̸= ↓A, тобто для
деякого елемента a ∈ A

(∃ c ∈ S \ A) : c < a

Тодi за умовою (1) отримаємо a ∈ B, що суперечить неперетинностi множин A i B.
Отже, A = ↓A. Аналогiчно отримуємо B = ↑B.

Тепер припустимо, що об’єднання A∪B не покриває бiльше однiєї точки множини S,
зокрема не покриває двi рiзнi точки a, b ∈ S. За лiнiйнiстю порядку цi точки порiвняль-
нi, тому нехай для визначеностi a < b. Звiдси за умовою (1) отримуємо (a ∈ A)∨(b ∈ B),
що суперечить непокритостi обидвох точок об’єднанням A ∪B. Необхiднiсть доведено.

Нехай тепер множини A,B такi, як сказано в умовi твердження, i A = ↓A,
B = ↑B, об’єднання A∪B покриває всю множину S за винятком, можливо, однiєї точки.
Перевiримо виконання умови (1). Нехай маємо a, b ∈ S : a < b. З умови |S \ (A ∪B)| ≤ 1

отримаємо, що a ∈ (A∪B)∨ b ∈ (A∪B). Якщо a ∈ (A∪B), то a ∈ A або a ∈ B, звiдки,
враховуючи B = ↑B, отримуємо b ∈ B. Якщо b ∈ (A ∪ B), то b ∈ B або b ∈ A, звiдки,
враховуючи A = ↓A, отримуємо a ∈ A. В кожному випадку, a ∈ A або b ∈ B. Отже,
умова (1) виконується i пара множин (A,B) є розрiзом Дедекiнда.

Природно з твердження 1 випливає наступна класифiкацiя розрiзiв Дедекiнда.
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Означення. Розрiз Дедекiнда (A,B) у лiнiйно впорядкованiй множинi (S,<)

називають вiльним розрiзом, якщо A ∪B = S, тобто немає непокритої точки.

Означення. Розрiз Дедекiнда (A,B) у лiнiйно впорядкованiй множинi (S,<) назива-
ють головним розрiзом, якщо A∪B ̸= S, тобто множини A i B роздiляє єдина непокрита
точка.

З нової класифiкацiї розрiзiв Дедекiнда, введеної вище, отримуємо наступну
властивiсть лiнiйно впорядкованої множини, еквiвалентну до повноти за Дедекiндом.

Теорема 1. Лiнiйно впорядкована множина (S,<) є повною за Дедекiндом тодi i тiльки
тодi, коли кожен розрiз Дедекiнда в S є головним.

Доведення. Нехай лiнiйно впорядкована множина (S,<) повна за Дедекiндом.
Припустимо протилежне, тобто що iснує розрiз Дедекiнда (A,B) у множинi S, який

не є головним, тобто A∪B = S. Оскiльки (A,B) розрiз, то множини A i B непорожнi i
A < B. Тодi з повноти множини S за Дедекiндом маємо

∃ c ∈ S : A ≤ c ≤ B.

Оскiльки об’єднання A ∪ B покриває всю множину S, то елемент c лежить в однiй
з множин A,B. Якщо c ∈ A, то, враховуючи нерiвнiсть A ≤ c, c є максимальним
елементом множини A. Якщо ж c ∈ B, то, враховуючи iншу частину нерiвностi c ≤ B,
c є мiнiмальним елементом B. Кожен з цих випадкiв суперечить означенню розрiзу
Дедекiнда, а тому кожен розрiз Дедекiнда в S є головним.

Нехай тепер кожен розрiз Дедекiнда в S є головним. Вiзьмемо довiльну пару множин
(A,B), якi задовольняють умови, накладенi на пару множин в означеннi повноти за
Дедекiндом, тобто A,B непорожнi, A ∪B = S i A < B.

Якщо множина A має максимальний елемент c або множина B має мiнiмальний
елемент c, то A ≤ c ≤ B i c є шуканим елементом i множина S повна за Дедекiндом.
В iншому випадку ми стверджуємо, що пара множин (A,B) буде розрiзом Дедекiнда в
S. Для цього залишилось показати, що вона задовольняє умову (1). Маємо A ∪B = S.
Також A = ↓A, бо якщо припустимо протилежне, що для деякого a ∈ A маємо ∃ a∗ ∈
S \ A : a∗ < a отримуємо a∗ ∈ B, що суперечить A < B. Аналогiчно можна показати,
що B = ↑B.

Таким чином, за твердженням 1 пара (A,B) є розрiзом Дедекiнда в S. Оскiльки
кожен розрiз Дедекiнда в S головний, то A ∪ B ̸= S, а це суперечнiсть, яка показує,
що розглянутого випадку, коли множина A не має максимуму, а множина B не має
мiнiмуму, не може iснувати.

Запропонований нетрадицiйний пiдхiд до введення розрiзiв Дедекiнда може бути за-
стосований, наприклад, для зручнiшого введення структури дiйсних чисел при
застосуваннi методу поповнення рацiональних чисел розрiзами Дедекiнда
(стандратний варiант описаний, наприклад, у [1]) i для бiльш лаконiчного доведення
властивостей цiєї структури.
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Зауваження 1. Таке застосування можливе завдяки тому, що означенi нами головнi
i вiльнi розрiзи Дедекiнда є зручними моделями для рацiональних i iррацiональних
чисел вiдповiдно.

Нехай маємо впорядковане поле рацiональних чисел Q. Рацiональне число q ∈ Q
може бути ототожнене з головним розрiзом дедекiнда (←−q ,−→q ), де

←−q = {q∗ ∈ Q | q∗ < q} i −→q = {q∗ ∈ Q | q∗ > q},

а множина iррацiональних чисел може бути подана, як множина всiх вiльних розрiзiв
Дедекiнда

I = {(A,B) ⊂ Q×Q|(A,B) вiльний розрiз Дедекiнда}

Таким чином множина R, отримана при поповненнi Q вiльними розрiзами Дедекiнда I
буде складатися тiльки з розрiзiв Дедекiнда. Ця однорiднiсть спростить введеня опера-
цiй i порядку на R, а також доведення аксiом поля, впорядкованої множини i повноти
за Дедекiндом.

Аксiоми Кантора i Архiмеда як альтернатива повноти

Означення. Впорядковане поле (S,<,+, ·, 0, 1) задовольняє аксiому Архiмеда, якщо

(∀ε > 0)(∃n ∈ N) : n · ε > 1

Означення. Впорядкована множина (S,<) задовольняє аксiому Кантора, якщо
довiльна послiдовнiсть вкладених вiдрiзкiв з S має непорожнiй перетин. Тобто

∀([an, bn])n∈N : (∀n ∈ N [an+1, bn+1] ⊆ [an, bn]) =⇒
∞∩
n=1

[an, bn] ̸= ∅.

Твердження 2. Лiнiйно впорядкована множина (S,<) задовольняє аксiому Кантора
тодi i тiльки тодi, коли довiльна послiдовнiсть вкладених вiдрiзкiв ([an, bn])n∈N з S така,
що послiдовностi (an)n∈N i (bn)n∈N є строго монотонними, має непорожнiй перетин.

Доведення. Необхiднiсть напряму випливає з означення аксiоми Кантора. Доведемо
достатнiсть. Нехай маємо довiльну послiдовнiсть вкладених вiдрiзкiв ([an, bn])n∈N.

Припустимо, що (∀n ∈ N)(∃m ∈ N) : (an < am)∧ (bm < bn). Тодi можемо побудувати
пiдпослiдовнiсть вкладених вiдрiзкiв ([ank

, bnk
])k∈N, в якої вiдповiднi послiдовностi кiн-

цiв вiдрiзкiв є строго монотонними. Застосувавши умову теореми отримаємо, що iснує
c ∈

∩∞
k=1[ank

, bnk
]. Розглянемо довiльний вiдрiзок [an, bn] з початкової послiдовностi.

Взявши k ∈ N таке, що n < nk, отримаємо, що c ∈ [ank
, bnk

] ⊆ [an, bn]. Таким чином
c ∈

∩∞
n=1[an, bn].

Тепер нехай (∃n∗ ∈ N)(∀m ∈ N) : (am ≤ an∗) ∨ (bn∗ ≤ bm). Оскiльки маємо вкладенi
вiдрiзки, то ∀m > n∗ маємо am = an∗ , або ∀m > n∗ маємо bn∗ = bm, що в свою чергу дає
{an∗ , bn∗} ∩

∩∞
n=1[an, bn] ̸= ∅. Звiдки

∩∞
n=1[an, bn] ̸= ∅.

В обох випадках (якi є взаємно протилежними) аксiома Кантора задовольняється.
Теорему доведено.
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Вiдомим фактом [6, 7] є наступна теорема про еквiвалентнiсть мiж повнотою за
Дедекiндом i виконанням аксiом Кантора та Архiмеда.

Теорема 2. Впорядковане поле (S,<,+, ·, 0, 1) є повним за Дедекiндом тодi i тiльки
тодi, коли воно задовольняє аксiому Кантора та аксiому Архiмеда.

Доведення. Дивитись у [6, 7].

Зауважимо, що аксiома Кантора i повнота за Дедекiндом є порядковими
властивостями, в той час як аксiома Архiмеда потребує наявностi операцiй. Природно
виникає запитання про зв’язок згаданих порядкових аксiом при вiдсутностi операцiй.

Теорема 3. Якщо впорядкована множина (S,<) є повною за Дедекiндом, то вона за-
довольняє аксiому Кантора.

Доведення. Нехай маємо впорядковану множину (S,<), яка є повною за Дедекiндом.
Припустимо, що аксiома Кантора не задовольняється, тобто iснує послiдовнiсть
вкладених вiдрiзкiв ([an, bn])n∈N з множини S, така що

∩∞
n=1[an, bn] = ∅. Причому за

твердженням 2 можемо вважати, що послiдовностi кiнцiв цих вiдрiзкiв строго монотон-
нi. Задамо множини A та B наступним чином

A = {a ∈ S | a < a1} ∪
∞∪
n=1

[an, an+1]

B = {b ∈ S | b1 < b} ∪
∞∪
n=1

[bn+1, bn].

Переконаємось що заданi множини задовольняють умови, накладенi на пару множин в
означеннi повноти за Дедекiндом. За побудовою множин очевидно, що A,B ⊆ S i A ̸=
∅, B ̸= ∅. За припущенням

∩∞
n=1[an, bn] = ∅ =⇒ A ∪ B = S. Оскiльки послiдовностi

кiнцiв вiдрiзкiв є строго монотонними, то кожен вiдрiзок [an, bn] невироджений. Тобто
an < bn для всiх n ∈ n, звiдки отримаємо A < B. Таким чином, з повноти множини S

за Дедекiндом, отримаємо

(∃c ∈ S)(∀a ∈ A)(∀b ∈ B) : a ≤ c ≤ b.

Оскiльки для всiх n ∈ N маємо an ∈ A, bn ∈ B, то отримаємо ∀n ∈ N : c ∈ [an, bn], що
суперечить припущенню. Отже, аксiома Кантора задовольняється.

Теорема 4. Якщо впорядкована множина (S,<), яка мiстить злiченну всюди щiльну
пiдмножину Q, задовольняє аксiому Кантора, то вона є повною за Дедекiндом.

Доведення. Нехай маємо впорядковану множину (S,<), яка задовольняє аксiому Кан-
тора i мiстить злiченну всюди щiльну пiдмножину Q.

Вiзьмемо довiльнi множини A,B, якi задовольняють умови, накладенi в означеннi
повноти за Дедекiндом, тобто A,B непорожнi, A < B i A ∪ B = S. Якщо множина A
мiстить максимальний елемент c або множина B мiстить мiнiмальний елемент c, то c i
є шуканим, таким що A ≤ c ≤ B i S повна за Дедекiндом.



104 Мазуренко О.В.

Розглянемо випадок, коли множина A не має максимуму, а множина B не має мi-
нiмуму. Оскiльки всюди щiльна множина Q злiченна, а множини A,B непорожнi, то
можемо окремо занумерувати елементи з Q, якi належать множинi A, i елементи з Q,
якi належать множинi B. Нехай A∩Q = {a1, a2, . . . } i B∩Q = {b1, b2, . . . } довiльнi нуме-
рацiї вiдповiдних множин (можливо з повтореннями). Тепер утворимо з цих довiльних
нумерацiй послiдовностi (a∗n)n∈N i (b∗n)n∈N, задавши їх наступним чином.

a∗n = max{a1, . . . , an} та b∗n = min{b1, . . . , bn}

Очевидно, що послiдовнiсть (a∗n)n∈N монотонно неспадна, а послiдовнiсть (b∗n)n∈N
монотонно незростаюча. Тому ми отримали послiдовнiсть вкладених вiдрiзкiв
([a∗n, b

∗
n])n∈N. За аксiомою Кантора iснує такий елемент c ∈ S, що c ∈

∩∞
n=1[a

∗
n, b

∗
n]. Пока-

жемо, що A ≤ c ≤ B.

Припустимо протилежне, тобто що iснує такий елемент a′ ∈ A, що c < a′. Оскiльки
множина A не має максимуму, то iснує елемент a′′ ∈ A такий, що c < a′ < a′′. Тодi
оскiльки iнтервал (c, a′′) непорожнiй, то за всюди щiльнiстю множини Q мiж елемен-
тами c i a′′ iснує деякий елемент ak ∈ Q i, як наслiдок, для нього правильна нерiвнiсть
c < ak ≤ a∗k. Враховуючи, що a∗k є лiвим кiнцем k-го вкладеного вiдрiзка, отримана
нерiвнiсть суперечить тому, що елемент c належить всiм вкладеним вiдрiзкам. Отже,
A ≤ c. За аналогiчними мiркуваннями c ≤ B. Таким чином A ≤ c ≤ B i S повна за
Дедекiндом.

З теореми 2 i теорем 3, 4 випливає наступний наслiдок.

Наслiдок 1. Якщо впорядковане поле, яке мiстить злiченну всюди щiльну пiдмножину,
задовольняє аксiому Кантора, то воно задовольняє аксiому Ахiмеда.

Цей наслiдок дає нам змогу дослiджувати наявнiсть злiченної всюди щiльної
пiдмножини в складнiших структурах, таких як, наприклад, нестандартна дiйсна
пряма. Детальнiше означення цiєї структури та доведення виконання аксiом
впорядкованого поля розглянуте, наприклад, у [3, 4, 5].

Нехай U вiльний ультрафiльтр на ω, який є розширенням фiльтра Фреше
Fr = {A ⊆ ω | ω \ A скiнченна множина}. На множинi Qω = {(an)n∈ω | ∀n ∈ ω : an ∈ Q}
задамо вiдношення еквiвалентностi ∼ наступним чином

(an)n∈ω ∼ (bn)n∈ω ⇐⇒ {n ∈ ω | an = bn} ∈ U .

Фактор–множину ∗R = {∼(an)n∈ω | (an)n∈ω ∈ Qω} називатимемо нестандартною дiй-
сною прямою. Надалi через [α] будемо позначати клас еквiвалентностi за вiдношенням
∼ з представником α = (an)n∈ω. Також α(n) – n-тий член послiдовностi α.

Порядок i операцiї на ∗R задаються наступним чином

[α] + [β] = [α + β], [α] · [β] = [α · β],

де α + β i α · β – операцiї покоординатного додавання i множення послiдовностей.

<∗= {([α], [β]) ∈ ∗R× ∗R | {n ∈ ω | α(n) < β(n)} ∈ U}.
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Теорема 5. Нестандартна пряма (∗R, <∗,+, ·, 0, 1) задовольняє аксiому Кантора.

Доведення. Введемо позначення uk = [αk] i vk = [βk]. Розглядаємо довiльну послiдов-
нiсть ([uk, vk])k∈N вкладених вiдрiзкiв у впорядкованому полi ∗R. За твердженням 2

без зменшення загальностi вважатимемо, що вiдовiднi послiдовностi кiнцiв вiдрiзкiв є
строго монотонними. Нам потрiбно знайти принаймнi один елемент u ∈ ∗R такий, що
u ∈

∩∞
k=1[uk, vk], тобто uk <∗ u <∗ vk для всiх k ∈ N. Ми знаємо, що

u1 <∗ u2 <∗ u3 <∗ · · · <∗ v3 <∗ v2 <∗ v1. (2)

Але враховуючи означення порядку <∗, такi нерiвностi виконуються не для всiх
членiв вiдповiдних послiдовностей. Утворимо послiдовнiсть множин Ũk ⊆ N таку, що

Ũk = {n ∈ ω | α1(n) < · · · < αk(n) < βk(n) < · · · < β1(n)}. (3)

Тобто множина Ũk мiстить тi номери членiв послiдовностей-представникiв елементiв з
(2), для яких виконуються вiдповiднi нерiвностi щонайменше для перших k вкладених
вiдрiзкiв. З побудови для всiх k ∈ N маємо Ũk ⊇ Ũk+1. Зауважимо також, що множину
Ũk можна подати у виглядi наступного перетину

Ũk =

(
k∩

i=2

{n ∈ ω | αi−1(n) < αi(n)}

)
∩ {n ∈ ω | αk(n) < βk(n)}

∩

(
k∩

i=2

{n ∈ ω | βi(n) < βi−1(n)}

)
.

Причому, враховуючи нерiвностi (2), кожна з використаних множин належить
ультрафiльтру U за означенням порядку <∗. А отже, Ũk ∈ U як перетин скiнченної
кiлькостi множин з ультрафiльтра U .

Тепер додатково перетнемо кожну з множин Ũk з променем натуральних чисел
[k,+∞) = {n ∈ ω | n ≥ k}, отримавши при цьому послiдовнiсть (Uk)k∈N = (Ũk ∩
[k,+∞))k∈N. Враховуючи, що для всiх k ∈ N маємо [k,+∞) ⊃ [k + 1,+∞) i [k,+∞) ∈
Fr ⊂ U , ми не втратимо згаданих вище властивостей послiдовностi (Ũk)k∈N при переходi
до послiдовностi (Uk)k∈N, але тепер також матимемо

∩∞
k=1 Uk = ∅. Це дозволить нам

коректно задати шуканi елементи.
Задамо два елементи u = [α(n)], v = [β(n)] з ∗R наступним чином

(∀k ∈ N) ∀n ∈ (Uk \ Uk+1) : α(n) = αk(n) та β(n) = βk(n). (4)

Таким чином, ми задали тiльки тi члени послiдовностей-представникiв елементiв u, v,
номери яких входили в U1. Щоб задання було коректним, довизначимо

∀n ∈ (N \ U1) : a(n) = α1(n), β(n) = β1(n).

З того що (∀k ∈ N)(∀n ∈ Uk) : αk(n) < βk(n) за побудовою (3), випливає
{n ∈ ω | α(n) < β(n)} ⊇ U1 ∈ U , тобто u <∗ v.
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Зафiксуємо довiльне k∗ ∈ N. Тодi для всiх натуральних k > k∗ за побудовою (3), (4)
маємо

∀n ∈ Uk \ Uk+1 : αk∗(n) < αk(n) = α(n) < β(n) = βk(n) < βk∗(n).

А отже, таке твердження правильне i для всiх n ∈
∪∞

k=(k∗+1)(Uk \ Uk+1) = Uk∗+1.

В результатi отримали, що Uk∗+1 ⊆ {n ∈ ω | αk∗(n) < α(n) < β(n) < βk∗(n)}. Звiд-
си, оскiльки Uk∗+1 ∈ U , отримуємо uk∗ <∗ u <∗ v <∗ vk∗ для довiльного k∗ ∈ N. A
це означає, що [u, v] ⊆

∩∞
k=1[uk, vk], тобто перетин довiльної послiдовностi вкладених

вiдрiзкiв в ∗R не тiльки мiстить хоча б одну точку з ∗R, а й мiстить цiлий невиродже-
ний вiдрiзок [u, v] з ∗R. Отже, впорядковане поле (∗R, <∗,+, ·, 0, 1) задовольняє аксiому
Кантора.

Теорема 6. Нестандартна пряма (∗R, <∗,+, ·, 0, 1) не задовольняє аксiому Архiмеда.

Доведення. Приклад нескiнченно малого/великого числа побудовано у [5].

Таким чином, з теорем 5, 6 та наслiдку 1 випливає наступне.

Наслiдок. Модель нестандартних дiйсних чисел (∗R, <∗,+, ·, 0, 1) не мiстить
злiченної всюди щiльної пiдмножини.
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Mazurenko O.V. On some properties of ordered structures equivalent to Dedekind completeness,
Bukovinian Math. Journal. 12, 2 (2024), 98–107.

As is well known, the Dedekind completeness is one of fundamental concepts of Real
Analysis, arising immediately in the construction of the real number line. Since this property
has numerous applications in various contexts, it is natural to consider alternative properties
equivalent to Dedekind completeness. This paper focuses on expressing the property of Dedeki-
nd completeness through Dedekind cuts. The definition of cuts has been slightly modified, so
that rational and irrational numbers are defined uniformly as principal and free cuts, which
allows to simplify the routine verification of standard properties of real numbers.

The Cantor and Archimedean axioms are also examined as alternatives to Dedekind
completeness in ordered fields. Furthermore, the relationship between the Cantor axiom and
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Dedekind completeness (which, unlike the Archimedean axiom, are purely order-theoretic
properties) is explored in ordered sets, where they are shown to be equivalent under the presence
of a countable dense subset. From these relationships, a criterion for the existence of a countable
dense subset in nonstandard models of real numbers is derived. These models differ from the
standard model of real numbers by failing to satisfy one of second-order axioms, in this case,
the Archimedean axiom.


