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АНАЛIЗ МОДЕЛЕЙ ТИПУ СКЕЛЛАМА З ПЕРIОДИЧНИМИ

РЕЖИМАМИ

Розглянуто узагальнення моделi Скеллама. Висвiтлено питання iснування та стiйкостi
стацiонарних i перiодичних розв’язкiв моделi без збору та зi збором урожаю. Проведено
комп’ютерний аналiз розв’язкiв моделi.
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Вступ

Для багатьох реальних бiологiчних популяцiй їх стан у момент часу t залежить вiд
стану в попереднi моменти часу. Це популяцiї з неперервними поколiннями, тобто тi,
в яких рiст чисельностi вiдбувається в дискретнi моменти часу. До таких популяцiй
можна вiднести багато видiв комах з однорiчною генерацiєю.

Математичнi моделi таких популяцiй пов’язують чисельностi популяцiї Nt+1 в мо-
мент часу t+1 з чисельностями в попереднi моменти часу. Динамiка чисельностi таких
популяцiй у простiшому випадку описується рiвняннями вигляду

Nt+1 = f(Nt)Nt, t = 0, 1, 2, . . . , (1)

де Nt – чисельнiсть популяцiї в момент часу t, а f(·) – гладка функцiя дiйсного аргумен-
ту, яка вiдображає простiр R+ = [0,∞) в R+. Серед дискретних рiвнянь (1) в екологiї
найвiдомiшi дискретна логiстична модель, модель Рiкера та модель Скеллама.

Оскiльки при практичному використаннi природних ресурсiв важливо, щоб експлу-
атацiя популяцiй не призводила до їх знищення, а вiдбувалося вiдновлення природних
ресурсiв, то в працях [1, 2] цi моделi вивчаються з ефектом збору врожаю. Такi мо-
делi дозволяють здiйснити кiлькiсний аналiз антропогенної дiяльностi i забезпечити
рацiональне використання природного ресурсного потенцiалу.
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У дискретних моделях знання про характер процесiв виживання й народжування
виражається в єдиному популяцiйному показнику – коефiцiєнтi природного вiдтворення
(або коефiцiєнт розмноження)

f(Nt) =
Nt+1

Nt

.

Коефiцiєнт природного вiдтворення – це середня кiлькiсть потомкiв, яка припадає на
одну особину, що iснувала в момент часу t.

Якщо припустити, що вплив саморегулюючих внутрiшньопопуляцiйних факторiв
iз ростом чисельностi тiльки посилюється, то коефiцiєнт розмноження вибирають у
виглядi монотонних спадних функцiй.

У моделi Скеллама коефiцiєнт розмноження має вигляд спадної гiперболiчної фун-
кцiї, тобто

f(Nt) =
a

b+Nt

, (2)

де параметр a задає найбiльше значення розмноження, а коефiцiєнт b описує вплив
саморегулюючих механiзмiв на популяцiйну динамiку.

Модель Скеллама була запропонована в працi [3] в 1951 р. i вiдтодi широко викори-
стовується для опису динамiки чисельностi дискретних популяцiй.

У працi [2] вивчаються узагальнення моделi Скеллама на випадок, коли коефiцiєнт
розмноження має вигляд

f(Nt) =
a

b+N2
t

та f(Nt) =
aNt

b+N2
t

. (3)

Також тут здiйснено аналiз цих моделей з ефектом збору урожаю з постiйною iн-
тенсивнiстю c. Показано, що в усiх цих випадках при певних обмеженнях на параметри
a, b, c рiвняння Скеллама допускають лише монотонну стабiлiзацiю чисельностi по-
пуляцiї до деякого стацiонарного рiвня. Циклiчнi режими вiдсутнi, тодi як логiстичне
дискретне рiвняння та модель Рiкера мають перiодичнi розв’язки.

У данiй статтi знайдено таке узагальнення моделi Скеллама, яке допускає iснування
i перiодичних розв’язкiв. Це вiдбувається тодi, коли

f(Nt) =
a

b+N3
t

.

Для моделi з таким коефiцiєнтом розмноження проведено дослiдження з м’якою
стратегiєю збору врожаю.

1 Аналiз узагальнення моделi Скеллама

У працi [2] дослiджується модель Скеллама та її узагальнень. У рамках цих моделей
спостерiгалися режими з монотонною стабiлiзацiєю чисельностi популяцiй.

Проте, як з’ясувалося, iснують узагальнення моделi Скеллама, якi, крiм стацiонар-
них розв’язкiв, мають i перiодичнi розв’язки рiзних перiодiв. Такою моделлю є дискре-
тне рiвняння вигляду

Nt+1 =
aNt

b+N3
t

≡ F (Nt), t = 0, 1, 2, . . . , a, b > 0. (4)
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Розв’язати рiвняння (4) в аналiтичнiй формi не вдається, але можна знайти ста-
цiонарнi та перiодичнi розв’язки й дослiдити їх на стiйкiсть. Це рiвняння має нульовий
розв’язокN∗0 = 0. Ненульовi стацiонарнi стани знаходяться зi спiввiдношенняN3 = a−b,
тобто N∗1 = 3

√
a− b. N∗1 набуває додатнi значення при a > b.

Для дослiдження стацiонарних точок на стiйкiсть знайдемо мультиплiкатор дина-
мiчної системи (4).

Маємо

F ′(N) =
a (b− 2N3)

(b+N3)2
.

Оскiльки при 0 < a < b F ′ (0) =
a

b
< 1, то нульовий розв’язок стiйкий (рис. 1а).

При a > b нульовий розв’язок перестає бути стiйким i водночас з’являється ненульо-

вий розв’язок N∗1 > 0, який буде стiйким за умови |F ′ (N∗1 )| < 1, тобто при
∣∣∣∣3 ba − a

∣∣∣∣ < 1,

або
a

3
< b < a (рис. 1б).

Якщо b <
a

3
, то iснуючий стацiонарний розв’язок перестає бути стiйким, зокрема,

при a = 1, b = 0.1 стацiонарний розв’язок N∗ = 3
√
a− b = 0.9654 нестiйкий. У цьому

випадку (a > 3b) можуть з’явитися перiодичнi розв’язки.

a б

Рис. 1. Iлюстрацiя стiйкостi стацiонарних розв’язкiв рiвняння (4) а – a = 0.7, b = 1; б –
a = 2, b = 1 (

a

3
< b < a)
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Рис. 2. Нестiйкiсть стацiонарного розв’язку N∗ = 0.9654 рiвняння (4) при a = 1,
b = 0.1 (a > 3b)

Перейдемо до дослiдження iснування перiодичних розв’язкiв i їх стiйкостi. Спочатку
розглянемо випадок перiоду T = 2, тобто коли Nt+2 = Nt для t = 0, 1, 2, . . . .

З (4) маємо

Nt =
a2Nt (b+N3

t )
2

b (b+N3
t )

3
+ (aNt)

3
, (5)

або якщо запровадити замiну N3
t = x, то рiвняння (5) набуває вигляду

bx3 +
(
3b2 − a2

)
x2 +

(
3b3 − 2a2b+ a3

)
x+ b4 − a2b2 = 0. (6)

Вiдомо, що це рiвняння має корiнь a − b, оскiльки Nt = 3
√
a− b задовольняє умову

перiодичностi Nt+2 = Nt.
Роздiливши (6) на x− (a− b), одержуємо рiвняння

bx2 +
(
2b2 − a2 + ba

)
x+ b3 + b2a = 0, (7)

коренями якого є

x1,2 =
a2 − 2b2 − ba±

√
a4 − 3a2b2 − 2a3b

2b
. (8)

Дискримiнант цього рiвняння D = a2 (a2 − 3b2 − 2ab) при b <
a

3
додатний, оскiльки

a2 − 3b2 − 2ab > a2 − 3
(a
3

)2
− 2a

a

3
= 0.

Зокрема, при b = 1, a = 4 (a > 3b) D = 5 > 0, a при a = 2, b = 1 (a < 3b) D = −3 < 0.
Крiм цього, при a > 3b

a2 − 2b2 − ab > a2 − 2
(a
3

)2
− a

3
a =

4

9
a2 > 0,

a2 − 2b2 − ab >
√
(2b2 − a2 − ab)2 − 4b (b3 + b2a).
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Тому рiвняння (7), в цьому випадку, має два рiзнi додатнi коренi. Це означає, що при
b <

a

3
у рiвняння (4) з’являється додатний перiодичний розв’язок N∗1 = 3

√
x1, N∗2 = 3

√
x2

з перiодом T = 2, a стацiонарна точка N∗1 = 3
√
a− b перестає бути стiйкою.

Проведемо дослiдження цього перiодичного розв’язку на стiйкiсть. Для цього обчи-
слимо мультиплiкатор

µ =
dF

dN

∣∣∣∣
N∗

1

· dF
dN

∣∣∣∣
N∗

2

=
a2
(
b− 2 (N∗1 )

3)(
b+ (N∗1 )

3)2 · b− 2 (N∗2 )
3(

b+ (N∗2 )
3)2 = a2 · b− 2x1

(b+ x1)
2 ·

b− 2x2

(b+ x2)
2 .

Враховуючи вирази (8), одержуємо значення мультиплiкатора µ в коефiцiєнтнiй формi

µ =
9b2 + 6ab− 2a2

a2
.

З умови стiйкостi

∣∣∣∣∣9
(
b

a

)2

+ 6
b

a
− 2

∣∣∣∣∣ < 1 встановлюємо, що iснуючий перiодичний розв’я-

зок з перiодом T = 2 стiйкий при
√
2− 1

3
a < b <

a

3
. (9)

Це означає, що при b <
√
2− 1

3
a перiодичний розв’язок з перiодом T = 2 перестає бути

стiйким i з’являється стiйкий перiдичний розв’язок довжиною чотири.
Зокрема, при b = 1, a = 4 для рiвняння (7) маємо квадратне рiвняння

x2 − 10x + 5 = 0. Звiдки x1 = 9.472, x2 = 0.528. Тому N∗1 = 2.1158, N∗2 = 0.8082 – це
значення, що складають перiодичний розв’язок з перiодом T = 2. При цьому µ = 0.0628,
що означає стiйкiсть перiодичного розв’язку (рис. 3а).

При b = 3, a = 10 квадратне рiвняння 3x2 − 52x + 117 = 0 має коренi x1 = 14.6759,
x2 = 2.6504, тобто перiодичний розв’язок задається двома числами: N∗1 = 2.4483, N∗2 =

1.3839. Мультиплiкатор µ = 0.5879 < 1, що забезпечує стiйкiсть цього розв’язку (рис.
3б).

a б
Рис. 3. Iснування та стiйкiсть перiодичних розв’язкiв рiвняння (4) з перiодом T = 2: а

– b = 1, a = 4, (a > 3b), N∗1 = 2.1158, N∗2 = 0.8082; б – b = 3, a = 10, (a > 3b),
N∗1 = 2.4483, N∗2 = 1.3852
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При b = 0.1, a = 1 рiвняння (7) має вигляд

x2 − 8.8x+ 0.11 = 0.

Звiдки x1 = 8.7875, x2 = 0.0125, що дає N∗1 = 2.06358, N∗2 = 0.23219. Значення мульти-
плiкатора µ = 1.31 > 1, тому цей перiодичний розв’язок нестiйкий (рис. 4).

Рис. 4. Нестiйкiсть перiодичного розв’язку (T = 2) рiвняння (4) при a = 1, b = 0.1,
N∗1 = 2.06358, N∗2 = 0.23219

Знайдемо перiодичний розв’язок рiвняння (4) з перiодом T = 4 (умова Nt+4 = Nt,
t = 0, 1, 2, . . .). Якщо ввести позначення Nt = x, Nt+1 = y, Nt+2 = z, Nt+3 = u, то для
знаходження перiодичного розв’язку з перiодом T = 4 маємо систему вигляду

y =
ax

b+ x3
≡ ϕ(x),

z =
ay

b+ y3
≡ ϕ(y),

u =
az

b+ z3
≡ ϕ(z),

x =
au

b+ u3
≡ ϕ(u),

(10)

яку можна звести до одного рiвняння

x = (ϕ (ϕ (ϕ (ϕ(x))))) . (11)

Такi рiвняння можна розв’язувати, застосовуючи числовi методи. Маючи розв’язок
x, за формулами (10) знаходимо y, z, u. Тодi рiзнi числовi значення N∗1 = x, N∗2 = y,
N∗3 = z, N∗4 = u i визначають перiодичний розв’язок рiвняння (4) з перiодом T = 4.

У комп’ютерних експериментах при a = 2.67, b = 0.227 (виконується умова b <√
2− 1

3
a) одержали перiодичний розв’язок (T = 4), який задається числами 0.19087,

3.73198, 0.55059, 2.17832 (рис. 5а).
Мультиплiкатор цього перiодичного розв’язку µ = 0.0399 < 1, що означає його

стiйкiсть (рис. 5б).
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a б
Рис. 5. Графiки перiодичних розв’язкiв з перiодом T = 4 при a = 2.67, b = 0.227: а –

N∗1 = 0.19087, N∗2 = 3.731982, N∗3 = 0.550598, N∗4 = 2.178315; б – його стiйкiсть

Графiчне розв’язування рiвняння (11) в цьому випадку наведено на рис. 6.

Рис. 6. Графiчне розв’язування рiвняння (11). При a = 2.67, b = 0.227 iснує 7 коренiв
(0.190870, 0.285245, 0.550598, 1.346151, 2.178315, 3.045871, 3.731982)

Як бачимо з рис. 6, рiвняння (11) має ще три коренi (всього сiм). Два з них, а саме
N∗5 = 0.285245, N∗6 = 3.04587, визначають перiодичний розв’язок з перiодом T = 2. Вiн
нестiйкий, оскiльки мультиплiкатор µ = 1.4399 > 1 (рис. 5б).

Ще один корiнь N∗7 = 1.346151 визначає стацiонарну точку, яка теж нестiйка (вико-
нується умова b <

a

3
) (рис. 5б).

При подальшiй вiдповiднiй змiнi параметрiв a та b послiдовно вiдбуватиметься бi-
фуркацiя подвоєння довжини циклу, тобто виникають новi стiйкi цикли довжиною 2m

(m > 2) i при цьому втрачається стiйкiсть перiодичного циклу довжиною 2m−1.
У цiй працi ще практично знайденi цикли довжиною вiсiм, зокрема при a = 5.34, b =

0.227. Рiвняння типу (11) мали 15 рiзних коренiв. Вiсiм з них задавали цикл довжиною
вiсiм, чотири – цикл довжиною чотири, два – цикл довжиною два i один – стацiонарний
розв’язок.
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Перейдемо до знаходження перiодичних розв’язкiв рiвняння (4) з перiодом T = 3

(виконується умова Nt+3 = Nt, t = 0, 1, 2, . . .).
Такi розв’язки складатимуть три рiзних числа: x, y, z. Для їх знаходження маємо

систему вигляду 
y =

ax

b+ x3
= ϕ(x),

z =
ay

b+ y3
= ϕ(y),

x =
az

b+ z3
= ϕ(z),

або рiвняння
x = (ϕ (ϕ (ϕ(x)))) . (12)

При проведеннi комп’ютерних експериментiв над розв’язуванням рiвняння (12), не
вдалося знайти такi значення параметрiв a та b, щоб рiвняння (12) мало три рiзнi коренi.

Iснував лише єдиний корiнь, що означає iснування стацiонарного стану, для якого
теж виконується умова Nt+3 = Nt (рис. 7).

Рис. 7. Графiчне розв’язування рiвняння (12) при a = 1, b = 0.1. Корiнь N∗ = 0.9654

Зазначимо, що для моделей вигляду

Nt+1 =
aNt

b+N2
t

, Nt+1 =
aN2

t

b+N3
t

перiодичних розв’язкiв не iснує.

2 Модель збору врожаю з м’якою стратегiєю

Узагальнимо модель (4) на випадок урахування збору врожаю з оберненим зв’язком,
тобто коли збiр урожаю залежить вiд стану популяцiї.

При цьому з популяцiї в певнi моменти часу вiдбирається кiлькiсть особин, яка
пропорцiйна загальнiй чисельностi, тому модель (4) набуває вигляду

Nt+1 =
aNt

b+N3
t

− kNt, a, b > 0, k ∈ (0, 1), t = 0, 1, 2, . . . , (13)
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де Nt, як i ранiше, – чисельнiсть популяцiї в момент часу t, k – параметр iнтенсивностi
збору врожаю.

Рiвняння (13) має два стани рiвноваги N∗1 = 0 та N∗2 = 3

√
a

1 + k
− b. Додатний стан

N∗2 iснує за умови, що
a

1 + k
> b.

При
a

b
< 1+k N∗1 = 0 стiйкий (рис. 8), а при

a

b
> 1+k, коли з’являється N∗2 , нульовий

розв’язок N∗1 втрачає стiйкiсть. Зокрема, це має мiсце при a = 2, b = 1, k = 0.05 (рис. 9).
Тут N∗2 = 0.9672, натомiсть при k = 0, N∗2 = 1.0. Тобто при iнтенсивностi експлуатацiї
k = 0.05, вiдбувається зменшення стацiонарного рiвня на 3.28%.

Рис. 8. Стiйкiсть нульового розв’язку рiвняння (13) при a = 0.5, b = 1, k = 0.05

Для визначення стiйкостi N∗2 обчислюємо мультиплiкатор

µ =
dF

dN

∣∣∣∣
N∗

2

=
a (b− 2N∗2 )

b+ (N∗2 )
3 − k.

З нерiвностi |µ| < 1 одержуємо умови стiйкостi N∗2 у виглядi

1 + 2k

(1 + k)2
< 3

b

a
<

3 + 2k

(1 + k)2
.

Для випадку, коли a = 2, b = 1, k = 0.05 |µ| = 0.05 < 1, що дає стiйкiсть N∗2 (рис. 9).
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Рис. 9. Стiйкiсть ненульового розв’язку N∗2 = 0.9672 при a = 2, b = 1, k = 0.05

Перiодичний розв’язок рiвняння (13) з перiодом T = 2 iснує, якщо система

Nt =
aNt+1

b+N3
t+1

− kNt+1 = ψ (Nt+1) ,

Nt+1 =
aNt

b+N3
t

− kNt = ψ (Nt) ,

або те ж саме, що рiвняння
Nt = ψ (ψ (Nt)) (14)

має два рiзних додатних розв’язки N∗1 6= N∗2 .
Це рiвняння є алгебраїчним рiвнянням дев’ятого порядку, яке аналiтично не розв’я-

зується. Тому шукаємо його коренi числовими методами на комп’ютерi.
Графiчний аналiз розв’язкiв рiвняння (14) при a = 1, b = 0.1, k = 0.05 наведено на

рис. 10.

Рис. 10. Графiчне розв’язування рiвняння (14) при a = 1, b = 0.1, k = 0.05. Коренi
рiвняння N∗ = 0.94815 – стацiонарне значення, N∗1 = 1.837915; N∗2 = 0.199450 –

перiодичний розв’язок з перiодом T = 2
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Як видно з графiка, що за умови

b

a
<

1

3

1 + 2k

(1 + k)2

рiвняння (13) має перiодичнi розв’язки з перiодом T = 2.
Зокрема, в нашому випадку перiодичний розв’язок складають два значення N∗1 =

0.19945 i N∗2 = 1.83793 (рис. 11а), причому вiн нестiйкий (рис. 11б), оскiльки мульти-
плiкатор

dF

dN

∣∣∣∣
N∗

1

· dF
dN

∣∣∣∣
N∗

2

= 2.5779 > 1.

a

b
Рис. 11. Графiки перiодичного розв’язку (T = 2) при a = 1, b = 0.1, k = 0.05: а –

N∗1 = 0.1995, N∗2 = 1.8379; б – його нестiйкiсть

Нестiйкий також стацiонарний розв’язок N∗ = 0.948152. Для нього мультиплiкатор
µ = 1.81945 > 1.

Перiодичнi розв’язки з перiодом T = 4 знаходили з рiвняння

x = ψ (ψ (ψ (ψ (x)))) . (15)
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Зокрема, при a = 1, b = 0.1, k = 0.05, побудувавши графiки правої та лiвої ча-
стини рiвняння (15) (рис. 12), знайдено перiодичний розв’язок з перiодом T = 4, який
складають числа 0.128817, 1.25473, 0.571842, 2.064309.

Рис. 12. Графiчний аналiз розв’язкiв рiвняння (15) при a = 1, b = 0.1, k = 0.05. Точки
перетину графiкiв: 0.128817, 0.199447, 0.541842, 0.948151, 1.254730, 1.837915, 2.064309

Мультиплiкатор цього розв’язку µ = 7.6214 > 1, що означає його нестiйкiсть (рис.
13). Хоча при k = 0 в цьому випадку iснував стiйкий перiодичний розв’язок з перiодом
T = 4 (рис. 14).

Рис. 13. Перiодичний розв’язок рiвняння (13) з перiодом T = 4 та його нестiйкiсть.
a = 1, b = 0.1, k = 0.05
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Рис. 14. Iснування та стiйкiсть перiодичного розв’язку з перiодом T = 4. (a = 1,
b = 0.1, k = 0) N∗1 = 0.3886, N∗2 = 1.5842, N∗3 = 0.1656, N∗4 = 2.4488

Розв’язки рiвняння (13) з перiодом T = 3 шукали з рiвняння

x = ψ (ψ (ψ (x))) ,

яке аналiзувалось теж графiчним методом (рис. 15).

Рис. 15. Графiчне розв’язування рiвняння N = ψ(ψ(ψ(N))) при a = 1, b = 0.1,
k = 0.05. Маємо єдиний розв’язок N∗ = 0.94815

У результатi комп’ютерних експериментiв не знайдено таких значень a, b, k, щоб
рiвняння (13) мало перiодичний розв’язок iз перiодом T = 3.

Зауважимо, що в експериментах отримано розв’язки рiвняння (13), якi мають хао-
тичну поведiнку, зокрема при a = 1, b = 0.1, k = 0.05, N0 = 0.3 (рис. 16).
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Рис. 16. Хаотична поведiнка розв’язкiв рiвняння (13) при a = 1, b = 0.1, k = 0.05,
N0 = 0.3

Як висновок правомiрно констатувати, що узагальнення моделi Скеллама (4), (13)
мають широкий спектр поведiнки розв’язкiв – вiд стацiонарних до перiодичних iз рi-
зним перiодом. Вони можуть бути як стiйкими, так i нестiйкими. При втратi стiйко-
стi розв’язкiв з перiодом T = 2m, з’являються стiйкi перiодичнi розв’язки з перiодом
T = 2m+1, m ≥ 1. У цих рiвняннях можливi хаотичнi поведiнки розв’язкiв. Характерно
те, що при експлуатацiї популяцiй може втрачатися стiйкiсть розв’язкiв, яка мала мi-
сце в моделях без збору врожаю. Такi моделi дозволяють кiлькiсно оцiнити допустимий
рiвень навантаження на бiологiчнi популяцiї, щоб зберегти їх iснування.
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Matsenko V.G. Analysis of Skellam-type models with periodic regimes, Bukovinian Math. Jour-

nal. 12 (2) (2024), 128–142.

Difference equations are used in order to model the dynamics of population with non-

overlapping generations. In the simplest case such equations have the form Nt+1 = f (Nt)Nt,

where Nt > 0 is the population size at a moment of time t, f (Nt) =
Nt+1

Nt
is a coefficient of

natural reproduction.

In Skellam’s model this coefficient has the form of a decreasing hyperbolic function: f (Nt) =
a

b + Nt
, a, b > 0. Parameter a here plays the role of the largest value of the reproduction

coefficient, and b describes the influence of self-regulating mechanisms on population dynamics.

For the Skellam’s model, both without harvesting and with harvesting, only regimes with

monotonic stabilization of the population size are observed. At the same time, as in other

discrete models, there are periodic and even chaotic solutions.

In this work, the following generalization of the Skellam model is proposed, which allows

the existence of periodic regimes.

Namely, a function is taken for f (Nt) =
a

b + N3
t

. This shows that at certain values of a

and b there are stable stationary states, that later lose stability, whereas with a corresponding

change in a and b, cycles of lengths 2, then 4, 8 appear. That is, there is a bifurcation of the

doubling of the cycle.

Periodic solutions with period 3 where not found, although the existence of chaotic solutions

was established. It has been established that stable periodic regimes during harvesting can lose

their stability.


