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ОПТИМАЛЬНЕ КЕРУВАННЯ В КРАЙОВIЙ ЗАДАЧI ДЛЯ

2B-ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ З IНТЕГРАЛЬНОЮ НЕЛОКАЛЬНОЮ

УМОВОЮ

Дослiджується задача вибору оптимального керування системою, що описується кра-
йовою задачею для 2b-параболiчних рiвнянь з iнтегральною нелокальною умовою i обме-
женим внутрiшнiм, межовим та стартовим керуванням. Критерiй якостi задається сумою
об’ємних та поверхневих iнтегралiв. За допомогою функцiї Грiна загальної крайової задачi
для 2b-параболiчного рiвняння встановлено iснування, єдинiсть та iнтегральне зображен-
ня розв’язкiв нелокальної крайової задачi для 2b-параболiчного рiвняння з iнтегральною
умовою за часовою змiнною. Знайдено оцiнки розв’язку нелокальної крайової задачi та йо-
го похiдних в гельдерових просторах. Одержанi результати використанi для встановлення
необхiдних i достатнiх умов iснування оптимального розв’язку систем, що описуються па-
раболiчною крайовою задачею з нелокальною iнтегральною умовою за часовою змiнною.
Розглянуто випадки обмежених внутрiшнiх, стартових та межових керувань.
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резольвента iнтегрального рiвняння.
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Вступ

Теорiя оптимального керування системами, що описуються рiвняннями з частинни-
ми похiдними, багата результатами i активно розвивається в наш час. Популярнiсть
такого роду дослiджень пов’язана з їх активним використанням при вирiшеннi проблем
природознавства, зокрема, гiдро- i газодинамiки, фiльтрацiї, дифузiї, фiзики тепла, те-
орiї бiологiчних популяцiй. Її основи вперше систематично описано в монографiї [1].
Важливi результати теорiї оптимального керування системами у випадку еволюцiйних
рiвнянь, що заданi на обмеженому часовому промiжку, отриманi, зокрема, у працях
[2, 3, 4, 5, 6].

УДК 517.956
2010 Mathematics Subject Classification: 35k35, 35k20.
Information on some grant ...

c⃝Пукальський I.Д., Яшан Б.О., 2024



Оптимальне керування в крайовiй задачi для 2b-параболiчних рiвнянь ... 201

У роботах [7, 8, 9, 10] вивчаються задачi оптимального керування системами, що
описуються нелiнiйними рiвняннями з частинними похiдними. Зокрема, у працi [10]
представленi аналiтичнi i чисельнi розв’язки задачi оптимального керування для ква-
зiлiнiйних параболiчних рiвнянь. Доведено iснування i єдинiсть розв’язку цiєї задачi.

Задачам вибору оптимального керування системами, що описуються параболiчними
крайовими задачами з обмеженим внутрiшнiм керуванням присвячено працi [11, 12, 13].
Функцiонали якостi визначаються обмеженими iнтегралами.

У цiй статтi розглядається задача вибору оптимального керування системою, що
описується крайовою задачею для 2b-параболiчного рiвняння з iнтегральною нелокаль-
ною умовою i обмеженим внутрiшнiм, межовим та стартовим керуванням. За допомо-
гою функцiї Грiна загальної крайової задачi для 2b-параболiчного рiвняння доведено
iснування єдиного розв’язку параболiчної задачi з iнтегральною умовою за часовою
змiнною. Одержанi результати використанi для встановлення необхiдних i достатнiх
умов iснування оптимального розв’язку системи, що описується параболiчною крайо-
вою задачею з нелокальною iнтегральною умовою за часовою змiнною i обмеженим
внутрiшнiм, стартовим та межовим керуванням. Критерiй якостi задається сумою об’-
ємних та поверхневих iнтегралiв.

1 Постановка задачi та основний результат

Нехай T , T1, T2, T3 – фiксованi додатнi числа, Tλ ≤ T , λ ∈ {1, 2, 3}. D – обмежена
область в Rn з межею ∂D, dimD = n. В областi Q = [0, T ) × D розглянемо задачу
знаходження функцiй (u, q), q = (q1, q2, q3), на яких функцiонал

I(q) =

T∫
0

dt

∫
D

F1 (t, x;u(t, x; q1(x), q2(x), q3(x)), q1(x)) dx+

+

T1∫
0

dt

∫
D

F2(t, x;u(t, x; q1(x), q2(x), q3(x)), q2(x))dx+

+

T2∫
0

dt

∫
∂D

F3(t, x;u(t, x; q1(x), q2(x), q3(x)), q3(x))dxS (1)

досягає мiнiмуму в класi функцiй q ∈ V =
{
q|q1 ∈ Cα(D), q2 ∈ C2b+α(D), q3 ∈

C2b−r+α(Γ), νλ1(x) ≤ qλ ≤ νλ2(x), iз яких u(t, x; q1(x), q2(x), q3(x)) задовольняє при (t, x) ∈
Q рiвняння

(Lu)(t, x) ≡

∂t − ∑
|k|≤2b

Ak(t, x)∂
k
x

u = f0(t, x; q1(x)), (2)

iнтегральну умову за часовою змiнною

u(0, x; q1(x), q2(x), q3(x)) +

T3∫
0

a(τ, x)u(τ, x; q1(x), q2(x), q3(x))dτ = φ(x; q2(x)), (3)
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а на межi областi Γ = [0, T ]× ∂D крайовi умови

lim
x→z∈∂D

(
Bu(µ) − fµ

)
(t, x) = lim

x→z∈∂D

∑
|k|≤rµ

b
(µ)
k (t, x)∂k

xu− fµ(t, x; q3(x))

 = 0, (4)

|k| = k1 + . . .+ kn, ∂k
x = ∂k1

x1
· · · ∂kn

xn
, µ = {1, . . . , b}, r = min

µ
rµ.

Будемо вважати виконаними такi умови:
а) коефiцiєнти рiвняння (1) Ak(t, x) ∈ C l+α(Q), a(t, x) ∈ C2b+α(Q), b(µ)k (t, x) ∈ C2b+l−rµ+α(Γ),

∂D ∈ C2b+α+l, l = 4b+ 1− 2τ i задача

(Lu)(tx) = f̃0(t, x), u(0, x) = φ̃(x), lim
x→z∈∂D

(
Bu(µ) − f̃µ

)
= 0

задовольняє в областi Q рiвномiрну умову параболiчностi та умову Я.Б. Лопатинського
[14];

б) функцiї φ(x; q2(x)) ∈ C2b+α(D), f0(t, x; q1(x)) ∈ Cα(Q), fµ(t, x; q3(x)) ∈ C2b−rµ+α(Γ),

lim
x→z∈∂D

[
fµ(0, x; q3(x)) +

T3∫
0

a(τ)fµ(τ, x; q3(x))dτ −Bµφ(x, q2(x))

]
, x ∈ ∂D;

в) f0(t, x; q1(x)) ≡ d0(t)g0(x; q1(x)), fµ(t, x; q3(x)) = dµ(t)gµ(x; q3(x)), F1(t, x;u; q1(x)),
F2(t, x;u; q2(x)), F3(t, x;u; q3(x)), φ(x; q2(x)) мають похiднi другого порядку за змiнними
(u; q1; q2; q3), якi належать, як функцiї змiнних (t, x), x вiдповiдно просторам Cα(Q),
C2b−rµ+α(Γ), C2b+α(D), ν1j ∈ Cα(Q), ν2j ∈ C2b+α(D), ν3j ∈ C2b−r+α(Γ), j ∈ {1, 2}.

За умов, накладених на коефiцiєнти рiвняння (2), крайових умов (4), iснує функцiя
Грiна (G0, G1, . . . , Gb) крайової задачi ([14], теорема 1)

(Lv)(t, x) = f0(t, x; q1(x)), v(0, x) = φ(x; q2(x)), lim
x→z∈∂D

(
Bv(µ) − fµ

)
(t, x) = 0, (5)

за допомогою якої розв’язок задачi (5) визначається формулою

v(t, x; q) =

t∫
0

dτ

∫
D

G0(t, x, τ, ξ)f0(τ, ξ; q1(ξ))dξ +

∫
D

G0(t, x; 0; ξ)φ(ξ, q2(ξ))dξ+

+
b∑

µ=0

t∫
0

dτ

∫
∂D

Gµ(t, x; τ ; ξ)fµ(τ, ξ; q3(ξ))dξS. (6)

При виконанi умов а), б) згiдно з теоремою 1 [14] iснує єдиний розв’язок задачi (5)
в просторi C2b+α(Q) при довiльних q ∈ V i для нього правильна оцiнка

∥v∥C2b+α(Q) ≤ c

(
∥f0∥Cα(Q) + ∥φ∥C2b+α(D) +

b∑
µ=1

∥fµ∥C2b−rµ+α(Γ)

)
. (7)

Правильна така теорема.



Оптимальне керування в крайовiй задачi для 2b-параболiчних рiвнянь ... 203

Теорема 1. Нехай виконанi умови а), б),
T3∫
0

|a(τ)|dτ
∫
D

|G0(t, x, 0, ξ)|dξ ≤ d < 1. Тодi

iснує функцiя Грiна
(
G⃗, E⃗

)
= (G0, G1, . . . , Gb;E0, E1, . . . , Eb; ) задачi (2)–(4) єдиний її

розв’язок зображається формулою

u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
D

G0(t, x, τ, ξ)f0(τ, ξ; q1(ξ))dξ +

∫
D

G0(t, x; 0; ξ)φ(ξ, q2(ξ))dξ+

+
b∑

µ=1

t∫
0

dτ

∫
∂D

Gµ(t, x; τ ; ξ)fµ(τ, ξ; q3(ξ))dξS +

T3∫
0

dτ

∫
D

E0(T3; t, x; τ, ξ)f0(τ, ξ; q1(ξ))dξ+

+

∫
D

E0(T3; t, x; 0; ξ)φ(ξ, q2(ξ))dξ +
b∑

µ=1

T3∫
0

dτ

∫
∂D

Eµ(T3; t, x; τ ; ξ)fµ(τ, ξ; q3(ξ))dξS

i для нього правильна оцiнка

∥u∥C2b+α(Q) ≤ c

(
∥f0∥Cα(Q) + ∥φ∥C2b+α(D) +

b∑
µ=1

∥fµ∥C2b−rµ+α(Γ)

)
. (8)

Доведення. Розв’язок задачi (2)–(4) шукаємо у виглядi

u(t, x; q) =

∫
D

G0(t, x, 0, ξ)u(0, ξ; q)dξ + v(t, x; q), (9)

де v(t, x; q) – розв’язок крайової задачi (5).
Задовольнивши iнтегральну умову (3), матимемо

u(0, x; q) +

T3∫
0

a(t)

∫
D

G0(t, x; 0, ξ)u(0, ξ; q)dξ

 dt = −
T3∫
0

a(t)v(t, x; q)dt ≡ F (x; q). (10)

Розв’язок iнтегрального рiвняння (10) шукаємо методом послiдовних наближень.
Враховуючи нерiвнiсть d < 1, одержуємо розв’язок iнтегрального рiвняння (10), для
якого правильна нерiвнiсть

|u(0, x; q)| ≤ c

1− d

(
∥f0∥C(Q) + ∥φ∥C(D) +

b∑
µ=1

∥fµ∥C(Γ)

)
.

Запишемо розв’язок iнтегрального рiвняння (10) у виглядi

u(0, x; q) = F (x, q) +

∫
D

R(x, y)F (y; q)dy, (11)



204 Пукальський I.Д., Яшан Б.О.

де R(x, y) – резольвента, яка задовольняє iнтегральне рiвняння

R(x, ξ) =

T2∫
0

a(t)G0(t, x, 0, ξ)dt−
∫
D

R(x, y)dy

T3∫
0

a(t)G0(t, y, 0, ξ)dt,

звiдки отримуємо оцiнку ∣∣∣∣∣∣
∫
D

R(x, ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣ ≤ d

1− d
.

Пiдставляючи у рiвнiсть (10) замiсть F (x, q) значення

F (x, q) = −
T2∫
0

a(t)

 t∫
0

dτ

∫
D

G0(t, x, τ, ξ)f0(τ, ξ; q1(ξ))dξ +

∫
D

G0(t, x, 0, ξ)φ(ξ; q2(ξ))dξ+

+
b∑

µ=1

t∫
0

dτ

∫
∂D

Gµ(t, x; τ ; ξ)fµ(τ, ξ; q3(ξ))dξS

 dt

i змiнюючи порядок iнтегрування, отримаємо

u(0, x; q) =

T3∫
0

dτ

∫
D

Γ0(T3, x, τ, ξ)f0(τ, ξ; q1)dξ +

∫
D

Γ0(T3, x, 0, ξ)φ(ξ; q2)dξ+

+
b∑

µ=1

T3∫
0

dτ

∫
∂D

Γµ(T2, x; τ ; ξ)fµ(τ, ξ; q3)dξS,

де

Γ0(T3, x, τ, ξ) = −
T3∫
τ

a(t)G0(t, x, τ, ξ)dt−
T3∫
τ

dt

∫
D

a(t)R(x, y)G0(t, y, τ, ξ)dy,

Γµ(T3, x, τ, ξ) = −
T3∫
τ

a(t)Gµ(t, x, τ, ξ)dt−
T3∫
τ

dt

∫
D

a(t)R(x, y)Gµ(t, y, τ, ξ)dy.

Пiдставляючи значення u(0, x; q) у рiвнiсть (9) та змiнюючи порядок iнтегрування,
отримаємо для розв’язку задачi (2)–(4) зображення

u(t, x, q) =

t∫
0

dτ

∫
D

G0(t, x, τ, ξ)f0(τ, ξ; q)dξ +

∫
D

G0(t, x, 0, ξ)φ(ξ; q2)dξ+

+
b∑

µ=1

t∫
0

dτ

∫
∂D

Gµ(t, x; τ ; ξ)fµdξS +

T3∫
0

dτ

∫
D

E0(T3, t, x, τ, y)f0(τ, y; q)dy+
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+

∫
D

E0(T3, t, x, 0, y)φ(y; q2)dy +
b∑

µ=1

T3∫
0

dτ

∫
∂D

Eµ(T3, t, x; τ ; y)fµdyS, (12)

де

Eµ(T3, t, x, τ, y) =

∫
D

G0(t, x, τ, ξ)Γµ(T3, ξ, τ, y)dξ.

Знайдемо оцiнку норми ∥u∥C2b+α(Q).
Враховуючи оцiнки компонент функцiї Грiна задачi (5) iз [14] i рiвняння (10), маємо

∥u(0, x; q)∥C2b+α(D) ≤ c

(
∥f0∥Cα(Q) + ∥φ∥C2b+α(D) +

b∑
µ=1

∥fµ∥C2b−rµ+α(Γ)

)
. (13)

На пiдставi теореми 1 iз [13], враховуючи властивостi функцiї G0(t, x, 0, ξ) i формулу
(9), знаходимо

∥u∥C2b+α(Q) ≤ c
(
∥u(0, x, q)∥C2b+α(D) + ∥v∥C2b+α(Q)

)
. (14)

Пiдставляючи (7), (13) в (14), одержимо оцiнку норми ∥u∥C2b+α(Q).

2 Задача оптимального керування

В областi Q розглянемо задачу (1)–(4). Будемо вважати, що виконанi умови a)-в).
Позначимо через

λ1(ξ) =

T∫
0

dt

t∫
0

d0(τ)dτ

∫
D

∂F1(t, x;u, q1)

∂u
G0(t, x, τ, ξ)dx+

T∫
0

dt

T3∫
0

d0(τ)dτ

∫
D

∂F1(t, x;u, q1)

∂u
×

×E0(T3, t, x, τ, ξ)dx+

T1∫
0

dt

t∫
0

d0(τ)dτ

∫
D

∂F2(t, x;u, q2)

∂u
G0(t, x, τ, ξ)dx+

+

T1∫
0

dt

T3∫
0

d0(τ)dτ

∫
D

∂F2(t, x;u, q2)

∂u
E0(T3, t, x, τ, ξ)dx+

+

T2∫
0

dt

t∫
0

d0(τ)dτ

∫
∂D

∂F3(t, x;u, q3)

∂u
G0(t, x, τ, ξ)dxS+

+

T2∫
0

dt

T3∫
0

d0(τ)dτ

∫
∂D

∂F3(t, x;u, q3)

∂u
E0(T3, t, x, τ, ξ)dxS.

λ2(ξ) =

T∫
0

dt

∫
D

∂F1(t, x;u, q1)

∂u
[G0(t, x, 0, ξ) + E0(T3, t, x, 0, ξ)] dx+
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+

T1∫
0

dt

∫
D

∂F2(t, x;u, q2)

∂u
[G0(t, x, 0, ξ) + E0(T3, t, x, 0, ξ)] dx+

+

T2∫
0

dt

∫
∂D

∂F3(t, x;u, q3)

∂u
[G0(t, x, 0, ξ) + E0(T3, t, x, 0, ξ)] dx,

Pµ(ξ) =

T∫
0

dt

t∫
0

dµ(τ)dτ

∫
D

∂F1(t, x;u, q1)

∂u
Gµ(t, x, τ, ξ)dx+

T∫
0

dt

T3∫
0

dµ(τ)dτ

∫
D

∂F1(t, x;u, q1)

∂u
×

×Eµ(T3, t, x, τ, ξ)dx+

T1∫
0

dt

t∫
0

dµ(τ)dτ

∫
D

∂F2(t, x;u, q2)

∂u
Gµ(t, x, 0, ξ)dx+

+

T1∫
0

dt

T3∫
0

dµ(τ)dτ

∫
D

∂F2(t, x;u, q2)

∂u
Eµ(T3, t, x, 0, ξ)dx+

+

T2∫
0

dt

t∫
0

dµ(τ)dτ

∫
∂D

∂F3(t, x;u, q3)

∂u
Gµ(t, x, τ, ξ)dxS+

+

T2∫
0

dt

T3∫
0

dµ(τ)dτ

∫
∂D

∂F3(t, x;u, q3)

∂u
Eµ(T3, t, x, τ, ξ)dxS,

H1(ξ, u, λ1, q1) = λ1(ξ)f0(ξ; q1(ξ)) +

T∫
0

F1(t, ξ;u, q1)dt,

H2(ξ, u, λ2, q2) = λ2(ξ)φ(ξ; q2(ξ)) +

T1∫
0

F2(t, ξ;u, q2)dt,

H3(ξ, u, P, q3) =
b∑

µ=1

Pµ(ξ)gµ(ξ, q3(ξ)) +

T2∫
0

F3(t, ξ;u, q3)dξ,

q(0) =
(
q
(0)
1 , q

(0)
2 , q

(0)
3

)
– оптимальне керування, u(t, x; q(0)) – оптимальний розв’язок за-

дачi (1)–(4).
Правильна така теорема.

Теорема 2. Нехай виконанi умови теореми 1 i умова в). Тодi
1) якщо DqlHl > 0, l ∈ {1, 2, 3}, то оптимальне керування q(0) = (ν11, ν21, ν31);
2) якщо DqlHl > 0, l ∈ {1, 2}, Dq3H3 < 0, то оптимальне керування q(0) = (ν11, ν21, ν32);
3) якщо Dq1H1 > 0, Dq2H2 < 0, Dq3H3 < 0, то оптимальне керування q(0) = (ν11, ν22, ν32);
4) якщо DqlHl < 0, l ∈ {1, 2, 3}, то оптимальне керування q(0) = (ν12, ν22, ν32);
5) якщо Dq1H1 < 0, Dq2H2 > 0, Dq3H3 > 0, то оптимальне керування q(0) = (ν12, ν21, ν31).
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Доведення. Розглянемо випадок 1). Нехай ∆q = (∆q1,∆q2,∆q3) – допустимий прирiст
керування q = (q1, q2, q3). Через ∆u = ∆q1u + ∆q2u + ∆q3u позначимо прирiст функцiї
u(t, x; q1, q2, q3). Тодi ∆qku в областi Q будуть розв’язками вiдповiдних крайових задач

(L∆qku)(t, x) = δk1r0(t)∆f0(x, q1),

B(∆qku)(x) = δk2∆φ(x, q2), (15)(
B(µ)∆qku

)
(t, x)

∣∣
Γ
= δk3∆fµ(x, q3)rµ(t),

де δki – символ Кронекера, i, k ∈ {1, 2, 3}.
За теоремою 1 iснує функцiя Грiна задачi (15) i прирости ∆qku зображаються фор-

мулами

∆q1u =

t∫
0

dτ

∫
D

G0(t, x, τ, ξ)∆f0(ξ, q1(ξ))r0(τ)dξ+

+

T3∫
0

dτ

∫
D

E0(T3, t, x, τ, ξ)∆f0(ξ; q1(ξ))r0(τ)dξ,

∆q2u =

∫
D

[G0(t, x, 0, ξ) + E0(T3, t, x, 0, ξ)]∆φ(ξ; q2(ξ))dξ, (16)

∆q3u =
b∑

µ=1

 t∫
0

dτ

∫
∂D

Gµ(t, x, τ, ξ)∆fµ(ξ, q3(ξ))rµ(τ)dξS+

+

T3∫
0

dτ

∫
∂D

Eµ(T3, t, x, τ, ξ)∆fµ(ξ, q3(ξ))rµ(τ)dξS

 .

Рoзглянемо прирiст функцiоналу

∆I(q) = ∆q1I(g) + ∆q2I(g) + ∆q3I(g). (17)

Скористаємось формулою Тейлора, тодi

∆qkI =

T∫
0

dt

∫
D

[
∂F1

∂u
∆qku+O

(
∥∆qku∥2

)
+ δk1

(
∂F1

∂q1
∆q1 +O

(
|∆q1|2

))]
dx+

+

T1∫
0

dt

∫
D

[
∂F2

∂u
∆qku+O

(
∥∆qku∥2

)
+ δk2

(
∂F2

∂q2
∆q2 +O

(
|∆q2|2

))]
dx+

+

T2∫
0

dt

∫
∂D

[
∂F3

∂u
∆qku+O

(
∥∆qku∥2

)
+ δk3

(
∂F3

∂q3
∆q3 +O

(
|∆q3|2

))]
dxS. (18)
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Пiдставляючи (10), (18) у (17) i змiнюючи при цьому порядок iнтегрування, знахо-
димо

∆I(q) =

∫
D

[
Dq1H1(ξ, u, λ1, q1)∆q1 + ∂q2H2(ξ, u, λ2, q2)∆q2 +O

(
|∆q1|2

)
+O

(
|∆q2|2

)]
dx+

+

∫
∂D

[
Dq3H3(ξ, u, λ3, q3)∆q3 +O

(
∥∆q3u∥2

)]
dxS.

Якщо qk = νk1(x) i DqkHk > 0, то при досить малих ∆qk маємо ∆I(q) > 0, k ∈ {1, 2, 3}.
Нехай q(0) – оптимальне керування, тобто ∆I(q) > 0. Перевiримо виконання умови

1) теореми 2. Якщо вирази Dq1H1, Dq2H2, Dq3H3 знакозмiннi величини, тобто Dq1H1 > 0

в D1 ⊂ D, Dq2H2 > 0 в D2 ⊂ D, Dq3H3 > 0 в Γ1 i Dq1H1 < 0 в D \ D1, Dq2H2 < 0 в
D \D2, Dq3H3 < 0 в ∂D \ Γ1, то використовуючи теорему про середнє значення, маємо

∆I(q) = Dq1H1(x
+, u+, λ+

1 , q
+
1 )

∫
D1

∆q1dx−
∣∣Dq1H1(x

−, u−, λ−
1 , q

−
1 )
∣∣ ∫
D\D1

∆q1dx+

+Dq2H2(x
+, u+, λ+

2 , q
+
2 )

∫
D2

∆q2dx−
∣∣Dq2H2(x

−, u−, λ−
2 , q

−
2 )
∣∣ ∫
D\D2

∆q2dx+

+Dq3H3(x
+, u+, λ+

3 , q
+
3 )

∫
Γ1

∆q3dxS −
∣∣Dq3H3(x

−, u−, λ−
3 , q

−
3 )
∣∣ ∫
∂D\Γ1

∆q3dxS+

+

∫
D

[
O
(
|∆q1|2

)
+O

(
|∆q2|2

)]
dx+

∫
∂D

O
(
|∆q3 |2

)
dxS.

При досить малих ∆qk знак ∆I визначається першими шiстьма доданками суми. Рi-
зниця перших двох i наступних пар двох доданкiв змiнює знак в залежностi вiд величин
mesD1, mes(D \D1), mesD2, mes(D \D2), mesΓ1, mes(∂D \ Γ1), ∆qk, k ∈ {1, 2, 3}. При
досить малих величинах mesD1 < 0, mesD2 < 0, mesΓ1 < 0 i ∆qk > 0 маємо ∆I(q) < 0

i навпаки ∆I(q) > 0, якщо малi величини mes(D \ D1), mes(D \ D2), mes(∂D \ Γ1) i
∆qk > 0. Отже, функцiонал I(q) не досягає мiнiмуму. Знаходження оптимального ке-
рування q(0) у iнших випадках, якi залежать вiд знаку величин DqkHk, k ∈ {1, 2, 3},
доводяться аналогiчно.

Нехай умови теореми 2 не виконанi.
Тодi правильна така теорема.

Теорема 3. Нехай виконанi умови теореми 1. Для того, щоб керування q(0) =
(
q
(0)
1 , q

(0)
2 , q

(0)
3

)
було оптимальним, необхiдно та достатньо, щоб виконувались умови:

1) функцiї Hl(ξ, u, λl, ql), l ∈ {1, 2}, H3(ξ, u, p, q3) за аргументами qk, k ∈ {1, 2, 3}
мають в точцi q(0)k мiнiмальнi значення;

2) для довiльного вектора
(
l
(1)
k , l

(2)
k

)
̸= 0 виконується нерiвнiсть

D2
uFk

(
t, x;u, q

(0)
k

)(
l
(1)
k

)2
+ 2DuDqkFk

(
t, x;u, q

(0)
k

)
l
(1)
k l

(2)
k +
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+D2
qk
Fk

(
t, x;u, q

(0)
k

)(
l
(2)
k

)2
> 0, k ∈ {1, 2, 3}.

Доведення теореми 3 проводиться за допомогою методики доведення теореми 2.14
iз [15].
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The theory of optimal control of systems described by equations with partial derivatives
is rich in results and is actively developing nowadays. The popularity of this kind of research
is connected with their active use in solving problems of natural science, in particular, hydro-
and gas dynamics, filtration, diffusion, heat physics, theory of biological populations.

The problem of choosing the optimal system control described by the boundary value
problem for 2b-parabolic equations with an integral non-local condition and limited internal,
boundary and starting control is investigated. The quality criterion is given by the sum of
volume and surface integrals. Using Green’s function of the general boundary value problem
for the 2b parabolic equation, the existence, uniqueness, and integral image of the solutions of
the nonlocal boundary value problem for the 2b parabolic equation with the integral condition
on the time variable have been established. Estimates of the solution of the nonlocal boundary
value problem and its derivatives in Hölder spaces are found. The obtained results are used
to establish the necessary and sufficient conditions for the existence of an optimal solution of
systems described by a parabolic boundary value problem with a nonlocal integral condition for
the time variable. The cases of limited internal, starting and boundary controls are considered.


