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НАПIВГРУПА СКIНЧЕННИХ ЧАСТКОВИХ ПОРЯДКОВИХ

IЗОМОРФIЗМIВ ОБМЕЖЕНОГО РАНГУ НЕСКIНЧЕННОЇ ЛIНIЙНО

ВПОРЯДКОВАНОЇ МНОЖИНИ

Ми вивчаємо алгебричнi властивостi напiвгрупи OIn(L) скiнченних часткових поряд-
кових iзоморфiзмiв рангу ≤ n нескiнченної лiнiйно впорядкованої множини (L,6). Зокре-
ма описано її iдемпотенти, природний частковий порядок та вiдношення Ґрiна на OIn(L).
Доведено, що напiвгрупа OIn(L) стiйка та мiстить щiльний ряд iдеалiв, а також, що всi
конґруенцiї на напiвгрупi OIn(L) є конґруенцiями Рiса.
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ковий iзоморфiзм, конґруенцiя, вiдношення Ґрiна, стiйка напiвгрупа.
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У цiй працi ми користуємося термiнологiєю з монографiй [3, 4, 10, 12].
Якщо визначене часткове вiдображення α : X ⇀ Y з множини X у множину Y , то

через domα i ranα будемо позначати його область визначення та область значень,
вiдповiдно, а через (x)α i (A)α — образи елемента x ∈ domα та пiдмножини A ⊆ domα

при частковому вiдображеннi α, вiдповiдно. Також через rankα будемо позначати ранг
часткового вiдображення α : X ⇀ Y , тобто rankα = | domα|.

Якщо S — напiвгрупа, то визначатимемо вiдношення Ґрiна R, L , D , H i J на S

так:

aRb тодi i лише тодi, коли aS1 = bS1;

aL b тодi i лише тодi, коли S1a = S1b;

aJ b тодi i лише тодi, коли S1aS1 = S1bS1;

D = L ◦ R = R ◦ L ;

H = L ∩ R.
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(див. означення в [3, §2.1] або [6]).
Вiдношення еквiвалентностi K на напiвгрупi S називається конґруенцiєю, якщо для

елементiв a i b напiвгрупи S з того, що виконується умова (a, b) ∈ K випливає, що
(ca, cb), (ad, bd) ∈ K, для всiх c, d ∈ S. Вiдношення (a, b) ∈ K також будемо записувати
aKb, i в цьому випадку будемо говорити, що елементи a i b є K-еквiвалентними. На
кожнiй напiвгрупi S iснують наступнi конґруенцiї: унiверсальна US = S×S та одинична
(дiагональ) ∆S = {(s, s) : s ∈ S}. Такi конґруенцiї називаються тривiальними. Кожен
двобiчний iдеал I напiвгрупи S породжує на нiй конґруенцiю Рiса: KI = (I × I) ∪∆S.

Надалi через E(S) позначатимемо множину iдемпотентiв напiвгрупи S. Напiвгрупа
iдемпотентiв називається в’язкою, а комутативна напiвгрупа iдемпотентiв — напiвґра-
ткою.

Якщо S — напiвгрупа, то на E(S) визначено частковий порядок: e 4 f тодi i лише
тодi, коли ef = fe = e. Так означений частковий порядок на E(S) називається природ-
ним.

Напiвгрупа S називається iнверсною, якщо для довiльного елемента s ∈ S iснує
єдиний елемент s−1 ∈ S такий, що ss−1s = s i s−1ss−1 = s−1 [2]. В iнверснiй напiвгрупi
S вище означений елемент s−1 називається iнверсним до s.

Означимо вiдношення 4 на iнверснiй напiвгрупi S так: s 4 t тодi i лише тодi, коли
s = te, для деякого iдемпотента e ∈ S. Так означений частковий порядок називається
природним частковим порядком на iнверснiй напiвгрупi S [2]. Очевидно, що звуження
природного часткового порядку 4 на iнверснiй напiвгрупi S на її в’язку E(S) є природ-
ним частковим порядком на E(S).

Через I (X) позначимо множину всiх часткових взаємнооднозначних перетворень
множини X разом з такою напiвгруповою операцiєю

x(αβ) = (xα)β якщо x ∈ dom(αβ) = {y ∈ domα : yα ∈ dom β}, для α, β ∈ Iλ.

Напiвгрупа I (X) називається симетричною iнверсною напiвгрупою або симетричним
iнверсним моноїдом над множиною X (див. [3]). Симетрична iнверсна напiвгрупа вве-
дена В. В. Вагнером у працях [1, 2] i вона вiдiграє важливу роль у теорiї напiвгруп.
Надалi, якщо для α, β ∈ I (X) виконуються умови domα ⊆ dom β i (x)β = (x)α для
довiльного x ∈ domα. то будемо писати α ⊆ β.

Надалi будемо вважати, що (L,6) — нескiнченна лiнiйно впорядкована множина.
Для елементiв x, y ∈ L умову x 6 y i x ̸= y записуватимемо так: x < y. Елемент α ∈
I (L) називається частковим порядковим iзоморфiзмом, якщо для довiльних x1, x2 ∈
domα з x1 6 x2 випливає (x1)α 6 (x2)α. Позаяк 6 — лiнiйний порядок на L, то для
α ∈ I (L) i для довiльних x1, x2 ∈ domα з (x1)α 6 (x2)α випливає x1 6 x2. Очевидно, що
композицiя часткових порядкових iзоморфiзмiв лiнiйно впорядкованої множини (L,6) є
частковим порядковим iзоморфiзмом, i обернене часткове вiдображення до часткового
порядкового iзоморфiзму є знову частковим порядковим iзоморфiзмом. Через OI(L)

позначимо напiвгрупу всiх часткових порядкових iзоморфiзмiв лiнiйно впорядкованої
множини (L,6). Очевидно, що OI(L) — iнверсна напiвгрупа симетричного iнверсного
моноїда I (L) над множиною L.
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Для довiльного натурального числа n визначимо

OIn(L) = {α ∈ OI(L) : | domα| ≤ n} .

Очевидно, що OIn(L) — iнверсна пiднапiвгрупа симетричного iнверсного моноїда OI(L)

над множиною L. Надалi напiвгрупу OIn(L) будемо називати напiвгрупою скiнчен-
них часткових порядкових iзоморфiзмiв рангу ≤ n лiнiйно впорядкованої множини
(L,6). Надалi якщо елемент α напiвгрупи OIn(L) вiдображає x1 у y1, . . ., xk у yk, де
x1, . . . xk, y1, . . . yk ∈ L, x1 < · · · < xk, y1 < · · · < yk, k ≤ n, то записуватимемо так;

α =

(
x1 · · · xk

y1 · · · yk

)
.

Порожнє часткове перетворення множини L будемо позначати символом 0. Очевидно,
що 0 — нуль напiвгрупи OIn(L).

Однiєю з класичних задач теорiї напiвгруп перетворень є дослiдження будови напiв-
групи перетворень множини, якi зберiгають структуру множини (геометрiю, частковий
порядок, топологiю), зокрема, коли цi перетворення є локальними, тобто частковими
еквiвалентностями (частковими iзометрiями, частковими порядковими iзоморфiзмами,
частковими гомеоморфiзмами, тощо) [5, 11]. У цiй працi ми дослiджуємо алгебричнi
властивостi напiвгрупи OIn(L) скiнченних часткових порядкових iзоморфiзмiв обме-
женого рангу лiнiйно впорядкованої множини (L,6). Зокрема описано її iдемпотенти,
природний частковий порядок та вiдношення Ґрiна на OIn(L). Доведено, що напiвгрупа
OIn(L) стiйка та мiстить щiльний ряд iдеалiв, а також, що всi конґруенцiї на напiвгрупi
OIn(L) є конґруенцiями Рiса.

Лема 1. Нехай (L,6) — нескiнченна лiнiйно впорядкована множина. Тодi для довiльно-
го натурального числа k i для довiльних x1, . . . xk, y1, . . . yk ∈ L таких, що x1 < · · · < xk,
y1 < · · · < yk iснує єдиний частковий порядковий iзоморфiзм α : L ⇀ L такий, що
domα = {x1, . . . xk}, ranα = {y1, . . . yk}. Бiльше того, частковий порядковий iзоморфiзм
α : L ⇀ L визначається так: (x1)α = y1, . . . , (xk)α = yk.

Доведення. Позаяк (L,6) — лiнiйно впорядкована множина, то кожна скiнченна пiд-
множина в (L,6) має найменший елемент. За iндукцiєю визначаємо частковий порядко-
вий iзоморфiзм α : L ⇀ L так: (x1)α = y1, . . . , (xk)α = yk. Позаяк множини {x1, . . . xk},
{y1, . . . yk} скiнченнi, то такий частковий порядковий iзоморфiзм α єдиний.

Нагадаємо [9], що напiвгрупа S називається стiйкою, якщо

(1) a, b ∈ S i з Sa ⊆ Sab випливає, що Sa = Sab,

(2) a, b ∈ S i з aS ⊆ baS випливає, що aS = baS.

Теорема 1. Нехай (L,6) — нескiнченна лiнiйно впорядкована множина. Тодi для до-
вiльного натурального числа n напiвгрупа OIn(L) є стiйкою.
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Доведення. Припустимо, що для деяких елементiв α, β ∈ OIn(L) виконується включен-
ня

αOIn(L) ⊆ βαOIn(L). (1)

Позаяк OIn(L) — iнверсна напiвгрупа, то за теоремою 1.17 з [3] маємо, що

αOIn(L) = αα−1OIn(L) i βαOIn(L) = βαα−1β−1OIn(L),

а отже,
αα−1OIn(L) ⊆ βαα−1β−1OIn(L). (2)

З включення (2) випливає, що domα ⊆ dom β i domα ⊆ ran β. З включення (1) маємо,
що iснує такий елемент γ ∈ OIn(L), що

α = βαγ. (3)

Нехай rankα = k ≤ n i domα = {x1, . . . , xk}, причому x1 < · · · < xk в (L,6). З
рiвностi (3) випливає, що (x1)β

−1 = x1, . . . , (xk)β
−1 = xk, оскiльки (L,6) — лiнiйно

впорядкована множина, α, β ∈ OIn(L) i x1 < · · · < xk в (L,6). Отже, отримуємо,
що (x1)β = x1, . . . , (xk) = xk, звiдки випливає рiвнiсть α = βα. Тодi, очевидно, що
αOIn(L) = βαOIn(L).

Доведення твердження, що з включення OIn(L)α ⊆ OIn(L)αβ для α, β ∈ OIn(L)

випливає рiвнiсть OIn(L)α = OIn(L)αβ, аналогiчне з точнiстю до дуальностi.

Твердження 1. (1) Ненульовий елемент α напiвгрупи OIn(L) є iдемпотентом тодi i
лише тодi, коли α — тотожне часткове перетворення.

(2) α 4 β в OIn(L) тодi i лише тодi, коли α ⊆ β.

(3) αRβ в OIn(L) тодi i лише тодi, коли domα = dom β.

(4) αL β в OIn(L) тодi i лише тодi, коли ranα = ran β.

(5) αH β в OIn(L) тодi i лише тодi, коли α = β.

(6) αDβ в OIn(L) тодi i лише тодi, коли | domα| = | dom β|.

(7) D = J в OIn(L).

Доведення. Твердження (1) i (2) випливають з означення напiвгрупи OIn(L) та опи-
сання iдемпотентiв симетричного iнверсного моноїда I (L) i природного часткового
часткового порядку на ньому (див. [10, пiдроздiли 1.1 i 3.2]).

Твердження (3) i (4) випливають з означень вiдношень Ґрiна R i L на I (L) i
твердження 3.2.11 з [10].

Твердження (5) випливає з тверджень (3), (4) i леми 1.
(6) Нехай αDβ в OIn(L). Тодi iснує частковий порядковий iзоморфiзм γ ∈ OIn(L)

такий, що αRγ i γL β. З тверджень (3) i (4) випливає, що domα = dom γ i ran γ = ran β.
Позаяк β i γ — частковi бiєкцiї, то

| domα| = | dom γ| = | ran γ| = | ran β| = | dom β|.
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Припустимо, що | domα| = | dom β| для деяких α, β ∈ OIn(L), i нехай

α =

(
x1 · · · xk

y1 · · · yk

)
i β =

(
u1 · · · uk

v1 · · · vk

)
,

для деяких x1, . . . xk, y1, . . . yk, u1, . . . uk, v1, . . . vk ∈ L, x1 < · · · < xk, y1 < · · · < yk,
u1 < · · · < uk, v1 < · · · < vk, k ≤ n. Приймемо

γ =

(
y1 · · · yk
u1 · · · uk

)
.

З тверджень (3) i (4) випливає, що αL γ i γRβ в OIn(L), а отже, αDβ в OIn(L).
(7) За теоремою 1 з [9] у стiйких напiвгрупах вiдношення Ґрiна D i J збiгаються.

Далi скористаємося теоремою 1.

Нагадаємо [10], що iнверсна напiвгрупа S називається комбiнаторною, якщо кожен
її H -клас є одноелементною множиною. З твердження 1(5) випливає

Наслiдок 1. OIn(L) — комбiнаторна iнверсна напiвгрупа.

Також з висловлень (6) i (7) твердження 1 випливає такий наслiдок.

Наслiдок 2. Нехай n — довiльне натуральне число. Тодi сiм’я

{Ik = OIk(L) : k = 0, 1, . . . , n}

мiстить усi двобiчнi iдеали напiвгрупи OIn(L).

Лема 2. Нехай C — конґруенцiя на напiвгрупi OIn(L). Якщо αC0 для деякого α ∈
OIn(L), то αCβ для всiх β ∈ OIn(L) таких, що rank β ≤ rankα.

Доведення. Розглянемо можливi випадки:

(1) rank β = rankα;

(2) rank β < rankα i β 4 α;

(3) rank β < rankα i β ̸4 α.

(1) Якщо rankβ = rankα, то | dom β| = | ran β| = | ranα| = | domα|. За лемою 1
iснують частковi порядковi iзоморфiзми γ, δ ∈ OIn(L) такi, що dom β = dom γ, ran γ =

domα, dom δ = ranα i ran δ = ran β. Тодi маємо, що β = γαδCγ0δ = 0, а отже, βC0 i
βCα.

(2) Якщо rank β < rankα i β 4 α, то за лемою 1.4.6 з [10] β = ββ−1αCββ−10, а отже,
βC0 i βCα.

(3) Припустимо, що rank β < rankα i β ̸4 α. Нехай A — пiдмножина в domα така,
що |A| = rank β < rankα. Позначимо через ε тотожне вiдображення на множинi A.
Тодi εα 4 α i rank(εα) = rank β. З випадку (1) випливає, що εαCαC0, i за випадком (2)
маємо, що εαCβ, а отже, αCβ.
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Лема 3. Нехай C — конґруенцiя на напiвгрупi OIn(L) i αCβ для деяких рiзних α, β ∈
OIn(L) таких, що β 4 α. Тодi αCγ для всiх γ ∈ OIn(L) таких, що rank γ ≤ rankα.

Доведення. Позаяк OIn(L) — iнверсна напiвгрупа, то з тверджень 2.3.4(1) i 1.4.7(4)
монографiї [10] випливає, що αα−1Cββ−1 i αα−1 4 ββ−1. Також, rankαα−1 = rankα i
rank ββ−1 = rank β. Отже, не зменшуючи загальностi, можемо вважати, що α i β —
iдемпотенти напiвгрупи OIn(L).

Припустимо, що rankα = k для деякого натурального числа k ≤ n. Якщо rank β = 0,
то скористаємося лемою 2. Тому надалi будемо вважати, що p = rank β ̸= 0 i p < k.

Спочатку припустимо, що p = k − 1 i domα = {x1, . . . , xk}. Позначимо β1 = β.
Позаяк L — лiнiйно впорядкована множина, то за лемою 1 iснує частковий порядковий
iзоморфiзм ι1 ∈ OIn(L) такий, що dom ι1 = dom β1 i ran ι1 = domα \ {y1}, де y1 =

maxdom β1. Тодi ι1αι−1
1 = β1 i ι1β1ι

−1
1 ̸= β1. Елемент ι1β1ι

−1
1 є iдемпотентом, оскiльки

ι1β1ι
−1
1 ι1β1ι

−1
1 = ι1ι

−1
1 ι1β1β1ι

−1
1 = ι1β1ι

−1
1 .

Також, позаяк dom ι1 = dom β1, то β1ι1 = ι1, звiдки випливає, що β1ι1β1ι
−1
1 = ι1β1ι

−1
1 , а

отже, ι1β1ι
−1
1 4 β. Оскiльки αCβ = β1, то β2 = ι1β1ι

−1
1 Cι1αι

−1
1 = β1, а отже, β2Cβ1Cα. З

визначення елемента β2 ∈ OIn(L) випливає, що

rank β2 = rank β1 − 1 = k − 2.

Далi за iндукцiєю для довiльного m = 2, . . . , k побудуємо послiдовностi елементiв
ιm ∈ OIn(L) та iдемпотентiв βm+1 ∈ OIn(L), якi задовольняють умови

(1) ιmβm−1ι
−1
m = βm i ιmβmι

−1
m ̸= βm;

(2) βm+1 = ιmβmι
−1
m Cα;

(3) βm+1 4 βm;

(4) rank βm+1 = k −m− 1.

Оскiльки L — лiнiйно впорядкована множина, то за лемою 1 iснує частковий порядковий
iзоморфiзм ιm ∈ OIn(L) такий, що dom ιm = dom βm i ran ιm = dom βm−1 \{ym}, де ym =

maxdom βm. Тодi ιmβm−1ι
−1
m = βm i ιmβmι

−1
m ̸= βm. Елемент ιmβmι

−1
m є iдемпотентом,

оскiльки
ιmβmι

−1
m ιmβmι

−1
m = ιmι

−1
m ιmβmβmι

−1
m = ιmβmι

−1
m .

Також, позаяк dom ιm = dom βm, то βmιm = ιm, звiдки випливає, що βmιmβmι
−1
m =

ιmβmι
−1
m , а отже, ιmβmι

−1
m 4 βm. Оскiльки αC · · ·Cβm−1Cβm, то

βm+1 = ιmβmι
−1
m Cιmβm−1ι

−1
m = βm,

а отже, βm+1CβmC · · ·Cα. З визначення елемента βm+1 ∈ OIn(L) випливає, що

rank βm+1 = rank βm − 1 = k −m− 1.
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За вище викладеною побудовою маємо, що rank βk = 0, а отже, βk = 0 — нуль
напiвгрупи OIn(L). Отже, отримали, що αC0. Далi скористаємося лемою 2.

Припустимо, що p < k − 1. Тодi iснує елемент x ∈ L такий, що x ∈ domα \ dom β.
Нехай ε — тотожне перетворення множини domα \ {x}. Очевидно, що β 4 ε 4 α i
rank ε = rankα − 1. Тодi ε = εαCεβ = β, а отже, εCβ. Звiдки випливає, що εCα. Далi
скористаємося попередньо доведеним фактом.

Лема 4. Нехай C — конґруенцiя на напiвгрупi OIn(L) i αCβ для деяких рiзних α, β ∈
OIn(L). Тодi αCγ для всiх γ ∈ OIn(L) таких, що rank γ ≤ max{rankα, rank β}.

Доведення. Позаяк OIn(L) — iнверсна напiвгрупа, то за твердженнями 2.3.4(1) i 1.4.7(4)
з [10] маємо, що αα−1Cββ−1 i αα−1 4 ββ−1. Також, rankαα−1 = rankα i rank ββ−1 =

rank β. Отже, не зменшуючи загальностi, можемо вважати, що α i β — iдемпотенти
напiвгрупи OIn(L).

Позаяк α = ααCαβCββ = β, то αCαβCβ. З умови α ̸= β випливає, що αβ 4 α i
αβ 4 β. Далi скористаємося лемою 3.

Теорема 2. Нехай (L,6) — нескiнченна лiнiйно впорядкована множина. Для довiль-
ного натурального числа n кожна конґруенцiя на напiвгрупi OIn(L) є конґруенцiєю
Рiса.

Доведення. Нехай α — елемент напiвгрупи OIn(L) з rankα = k ≤ n такий, що викону-
ються умови:

(1) iснує елемент β ̸= α напiвгрупи OIn(L) з rank β ≤ rankα такий, що αCβ;

(2) для довiльного γ ∈ OIn(L) з rank γ > k елемент γ C-еквiвалентний лише γ у
випадку, коли k < n.

За лемою 4 усi елементи iдеала Ik = OIk(L) напiвгрупи OIn(L) є C-еквiвалентними,
а отже, конґруенцiя C породжена iдеалом Ik. Очевидно, що одинична та унiверсальна
конґруєцiї є конґруенцiями Рiса на OIn(L), оскiльки вони породженi iдеалами I0 = 0 i
In = OIn(L), вiдповiдно.

Зауваження 1. У працi [8] доведено, що на напiвгрупi I n
ω (

−−→conv) усiх часткових поряд-
ково-опуклих iзоморфiзмв лiнiйно впорядкованої множини (ω,≤) рангу 6 n вiдношення
Ґрiна D i J збiгаються, i крiм того, кожна конґруенцiя на I n

ω (
−−→conv) є конґруенцiєю

Рiса. Очевидно, що для довiльного натурального числа n напiвгрупа I n
ω (

−−→conv) є пiдна-
пiвгрупою в OIn(ω).

Нагадаємо [7], що нескiнченна пiдмножина D напiвгрупи S називається ω-нестiй-
кою, якщо sB ∪ Bs * D для довiльних s ∈ D i нескiнченої пiдмножини B у D. Будемо
говорити, що напiвгрупа S має щiльний ряд iдеалiв J0 ⊆ J1 ⊆ · · · ⊆ Jm, m ∈ N, якщо
J0 — скiнченний iдеал в S i Jk \ Jk−1 — ω-нестiйка пiдмножина в S для довiльного
k = 1, . . . ,m.

Надалi через I0 ⊆ I1 ⊆ · · · ⊆ In позначатимемо ряд iлеалiв, визначений у формулю-
ваннi наслiдку 2. Очевидно, що I0 = {0}. Також з твердження 1 i наслiдку 2 випливає,
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що нескiнченна множина Ik \ Ik−1 є D-класом напiвгрупи OIn(L), що складається з
елементiв рангу k. Отже, для довiльного елемента α ∈ Ik \ Ik−1 i довiльної нескiнчен-
ної множини B ⊆ Ik \ Ik−1 iснує елемент β ∈ Ik \ Ik−1 такий, що dom β ̸= ranα або
domα ̸= ran β. З вище наведених мiркувань i визначення напiвгрупової операцiї на
OIn(L) випливає, що {αβ, βα} * Ik \ Ik−1, а отже, Ik \ Ik−1 — ω-нестiйка пiдмножина в
напiвгрупi OIn(L) для довiльного k = 1, . . . , n. Отож, ми довели таке твердження

Твердження 2. I0 ⊆ I1 ⊆ · · · ⊆ In — щiльний ряд iдеалiв у OIn(L) для довiльного
натурального числа n.

Вiдомо, що напiвгрупи зi щiльними рядами iдеалiв зберiгаються скiнченними пря-
мими добутками та гомоморфiзмами, для яких кожен елемент з образу має скiнченний
прообраз [7].

Теорема 3. Нехай (L,6) — нескiнченна лiнiйно впорядкована множина, n — довiльне
натуральне число, S — напiвгрупа та h : OIn(L) → S — неанулюючий гомоморфiзм.
Тодi гомоморфний образ (OIn(L))h — напiвгрупа зi щiльними рядами iдеалiв.

Доведення. Твердження теореми очевидне у випадку, коли h : OIn(L) → S — iн’єктив-
ний гомоморфiзм. Позаяк h : OIn(L) → S — неанулюючий гомоморфiзм i за теоремою 2
кожна конґруенцiя на напiвгрупi є конґруенцiєю Рiса, то iснує натуральне число k ≤ n

таке, що виконуються такi умови:

(1) (α)h = (β)h для довiльних α, β ∈ Ik;

(2) (γ)h ̸= (δ)h для довiльних рiзних γ, δ ∈ OIn(L) \ Ik.

Отож, отримуємо, що гомоморфний образ (Ik)h — нуль напiвгрупи (OIn(L))h, а також,
що звуження h�OIn(L)\Ik : OIn(L)\Ik → S гомоморфiзму h є iн’єктивним вiдображенням.
З останньої умови випливає, що множина (Im)h \ (Im−1)h — ω-нестiйка пiдмножина в
напiвгрупi (OIn(L))h для довiльного m = k+1, . . . , n. Справдi, для довiльних елементiв
a, b ∈ (Im)h\(Im−1)h (m = k+1, . . . , n), їхнi повнi прообрази (a)h−1 i (b)h−1 є одноелемент-
ними пiдмножинами в напiвгрупi OIn(L). Нехай α = (a)h−1 i β = (b)h−1. Тодi α, β ∈ Im\
Im−1, i з визначення напiвгрупової операцiї на OIn(L) випливає, що {αβ, βα} * Im\Im−1.
Звiдси, врахувавши умови (1) i (2), отримуємо, що виконується хоча б одна з умов або

ab = (α)h(β)h = (αβ)h /∈ (Im)h \ (Im−1)h,

або
ba = (β)h(α)h = (βα)h /∈ (Im)h \ (Im−1)h,

тобто (Im)h \ (Im−1)h — ω-нестiйка пiдмножина в (OIn(L))h для m = k+1, . . . , n. Отже,
виконується твердження теореми.

Подяка

Автори висловлюють щиру подяку рецензентовi за цiннi поради та зауваження.



68 Гутiк О.В., Щипель М.Р.

Список лiтератури

[1] Wagner V.V. To the theory of partial transformations. DAN USSR, 1952, 84, 653–656. (in Russian)

[2] Wagner V.V. Generalized groups. DAN USSR, 1952, 84, 1119–1122. (in Russian)

[3] Clifford A.H., Preston G.B. The Algebraic Theory of Semigroups, Vol. I, Amer. Math. Soc. Surveys 7,
Providence, R.I., 1961.

[4] Clifford A.H., Preston G.B. The Algebraic Theory of Semigroups, Vol. II, Amer. Math. Soc. Surveys 7,
Providence, R.I., 1967.

[5] Gluskin L.M., Schein B.M., Shneperman L.B., Yaroker I.S. Addendum to “A survey of semigroups of
continuous selfmaps”. Semigroup Forum, 1977, 14, 95–125. doi:10.1007/BF02194658

[6] Green J.A. On the structure of semigroups. Ann. Math. Ser. 2, 1951, 54 (1), 163–172.
doi:10.2307/1969317
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Надiйшло 04.11.2024

Gutik O.V., Shchypel M.R. The semigroup of finite partial order isomorphisms of a bounded
rank of an infinite linearly ordered set, Bukovinian Math. Journal. 12, 2 (2024), 60–68.

One of the classical problems of the theory of semigroups of transformations is the study of
the structure of the semigroup of transformations of a set that preserve the structure of the set
(geometry, partial order, topology), in particular, when these transformations are local, that is,
partial equivalences (partial isometries, partial order isomorphisms, partial homeomorphisms,
partial diffeomorphisms, etc.). We study algebraic properties of the semigroup OIn(L) of finite
partial order isomorphisms of the rank ≤ n of an infinite linearly ordered set (L,6). In parti-
cular we describe its idempotents, the natural partial order and Green’s relations on OIn(L).
It is proved that the semigroup OIn(L) is stable and it contains tight ideal series. Moreover, we
show that the semigroup OIn(L) admits only Rees’ congruences and every its homomorphic
image is a semigroup with tight ideal series.


