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ПРО ФУНДАМЕНТАЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧI КОШI ДЛЯ
УЛЬТРАПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ КОЛМОГОРОВА З

ВИРОДЖЕННЯМ НА ПОЧАТКОВIЙ ГIПЕРПЛОЩИНI

Для ультрапараболiчного рiвняння типу Колмогорова iз залежними вiд частини просторо-
вих змiнних коефiцiєнтами i виродженнями на початковiй гiперплощинi побудовано класич-
ний фундаментальний розв’язок задачi Кошi й одержано оцiнки його похiдних та їх приростiв.

The classical fundamental solution of the Cauchy problem for a ultra-parabolic equation of
Kolmogorov type with coefficients depend on part of spatial variables and with degenerations
on the initial hyperplane is constructed. Estimates of one’s derivatives and their differences are
obtained.

Вступ. У працях [1–9] (див. також [10,
c. 162–172]) розглядались рiвняння вигляду(

α(t)∂t − β(t)A(t, x, ∂x)− a0(t, x)
)
u(t, x) =

= f(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ] := (0, T ]× Rn, (1)

за таких припущень: α i β – неперервнi на
вiдрiзку [0, T ] функцiї, для яких α(t) > 0,
β(t) > 0 при t ∈ (0, T ], α(0)β(0) = 0 i β мо-
нотонно неспадна; диференцiальний вираз
∂t − A(t, x, ∂x) − a0(t, x) рiвномiрно парабо-
лiчний за Петровським чи за Ейдельманом,
його коефiцiєнти обмеженi, неперервнi за t
i гельдеровi за x у шарi Π[0,T ]. Цi рiвняння
мають виродження при t = 0, якi класифi-
куються за величинами

A(t, τ) :=

t∫
τ

dθ

α(θ)
i B(t, τ) :=

t∫
τ

β(θ)

α(θ)
dθ.

Так, у випадку, коли A(T, 0) < +∞, рiв-
няння (1) мають слабке виродження, а коли
A(T, 0) = +∞, то – сильне. Якщо A(T, 0) =
+∞ i B(T, 0) = +∞, то маємо випадок дуже
сильного виродження.

Для рiвняння (1) не завжди можна роз-
глядати задачу Кошi з початковими даними

при t = 0 у звичайнiй постановцi. Але мож-
на говорити про фундаментальний розв’я-
зок задачi Кошi (ФРЗК) як про таку функ-
цiю Z(t, x; τ, ξ), 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn,
що формула

u(t, x) =

∫
Rn

Z(t, x; τ, ξ)φ(ξ) dξ, (t, x) ∈ Π(τ,T ],

визначає розв’язок однорiдного рiвняння
(1), який задовольняє умову u

∣∣
t=τ

= φ для
будь-якого τ ∈ (0, T ) i довiльної неперервної
та обмеженої функцiї φ.

В указаних вище працях для рiвняння
(1) побудовано ФРЗК, встановлено його вла-
стивостi, за допомогою яких дослiджено ко-
ректну розв’язнiсть рiвнянь зi звичайними
початковими умовами у випадку слабкого
виродження i без початкових умов, якщо ви-
родження сильне.

Цi результати узагальнено в працях
[11–13] на випадок вироджених параболiч-
них рiвнянь типу Колмогорова, коефiцiєнти
яких не залежать вiд просторових змiнних.
Наведемо вигляд таких рiвнянь для випад-
ку однiєї групи змiнних виродження.

Нехай n, n1 i n2 – заданi натуральнi числа
такi, що n1 ≥ n2 ≥ 1 i n = n1+n2. Вважаємо,
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що просторова змiнна x ∈ Rn складається з
двох груп змiнних: основної групи x1 ∈ Rn1

i групи змiнних виродження x2 ∈ Rn2 , де
xj := (xj1, . . . , xjnj

) ∈ Rnj , j ∈ {1, 2}, так що
x := (x1, x2). В [11–13] розглянуто рiвняння
типу

(
α(t)∂t − β(t)

( n2∑
j=1

x1j∂x2j
+ A(t, ∂x1)

)
−

−a0(t)
)
u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ],

(2)

де A(t, ∂x1) – диференцiальний вираз з непе-
рервними на [0, T ] коефiцiєнтами такий, що
вираз ∂t − A(t, ∂x1) є рiвномiрно параболiч-
ним за Петровським чи за Ейдельманом у
шарi Π1

[0,T ] := [0, T ]× Rn1 .
У цiй статтi ми робимо наступний крок

в узагальненнi вищезгаданих результатiв, а
саме будуємо ФРЗК для рiвняння другого
порядку типу (2), в якому коефiцiєнти зале-
жать не лише вiд t, але й вiд просторових
змiнних з основної групи x1. Зазначимо, що
для такого рiвняння тiльки без вироджен-
ня на початковiй гiперплощинi побудовано
класичний ФРЗК та одержано точнi оцiнки
його похiдних в статтi [14].

1. Припущення та допомiжнi твер-
дження. Крiм запроваджених у вступi
позначень, використовуватимемо ще такi:
m1 := 1/2, m2 := 3/2, M := m1n1 + m2n2;
∂k
x := ∂k1

x1
∂k2
x2

, k := (k1, k2) i x := (x1, x2), де
kj ∈ Znj

+ , xj ∈ Rnj , j ∈ {1, 2};
∆z

xf(·, x, ·) := f(·, x, ·)− f(·, z, ·),
∆zs

xs
f(·, x, ·) := ∆z(s)

x f(·, x, ·), s ∈ {1, 2},
z(1) := (z1, x2), z(2) := (x1, z2);
X(t, τ) := (X1(t, τ), X2(t, τ)), X1(t, τ) := x1,
X2(t, τ) := x2+B(t, τ)x̂1, x̂1 := (x11, . . . , x1n2),
Z(s)(t, τ) := X(t, τ)

∣∣∣
xs=zs

, s ∈ {1, 2}.

Розглядатимемо рiвняння вигляду

Lu(t, x) := (S − A(t, x1, ∂x1))u(t, x) = 0,

(t, x) ∈ Π(0,T ], (3)

де

S := α(t)∂t − β(t)

n2∑
j=1

x1j∂x2j
,

A(t, x1, ∂x1) := A0(t, x1, ∂x1) + A1(t, x1, ∂x1),

A0(t, x1, ∂x1) := β(t)

n1∑
j,l=1

ajl(t, x1)∂x1j
∂x1l

+

+a0(t, x1),

A1(t, x1, ∂x1) := β(t)

n1∑
j=1

aj(t, x1)∂x1j
.

Будемо припускати, що коефiцiєнти ajl,
aj i a0 є комплекснозначними функцiями в
Π1

[0,T ], якi задовольняють такi умови:
1) вони є обмеженими й неперервними за

t та iснує така стала δ > 0, що для довiльних
(t, x1)∈Π1

[0,T ] i σ1:=(σ11, . . . , σ1n1)∈Rn1 справ-
джується нерiвнiсть

Re
n1∑

j,l=1

ajl(t, x1)σ1jσ1l ≥ δ|σ1|2;

2) вони є гельдеровими за x1 у такому
сенсi:

∃H > 0 ∃ γ ∈ (0, 1) ∀{(t, x1), (t, z1)} ⊂ Π1
[0,T ] :

|∆z1
x1
a(t, x1)| ≤ H|x1 − z1|γ,

де a – будь-який iз коефiцiєнтiв ajl, aj i a0.
Використовуватимемо такi оцiнюючi

функцiї:

E(j)
c (t, τ, zj) := exp{−c(B(t, τ))1−2j|zj|2},

t > τ, zj ∈ Rnj , j ∈ {1, 2};
Ec(t, τ, x, ξ) := E(1)

c (t, τ,X1(t, τ)− ξ1)×
×E(2)

c (t, τ,X2(t, τ)− ξ2), t > τ, {x, ξ} ⊂ Rn;

Fc(t, τ, x, ξ) := exp{−c[(4B(t, τ))−1|x1 − ξ1|2+
+3(B(t, τ))−3|x2 + 2−1B(t, τ)(x̂1 + ξ̂1)− ξ2|2]},

t > τ, {x, ξ} ⊂ Rn,

Ed
c (t, τ, x, ξ) := Ec(t, τ, x, ξ)E

d(t, τ),

F d
c (t, τ, x, ξ) := Fc(t, τ, x, ξ)E

d(t, τ),

Ed(t, τ) := exp{dA(t, τ)},
t > τ, {x, ξ} ⊂ Rn, d ∈ R, (4)

де c > 0.
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Потрiбнi властивостi цих функцiй опису-
ються в наступнiй лемi, яка доводиться ана-
логiчно до леми 1 з [14].

Лема 1. Функцiї (4) мають такi вла-
стивостi :

Ec(t, τ, x, ξ) ≤ Fc1(t, τ, x, ξ) ≤ Ec2(t, τ, x, ξ),

t > τ, {x, ξ} ⊂ Rn, 0 < c2 < c1 < c; (5)

(B(t, τ))−M

∫
Rn2

Ec(t, τ, x, ξ)dξ2 ≤

≤ C(B(t, τ)−m1n1E(1)
c (t, τ, x1 − ξ1),

t > τ, x ∈ Rn, {x1, ξ1} ⊂ Rn1 ; (6)

(B(t, τ))−m1n1

∫
Rn1

E(1)
c (t, τ, x1 − ξ1)dξ1 = C,

t > τ, x1 ∈ Rn1 ; (7)

(B(t, τ))−M

∫
Rn

Ec(t, τ, x, ξ)dξ = C,

t > τ, x ∈ Rn; (8)

E(1)
c (t, θ, x1 − λ1)E

(1)
c (θ, τ, λ1 − ξ1) ≤

≤ E(1)
c (t, τ, x1 − ξ1),

0 < τ < θ < t, {x1, λ1, ξ1} ⊂ Rn1 ; (9)

(B(t, θ)B(θ, τ))−M

∫
Rn

Ec(t, θ, x, λ)×

×Ec(θ, τ, λ, ξ)dλ ≤ C(B(t, τ))−MEc0(t, τ, x, ξ),

0 < τ < θ < t, {x, ξ} ⊂ Rn; (10)

|x1 − ξ1|γE(1)
c (t, τ, x1 − ξ1) ≤

≤ C(B(t, τ))m1γE(1)
c0

(t, τ, x1 − ξ1),

t > τ, {x1, ξ1} ⊂ Rn1 ; (11)
|Xs(t, τ)− ξs|γEc(t, τ, x, ξ) ≤
≤ C(B(t, τ))msγEc0(t, τ, x, ξ),

t > τ, {x, ξ} ⊂ Rn, s ∈ {1, 2}; (12)
Ec(θ, τ,X(t, θ), ξ) ≤ Ec(t, τ, x, ξ),

0 < τ < θ < t, {x, ξ} ⊂ Rn; (13)

Ec(θ, τ, (λ1, X2(t, θ)), ξ) ≤ E(1)
c (θ, τ, λ1 − ξ1)×

×E
(1)
−c (t, θ, x1 − ξ1)E

(2)
c/2(t, τ,X2(t, τ)− ξ2),

B(t, t1) = B(t1, τ), t1 < θ < t,

{x, ξ} ⊂ Rn, λ1 ∈ Rn1 , (14)

де C, c i c0 – додатнi сталi, причому c0 < c.

2. Параметрикс та його властивостi.

Розглянемо рiвняння(
S − A0(t, y1, ∂x1)

)
u(t, x) = 0,

(t, x) ∈ Π(0,T ], y1 ∈ Rn1 , (15)

з коефiцiєнтами, залежними лише вiд t i па-
раметра y1. Для цього рiвняння за умов 1
i 2 так само, як у [10–12], доводиться iсну-
вання ФРЗК G(t, x; τ, ξ; y1), 0 < τ < t ≤ T ,
{x, ξ} ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1 , для якого справджу-
ються оцiнки

|∂k
x∂

l
ξG(t, x; τ, ξ; y1)| ≤ Ckl(B(t, τ))−M−Mkl×

×Ed
c (t, τ, x, ξ), (16)

|∆z1
y1
∂k
x∂

l
ξG(t, x; τ, ξ; y1)| ≤ Ckl|y1 − z1|γ×

×(B(t, τ))−M−MklEd
c (t, τ, x, ξ). (17)

У цих оцiнках 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂
Rn, {y1, z1} ⊂ Rn1 , Mkl := m1(|k1| + |l1|) +
m2(|k2| + |l2|), {k, l} ⊂ Zn

+. Зауважимо, що
для G правильнi рiвностi

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ; y1)dξ = exp
{ t∫

τ

a0(θ, y1)

α(θ)
dθ

}
,

∂k
x

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ; y1)dξ = 0,

∂k2
x2

∫
Rn2

G(t, x; τ, ξ; y1)dξ2 = 0,

∂x2j
G(t, x; τ, ξ; y1) = −∂ξ2jG(t, x; τ, ξ; y1),

в яких 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1 ,
k ∈ Zn

+ \ {0}, k2 ∈ Zn2
+ \ {0}, j ∈ {1, . . . , n2}.

За параметрикс для рiвняння (3) вiзьме-
мо функцiю

Z0(t, x; τ, ξ) := G(t, x; τ, ξ; ξ1),

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

властивостi якої описуються у наступних ле-
мах.

Лема 2. Нехай для коефiцiєнтiв рiвнян-
ня (15) виконуються умови 1 i 2. Тодi пра-
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вильнi такi твердження:

|∂k
xZ0(t, x; τ, ξ)| ≤ Ck0(B(t, τ))−M−Mk0×

×Ed
c (t, τ, x, ξ), (18)

|∆zs
xs
∂k
xZ0(t, x; τ, ξ)| ≤ Cks|xs − zs|γ

0
s×

×(B(t, τ))−M−Mk0−msγ0
sEd

c (t, τ, x, ξ), (19)∣∣∣ ∫
Rn

∂k
xZ0(t, x; τ, ξ) dξ

∣∣∣≤
≤ Ck (B(t, τ))−Mk0+m1γ Ed(t, τ), (20)∣∣∣ ∆zs

xs

∫
Rn

∂k
xZ0(t, x; τ, ξ) dξ

∣∣∣≤ Cks|xs − zs|γ
0
s×

×(B(t, τ))−Mk0−msγ0
s+m1γEd(t, τ), (21)

|SZ0(t, x; τ, ξ)| ≤ C(B(t, τ))−M−1Ed
c (t, τ, x, ξ),

(22)

|∆zs
xs
SZ0(t, x; τ, ξ)| ≤ C|xs − zs|γ

0
s×

×(B(t, τ))−M−1−msγ0
s Ed

c (t, τ, x, ξ), (23)∣∣∣ ∫
Rn

SZ0(t, x; τ, ξ)dξ
∣∣∣≤

≤ C (B(t, τ))−1+m1γEd(t, τ), (24)∣∣∣ ∆zs
xs

∫
Rn

SZ0(t, x; τ, ξ)dξ
∣∣∣≤ C|xs − zs|γ

0
s×

×(B(t, τ))−1−msγ0
s+m1γ Ed(t, τ), (25)

∂x2j

∫
Rn2

Z0(t, x; τ, ξ)dξ2 = 0, (26)

∂x2j
Z0(t, x; τ, ξ) = −∂ξ2jZ0(t, x; τ, ξ). (27)

Тут k ∈ Zn
+ у (18), (19) i k ∈ Zn

+ \ {0} у
(20), (21), s ∈ {1, 2}, γ0

s – довiльне число з
промiжку (0, 1], γ – число з умови 2, j ∈
{1, . . . , n2}, 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn,
|xs − zs| ≤ (B(t, τ))ms.

Зауваження 1. На пiдставi оцiнок (5) у
нерiвностях (18), (19), (22), (23), як i в (16),
(17), замiсть оцiнюючої функцiї Ed

c можна
брати функцiю F d

c .

Наступнi леми стосуються iнтеграла

W (t, x; τ, ξ) :=

:=

t∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

Z0(t, x; θ, λ)Q(θ, λ; τ, ξ)dλ,

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (28)

де функцiя Q є неперервною там, де вона
визначена, та задовольняє такi умови:

3) |Q(t, x; τ, ξ)| ≤ Cβ(t)×
×(B(t, τ))−M−1+m1γ Ed

c (t, τ, x, ξ);
4) |∆zs

xs
Q(t, x; τ, ξ)| ≤ Cβ(t)|xs − zs|γs×
×(B(t, τ))−M−1+m1γ−msγs×
×
(
Ed

c (t, τ, z
(s), ξ) + Ed

c (t, τ, x, ξ)
)
;

5) функцiя Q має неперервнi похiднi
∂x2j

Q, для яких справджуються оцiнки

|∂x2j
Q(t, x; τ, ξ)| ≤ Cβ(t)×

×(B(t, τ))−M−1+m1γ−m2 Ed
c (t, τ, x, ξ).

У цих умовах 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn,
{xs, zs} ∈ Rns , s ∈ {1, 2}, j ∈ {1, . . . , n2}, γ –
число з умови 2, γ1 ∈ (0, 1], γ2 ∈ (1/3, 1].

Лема 3. Якщо функцiя Q задовольняє
умови 3 – 5, то функцiя (28) має всi по-
хiднi, що входять у рiвняння (3), причому

LW (t, x; τ, ξ) = Q(t, x; τ, ξ)+

+

t∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

LZ0(t, x; θ, λ)Q(θ, λ; τ, ξ)dλ

i правильнi формули

∂x1j
W (t, x; τ, ξ) =

=

t∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂x1j
Z0(t, x; θ, λ)Q(θ, λ; τ, ξ) dλ,

(29)
∂x1i

∂x1j
W (t, x; τ, ξ) =

=

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂x1i
∂x1j

Z0(t, x; θ, λ)Q(θ, λ; τ, ξ)×

×dλ+

t∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂x1i
∂x1j

Z0(t, x; θ, λ)×

×∆
X(t,θ)
λ Q(θ, λ; τ, ξ) dλ+
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+

t∫
t1

( ∫
Rn

∂x1i
∂x1j

Z0(t, x; θ, λ) dλ
)
×

×Q(θ,X(t, θ); τ, ξ)
dθ

α(θ)
, (30)

∂x2l
W (t, x; τ, ξ) =

=

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂x2l
Z0(t, x; θ, λ)Q(θ, λ; τ, ξ)dλ+

+

t∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

Z0(t, x; θ, λ)∂λ2l
Q(θ, λ; τ, ξ)dλ,

(31)
SW (t, x; τ, ξ) =

=

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

SZ0(t, x; θ, λ)Q(θ, λ; τ, ξ)×

×dλ+

t∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

SZ0(t, x; θ, λ)×

×∆
X(t,θ)
λ Q(θ, λ; τ, ξ) dλ+

+

t∫
t1

( ∫
Rn

SZ0(t, x; θ, λ)dλ
)
×

×Q(θ,X(t, θ); τ, ξ)
dθ

α(θ)
+Q(t, x; τ, ξ). (32)

Тут 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, {i, j} ⊂
{1, . . . , n1}, l ∈ {1, . . . , n2}, t1 таке, що
B(t, t1) =

1
2
B(t, τ).

Лема 4. За умов леми 3 для похiдних
вiд W , якi визначаються формулами (29) –
(32) справджуються оцiнки

|∂x1j
W (t, x; τ, ξ)| ≤ C(B(t, τ))−M−m1(1−γ)×

×Ed
c1
(t, τ, x, ξ),

|∂x1i
∂x1j

W (t, x; τ, ξ)| ≤ C(B(t, τ))−M−1+m1γ×
×Ed

c1
(t, τ, x, ξ),

|∂x2l
W (t, x; τ, ξ)| ≤ C(B(t, τ))−M+m1γ−m2×

×Ed
c1
(t, τ, x, ξ),

|SW (t, x; τ, ξ)| ≤ C(B(t, τ))−M−1+m1γ×
×Ed

c1
(t, τ, x, ξ),

в яких 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, {i, j} ⊂
{1, . . . , n1}, l ∈ {1, . . . , n2}.

Доведення лем 2 – 4 проводиться вiдпо-
вiдною модифiкацiєю доведень для рiвнянь
типу (1) i (2) в указаних у вступi працях,
а також для рiвняння (3), в якому вiдсутнi
функцiї α i β – у статтi [14].

3. Побудова та оцiнки ФРЗК. Згiдно
з методом Левi ФРЗК для рiвняння (3) шу-
каємо у виглядi

Z(t, x; τ, ξ) = Z0(t, x; τ, ξ) +W (t, x; τ, ξ),

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (33)

де Z0 – параметрикс, а функцiя W визнача-
ється формулою (21), в якiй Q – невiдома
функцiя. Припускаючи, що Q задовольняє
умови 3 i 4, та використовуючи лему 3, для
Q одержимо iнтегральне рiвняння

Q(t, x; τ, ξ) = K(t, x; τ, ξ)+

+

t∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

K(t, x; θ, λ)Q(θ, λ; τ, ξ)dλ, (34)

в якому

K(t, x; τ, ξ) :=
(

β(t)

n1∑
j,l=1

∆ξ1
x1
ajl(t, x1)×

×∂x1j
∂x1l

+ β(t)

n1∑
j=1

aj(t, x1)∂x1j
+

+∆ξ1
x1
a0(t, x1)

)
Z0(t, x; τ, ξ). (35)

За допомогою умов 1 i 2, оцiнок (18), не-
рiвностей (5), (12) i того, що

(B(t, τ))pEd(t, τ) ≤ (β(t))p(A(t, τ))pEd(t, τ) ≤
≤ (β(T ))pEd1(t, τ),

0 < τ < t ≤ T, p > 0, d1 > d, (36)

одержимо оцiнку

|K(t, x; τ, ξ)| ≤ Cβ(t)(B(t, τ))−M−1+m1γ×
×F d1

c1
(t, τ, x, ξ). (37)

Тут 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, d1 > d,
c1 ∈ (0, c), c i d – сталi з оцiнок (18). Отже,
для ядра K виконуються умови вiдповiдно
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модифiкованої леми 1.10 з [10], на пiдставi
якої для функцiї Q справджується оцiнка

|Q(t, x; τ, ξ)| ≤ Cβ(t)(B(t, τ))−M−1+m1γ×
×F d1

c1
(t, τ, x, ξ),

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (38)

де сталi c1 i d1 такi ж, як i в (37). З нерiв-
ностi (38), на пiдставi (5), одержуємо оцiнку
з умови 3.

Перейдемо до оцiнки приростiв K. На
пiдставi (35) запишемо такi зображення:

∆z1
x1
K(t, x; τ, ξ) = β(t)

n1∑
j,l=1

∆z1
x1
ajl(t, x1)×

×∂x1j
∂x1l

Z0(t, x; τ, ξ) + β(t)×

×
n1∑

j,l=1

∆ξ1
z1
ajl(t, z1)∆

z1
x1
∂x1j

∂x1l
Z0(t, x; τ, ξ)+

+β(t)

n1∑
j=1

∆z1
x1
aj(t, x1)∂z1jZ0(t, z

(1); τ, ξ)+

+β(t)

n1∑
j=1

aj(t, x1)∆
z1
x1
∂x1j

Z0(t, x; τ, ξ)+

+∆z1
x1
a0(t, x1)Z0(t, x; τ, ξ)+

+∆ξ1
z1
a0(t, z1)∆

z1
x1
Z0(t, x; τ, ξ), (39)

∆z2
x2
K(t, x; τ, ξ) = β(t)×

×
n1∑

j,l=1

∆ξ1
x1
ajl(t, x1)∆

z2
x2
∂x1j

∂x1l
Z0(t, x; τ, ξ)+

+β(t)

n1∑
j=1

aj(t, x1)∆
z2
x2
∂x1j

Z0(t, x; τ, ξ)+

+∆ξ1
x1
a0(t, x1)∆

z2
x2
Z0(t, x; τ, ξ). (40)

Оцiнюючи доданки з виразiв (39) i (40) за
допомогою умов 1 i 2, оцiнок (12), (18), (19)
i (36), одержуємо

|∆z(s)

x K(t, x; τ, ξ)| ≤ Cβ(t)|xs − zs|γ
0
s×

×(B(t, τ))−M−1+m1γ−msγ0
s×

×
(
Ed1

c1
(t, τ, x, ξ) + Ed1

c1
(t, τ, z(s), ξ)

)
,

0 < τ < t ≤ T, {x, z(s), ξ} ⊂ Rn, s ∈ {1, 2},
(41)

де γ0
1 i γ0

2 – довiльнi числа з промiжку (0, 1].
З оцiнок (41) випливають оцiнки з умов 4.

Залишилось довести, що функцiя Q за-
довольняє умову 5. Зауважимо, що за допо-
могою рiвностей (27) установлюються такi
рiвностi:

∂x2j
Kl(t, x; τ, ξ) = −∂ξ2jKl(t, x; τ, ξ),

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, j ∈ {1, . . . , n2},
(42)

для повторних ядер Kl, l ≥ 1, якi визнача-
ються iз спiввiдношень

K1(t, x; τ, ξ) := K(t, x; τ, ξ),

Kl(t, x; τ, ξ) =

t∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

K(t, x; θ, λ)×

×Kl−1(θ, λ; τ, ξ) dλ, l > 1. (43)

Дифференцiйовнiсть (43) за змiнною x2

обгрунтовується аналогiчно до доведення
формул (31). За iндукцiєю доводиться iсну-
вання похiдних ∂x2j

Kl(t, x; τ, ξ), l ≥ 2, та
оцiнки

|∂x2j
Kl(t, x; τ, ξ)| ≤ C l

(π
c

)l−1 Γl(γ/2)

Γ(lγ/2)
×

×(B(t, τ))−M−m2−1+m1lγ F d2
c2
(t, τ, x, ξ),

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (44)

де j ∈ {1, . . . , n2}, c2 < c1 < c, d2 > d1 > d, c i
d – сталi з оцiнок (18), Γ(·) – гамма-функцiя
Ейлера.

Оцiнки (44) гарантують абсолютну та
рiвномiрну збiжнiсть ряду

∞∑
l=1

(−1)l∂x2j
Kl(t, x; τ, ξ) := ∂x2j

Q(t, x; τ, ξ),

а також оцiнку з умови 5.
Отже, розв’язок Q iнтегрального рiвнян-

ня (34) задовольняє умови 3, 4 i 5.
Основним результатом статтi є наступна

теорема.

Теорема. Нехай виконуються умови 1 i
2. Тодi для рiвняння (3) iснує ФРЗК Z, для
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якого справджуються оцiнки

|∂k
xZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C(B(t, τ))−M−Mk0×

×Ed
c (t, τ, x, ξ), (45)

|SZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C(B(t, τ))−M−1×
×Ed

c (t, τ, x, ξ), (46)
|∆zs

xs
∂k
xZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C|xs − zs|γs×
×(B(t, τ))−M−Mk0−msγs×

×
(
Ed

c (t, τ, x, ξ) + Ed
c (t, τ, z

(s), ξ)
)
, (47)

де 0 < τ < t ≤ T , {x, z(s), ξ} ⊂ Rn, k :=
(k1, k2) ∈ Zn

+, |k1| + 2|k2| ≤ 2, γ1 = γ, γ2 =
γ/3, γ – число з умови 2.

Доведення теореми. Оцiнки (45) i (46)
випливають з (33) та лем 2 i 4.

Доведемо оцiнки (47). На пiдставi оцiнок
(18) i (19) для першого доданка з (33) справ-
джуються оцiнки (47). Залишається оцiни-
ти прирости похiдних вiд W . Вважатиме-
мо, що |xs − zs|1/ms ≤ 1

4
B(t, τ). Якщо |xs −

zs|1/ms > 1
4
B(t, τ), то потрiбна оцiнка приро-

сту ∆zs
xs
∂k
xW безпосередньо випливає з леми

4. Спочатку оцiнимо ∆zs
xs
∂k1
x1
W , |k1| ≤ 2. Ко-

ристуючись формулами (29) i (30), запише-
мо зображення

∆zs
xs
∂k1
x1
W (t, x; τ, ξ) =

=

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∆zs
xs
∂k1
x1
Z0(t, x; θ, λ)Q(θ, λ; τ, ξ)×

×dλ+

ηs∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

∆zs
xs
∂k1
x1
Z0(t, x; θ, λ)×

×∆
X(t,θ)
λ Q(θ, λ; τ, ξ)dλ+

+

t∫
ηs

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂k1
x1
Z0(t, x; θ, λ)×

×∆
X(t,θ)
λ Q(θ, λ; τ, ξ)dλ−

−
t∫

ηs

dθ

α(θ)

∫
Rn

∂k1
x1
Z0(t, x; θ, λ)×

×∆
Z(s)(t,θ)
λ Q(θ, λ; τ, ξ)dλ+

+

ηs∫
t1

∆zs
xs

(∫
Rn

∂k1
x1
Z0(t, x; θ, λ)dλ

)
×

×Q(θ,X(t, θ); τ, ξ)
dθ

α(θ)
+

+

t∫
ηs

(∫
Rn

∂k1
x1
Z0(t, x; θ, λ)dλ

)
Q(θ,X(t, θ); τ, ξ)×

× dθ

α(θ)
−

t∫
ηs

(∫
Rn

∂k1
x1
Z0(t, z

(s); θ, λ)dλ
)
×

×Q(θ, Z(s)(t, θ); τ, ξ)
dθ

α(θ)
=:

7∑
j=1

Lj, (48)

де число t1 таке саме, як у лемi 3, а ηs таке,
що B(t, ηs) = |xs − zs|1/ms , s ∈ {1, 2}.

Доданок L1 оцiнимо за допомогою нерiв-
ностей (19) i (10) та оцiнки з умови 3:

|L1| ≤
t1∫

τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

|∆zs
xs
∂k1
x1
Z0(t, x; θ, λ)|×

×|Q(θ, λ; τ, ξ)|dλ ≤ C|xs − zs|γ
0
s×

×
t1∫

τ

(B(t, θ))−m1|k1|−msγ0
s (B(θ, τ))−1+m1γ×

×β(θ)

α(θ)
dθ

(
B(t, θ)B(θ, τ)

)−M

×

×
∫
Rn

(
Ed

c (t, θ, x, λ) + Ed
c (t, θ, z

(s), λ)
)
×

×Ed
c (θ, τ, λ, ξ)dλ ≤ C|xs − zs|γ

0
s×

×(B(t, τ))−M−m1(|k1|−γ)−msγ0
s×

×
(
Ed

c1
(t, τ, x, ξ) + Ed

c1
(t, τ, z(s), ξ)

)
. (49)

Щоб оцiнити L2, використаємо оцiнку
(19) та нерiвностi

|∆X(t,θ)
λ Q(θ, λ; τ, ξ)| ≤

≤ |∆X(t,θ)
(λ1,X2(t,θ))

Q(θ, λ; τ, ξ)|+

+|∆(λ1,X2(t,θ))
λ Q(θ, λ; τ, ξ)| ≤ Cβ(t)|x1 − λ1|γ×
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×(B(θ, τ))−M−1
(
Ed

c (θ, τ,X(t, θ), ξ)+

+Ed
c (θ, τ,X2(t, θ), ξ)

)
+ Cβ(t)×

×|X2(t, θ)− λ2|γ2(B(θ, τ))−M−1+m1γ−m2γ2×

×
(
Ed

c (θ, τ, λ, ξ) + Ed
c (θ, τ, (λ1, X2(t, θ)), ξ)

)
,

(50)

одержанi за допомогою оцiнки з умови 4.
Маємо

|L2| ≤
ηs∫

t1

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

|∆zs
xs
∂k1
x1
Z0(t, x; θ, λ)|×

×|∆X(t,θ)
λ Q(θ, λ; τ, ξ)| dλ ≤

≤ C

ηs∫
t1

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

|xs − zs|γ
0
s×

×(B(t, θ))−M−m1|k1|−msγ0
s×

×
(
Ed

c (t, θ, x, λ) + Ed
c (t, θ, z

(s), λ)
)
×

×
[
|x1 − λ1|γ(B(θ, τ))−M−1×

×
(
Ed

c (θ, τ,X(t, θ), ξ)+

+Ed
c (θ, τ, (λ1, X2(t, θ)), ξ)

)
+

+|X2(t, θ)− λ2|γ2(B(θ, τ))−M−1+m1γ−m2γ2×

×
(
Ed

c (θ, τ, λ, ξ) + Ed
c (θ, τ, (λ1, X2(t, θ)), ξ)

)]
×

×dλ = C

[ ηs∫
t1

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

|xs − zs|γ
0
s×

×(B(t, θ))−M−m1|k1|−msγ0
s (B(θ, τ))−M−1×

×|x1 − λ1|γEd
c (t, θ, x, λ)E

d
c (θ, τ,X(t, θ), ξ) dλ+

+

ηs∫
t1

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

|xs − zs|γ
0
s (B(θ, τ))−M−1×

×(B(t, θ))−M−m1|k1|−msγ0
s |x1 − λ1|γ×

×Ed
c (t, θ, z

(s), λ)Ed
c (θ, τ,X(t, θ), ξ) dλ+

+

ηs∫
t1

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

|xs − zs|γ
0
s (B(θ, τ))−M−1×

×(B(t, θ))−M−m1|k1|−msγ0
s |x1 − λ1|γ×

×Ed
c (t, θ, x, λ)E

d
c (θ, τ, (λ1, X2(t, θ)), ξ) dλ+

+

ηs∫
t1

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

|xs − zs|γ
0
s (B(θ, τ))−M−1×

×(B(t, θ))−M−m1|k1|−msγ0
s |x1 − λ1|γ×

×Ed
c (t, θ, z

(s), λ)Ed
c (θ, τ, (λ1, X2(t, θ)), ξ)dλ+

+

ηs∫
t1

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

|xs − zs|γ
0
s |X2(t, θ)− λ2|γ2×

×(B(t, θ))−M−m1|k1|−msγ0
sEd

c (t, θ, x, λ)×
×(B(θ, τ))−M−1+m1γ−m2γ2Ed

c (θ, τ, λ, ξ) dλ+

+

ηs∫
t1

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

|xs − zs|γ
0
s |X2(t, θ)− λ2|γ2×

×(B(t, θ))−M−m1|k1|−msγ0
sEd

c (t, θ, z
(s), λ)×

×(B(θ, τ))−M−1+m1γ−m2γ2Ed
c (θ, τ, λ, ξ) dλ+

+

ηs∫
t1

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

|xs − zs|γ
0
s |X2(t, τ)− λ2|γ2×

×(B(t, θ))−M−m1|k1|−msγ0
sEd

c (t, θ, x, λ)×
×(B(θ, τ))−M−1+m1γ−m2γ2×

×Ed
c (θ, τ, (λ1, X2(t, θ)), ξ) dλ+

+

ηs∫
t1

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

|xs − zs|γ
0
s |X2(t, τ)− λ2|γ2×

×(B(t, θ))−M−m1|k1|−msγ0
sEd

c (t, θ, z
(s), λ)×

×(B(θ, τ))−M−1+m1γ−m2γ2×

×Ed
c (θ, τ, (λ1, X2(t, θ)), ξ) dλ

]
= C

8∑
j=1

L2j.

(51)

Доданки суми (51) оцiнюються за допо-
могою нерiвностей (11) – (14), рiвностi (8) i
того, що

ηs∫
t1

(B(t, θ))−m1|k1|+m1γ−msγ0
s
β(θ)

α(θ)
dθ ≤
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≤ C


(B(t, τ))1−m1|k1|, якщо |k1| < 2,

γ0
s = γs,

(B(t, ηs))
m1γ−msγ0

s = |xs − zs|γs−γ0
s ,

якщо |k1| = 2, γ0
s > γs.

Для прикладу оцiнимо доданок L21. Mа-
ємо

L21 ≤ |xs − zs|γ
0
s (B(t1, τ))

−M−1×

×
ηs∫

t1

(B(t, θ))−M−m1|k1|−msγ0
s×

×Ed
c (θ, τ,X(t, θ), ξ)×

×
∫
Rn

|x1 − λ1|γEd
c (t, θ, x, λ) dλ

β(θ)

α(θ)
dθ ≤

≤ C|xs − zs|γ
0
s (B(t, τ))−M−1×

×
ηs∫

t1

(B(t, θ))−M−m1|k1|+m1γ−msγ0
s
β(θ)

α(θ)
dθ×

×
∫
Rn

Ed
c1
(t, θ, x, λ) dλEd

c (t, τ, x, ξ) ≤

≤ C|xs − zs|γ
0
s (B(t, τ))−M−1Ed

c (t, τ, x, ξ)×

×
ηs∫

t1

(B(t, θ))−m1|k1|+m1γ−msγ0
s
β(θ)

α(θ)
dθ ≤

≤ C|xs − zs|γs(B(t, τ))−M−m1|k1|Ed
c (t, τ, x, ξ).

Аналогiчно оцiнюючи iншi доданки суми
(51), прийдемо до оцiнки

|L2| ≤ C|xs − zs|γs(B(t, τ))−M−m1|k1|×
×
(
Ed

c (t− τ, x, ξ) + Ed
c (t, τ, z

(s), ξ)
)
. (52)

Доданки L3 i L4 оцiнюються однаково,
оцiнимо перший з них. За допомогою (18)
i (50) отримуємо

|L3| ≤ C

[ t∫
ηs

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

(B(t, θ))−M−m1|k1|×

×Ed
c (t, θ, x, λ)|x1 − λ1|γ(B(θ, τ))−M−1×

×Ed
c (θ, τ,X(t, θ), ξ) dλ+

+

t∫
ηs

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

(B(t, θ))−M−m1|k1|×

×Ed
c (t, θ, x, λ)|x1 − λ1|γ(B(θ, τ))−M−1×
×Ed

c (θ, τ, (λ1, X2(t, θ)), ξ) dλ+

+

t∫
ηs

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

(B(t, θ))−M−m1|k1|×

×|X2(t, θ)− λ2|γ2(B(θ, τ))−M−1+m1γ1−m2γ2×
×Ed

c (t, θ, x, λ)E
d
c (θ, τ, λ, ξ) dλ+

+

t∫
ηs

β(θ)

α(θ)
dθ

∫
Rn

(B(t, θ))−M−m1|k1|Ed
c (t, θ, x, λ)×

×|X2(t, θ)− λ2|γ2(B(θ, τ))−M−1+m1γ1−m2γ2×

×Ed
c (θ, τ, (λ1, X2(t, θ)), ξ)dλ

]
= C

4∑
k=1

L3k.

(53)

За допомогою (8), (12) i (13) маємо

L31 ≤ C(B(t1, τ))
−M−1Ed

c (t, τ, x, ξ)×

×
t∫

ηs

(B(t, θ)−M−m1|k1|+m1γ
β(θ)

α(θ)
dθ×

×
∫
Rn

Ec1(t, θ, x, λ) dλ ≤

≤ C(B(t, τ))−M−m1|k1||xs − zs|γsEd
c (t, τ, x, ξ).

Для оцiнки доданка L32, крiм рiвностей
(4)) i (8), нерiвностей (9) i (11), використо-
вуватимемо ще нерiвнiсть (14) з c = c0/3, де
c0 – стала з оцiнки (11). Маємо

L32 ≤ C(B(t1, τ))
−M−1Ed(t, τ)×

×
t∫

ηs

(B(t, θ))−M−m1|k1|+m1γ
β(θ)

α(θ)
dθ×

×
∫
Rn

E(1)
c0

(t, θ, x1 − λ1)E
(2)
c0

(t, θ,X2(t, θ)− λ2)×

×E
(1)
−c0/3

(t, θ, x1 − λ1)E
(1)
c0/3

(θ, τ, λ1 − ξ1) dλ×

×E
(2)
c0/6

(t, τ,X2(t, τ)− ξ2) ≤
≤ C(B(t1, τ))

−M−1Ed(t, τ)Ec0/6(t, τ, x, ξ)×

×
t∫

ηs

(B(t, θ))−M−m1|k1|+m1γ
β(θ)

α(θ)
dθ×
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×
∫
Rn

Ec0/3(t, θ, x, λ) dλ ≤

≤ C(B(t, τ))−M−m1|k1||xs − zs|γs×
×Ed

c0/6
(t, τ, x, ξ).

За допомогою (10) i (12) отримуємо

L33 ≤ C(B(t1, τ))
−m2γ2×

×
t∫

ηs

(B(t, θ))−m1|k1|+m2γ2(B(θ, τ))−1+m1γ1×

×β(θ)

α(θ)
(B(t, θ)B(θ, τ))−M×

×
∫
Rn

Ed
c0
(t, θ, x, λ)Ed

c0
(θ, τ, λ, ξ) dλ dθ ≤

≤ C(B(t, τ))−M−m1|k1||xs − zs|γsEd
c0
(t, τ, x, ξ).

Iнтеграл L34 оцiнюється аналогiчно до
L32.

Iз (53) та оцiнок L3k, k ∈ {1, 2, 3, 4}, ви-
пливає оцiнка

|L3| ≤ C|xs − zs|γs(B(t, τ))−M−1×
×
(
Ed

c (t, τ, x, ξ) + Ed
c (t, τ, z

(s), ξ)
)
. (54)

Аналогiчнi оцiнки з використанням не-
рiвностей (20), (21) та оцiнки з умови 3 при-
водять до потрiбних оцiнок L5, L6 i L7, з
яких на пiдставi рiвностей (28), (33) i (48)
та оцiнок (19), (49), (52) i (54) випливають
оцiнки (47) для похiдних вiд Z за змiнними
x1.

Оцiнки (47) справджуються також для
приростiв похiдних вiд Z за змiнними групи
виродження x2. Для встановлення цього до-
сить оцiнити прирости вiдповiдних похiдних
вiд W . Щоб це зробити, на пiдставi рiвностi
(31) запишемо зображення

∆zs
xs
∂x2j

W (t, x; τ, ξ) =

=

t1∫
τ

dθ

α(θ)

∫
Rn

∆zs
xs
∂x2j

Z0(t, x; θ, λ)Q(θ, λ; τ, ξ)×

×dλ+

t∫
t1

dθ

α(θ)

∫
Rn

∆zs
xs
Z0(t, x; θ, λ)×

×∂λ2j
Q(θ, λ; τ, ξ)dλ =: P1 + P2, (55)

де число t1 таке саме, як у лемi 3, а j ∈
{1, . . . , n2}.

За допомогою нерiвностi (19) та оцiнки з
умови 3 аналогiчно до оцiнювання L1 маємо

|P1| ≤ C|xs − zs|γ
0
s

t1∫
τ

(B(t, θ))−m2−msγ0
s×

×(B(θ, τ))−1+m1γ
β(θ)

α(θ)

(
B(t, θ)B(θ, τ)

)−M×

×
∫
Rn

(
Ed

c (t, θ, x, λ) + Ed
c (t, θ, z

(s), λ)
)
×

×Ed
c (θ, τ, λ, ξ) dλ dθ ≤

≤ C|xs − zs|γ
0
s (B(t, τ))−M+m1γ−m2−msγ0

s×
×
(
Ed

c1
(t, τ, x, ξ) + Ed

c1
(t, τ, z(s), ξ)

)
, (56)

|P2| ≤ C|xs − zs|γ
0
s

t∫
t1

(B(t, θ))−msγ0
s×

×(B(θ, τ))−1+m1γ−m2
β(θ)

α(θ)
×

×
(
B(t, θ)B(θ, τ)

)−M
∫
Rn

(
Ed

c (t, θ, x, λ)+

+Ed
c (t, θ, z

(s), λ)
)
Ed

c (θ, τ, λ, ξ) dλ dθ ≤
≤ C|xs − zs|γ

0
s (B(t, τ))−M+m1γ−m2−msγ0

s×
×
(
Ed

c1
(t, τ, x, ξ) + Ed

c1
(t, τ, z(s), ξ)

)
, (57)

якщо числа γ0
s ∈ (0, 1] задовольняють умову

1 −msγ
0
s > 0, s ∈ {1, 2}. Зокрема, ця умова

виконується, якщо взяти γ0
1 = γ, γ0

2 = γ/3,
де γ – число з умови 2.

З (55) – (57) випливають потрiбнi оцiнки
для W i, отже, на пiдставi (19) i (33) – оцiнки
(47) для перших похiдних за x2. I

Зауваження 2. В оцiнках (45) – (47) ста-
ла d може бути будь-якого знака або нулем.
У випадку слабкого виродження рiвняння
(3) в цих оцiнках можна брати τ = 0 i d = 0.

Зауваження 3. Властивостi, аналогi-
чнi до властивостей Z, матиме ФРЗК
Z1(t, x; τ, ξ; y2), 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn,
y2 ∈ Rn2 , для рiвняння вигляду (3) з коефi-
цiєнтами, якi залежать вiд змiнних t ∈ [0, T ]
i x1 ∈ Rn1 та параметра y2 ∈ Rn2 .
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Висновки. У статтi для ультрапарабо-
лiчного рiвняння типу Колмогорова, коефi-
цiєнти якого не залежать вiд змiнних ви-
родження, з виродженнями на початковiй
гiперплощинi побудовано класичний ФРЗК,
встановлено оцiнки ФРЗК та його похiдних,
а також їх приростiв. Припущення на кое-
фiцiєнти є такими, як i у випадку рiвнянь
без вироджень. Отриманi результати вико-
ристовуватимуться при побудовi ФРЗК для
ультрапараболiчних рiвнянь типу Колмого-
рова, коефiцiєнти яких залежать вiд усiх
просторових змiнних, та систем таких рiв-
нянь з виродженнями на початковiй гiпер-
площинi.
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