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ГРАНИЧНI КОЛИВАННЯ ЛОКАЛЬНО СТАЛИХ ФУНКЦIЙ

В данiй роботi встановлюється, що кожна невiд’ємна неперервна функцiя, яка визначена
на замкненiй нiде не щiльнiй множинi без iзольованих точок, є граничним коливанням деякої
локально сталої функцiї, що визначена на доповненнi до цiєї множини.

In this paper we prove that every nonnegative continuous function defined on a closed nowhere
dense subset of the reals without isolated points is the limiting oscillation of some locally constant
function defined on the complement to this set.

Вступ. Перший результат про побудову
функцiй iз заданим коливанням був одер-
жаний П. Костирком [1]. Вiн довiв, що для
довiльної напiвнеперервної зверху функцiї
f : X → [0; +∞], що визначена на метри-
зовному берiвському просторi X без iзольо-
ваних точок, iснує функцiя g : X → R, ко-
ливання ωg якої рiвне f . Пiзнiше його до-
слiдження були продовженi З. Дужинським,
З. Гранде, С. Пономарьовим i Й. Евертом у
працях [2-4]. Загальнiшу задачу про побудо-
ву функцiй з певного функцiонального кла-
су з даним коливанням детально вивчена в
роботах [5-9].

Проте у згаданих працях розглядалися
функцiї, що визначенi на всьому просторi.
Але для функцiй, що визначенi на пiдмно-
жинах певного топологiчного простору ко-
ливання природно розглядати на замикан-
нi їх областi визначення. Якщо G – деяка
вiдкрита пiдмножина топологiчного просто-
ру X i g : G → R – деяка функцiя, то її
коливання ωg : G → [0; +∞] визначається
формулою

ωg(x) = inf
U - окiл x

sup
u,v∈U∩G

|g(u)− g(v)|, x ∈ G.

Таким чином, ранiше вивчалися тiльки зву-
ження ωg|G коливання на область визначен-
ня функцiї g. Але актуально дослiдити та-
кож i поведiнку функцiї g на межi F =
G\G. Звуження ω̃g = ωg|F ми називатимемо
граничним коливанням. В данiй роботi ми
розпочинаємо вивчення наступної загальної

проблеми.
Проблема 1. Нехай X – топологiчний

простiр, P – деяка властивiсть функцiй, G
– вiдкрита пiдмножина X i F = G\G. Для
яких функцiй f : F → [0; +∞] iснує функцiя
g : G → R, яка має властивiсть P i ω̃g = f?

Зрозумiло, що граничне коливання ω̃g,
так само як i звичайне коливання ωg, є на-
пiвнеперервною зверху невiд’ємною функцi-
єю. Цiкаво з’ясувати, чи можуть певнi жорс-
ткi локальнi умови на функцiю g зумовлю-
вати специфiчну поведiнку функцiї на межi
F . А саме нас цiкавитиме наступна задача.

Проблема 2. Нехай G – вiдкрита всю-
ди щiльна пiдмножина R i F = G \ G –
її межа. Для яких напiвнеперервних звер-
ху функцiй f : F → [0; +∞] iснує локально
стала функцiя g : G → R, для якої ω̃g = f?

У данiй роботi ми розв’яжемо цю задачу
для неперервних функцiй f .

1. Допомiжнi твердження. Для за-
мкненої множини F ⊆ R i точки x ∈ R \ F
символом UF (x) позначатемемо компоненту
зв’язностi точки x в R \ F [10, с. 523]. На-
справдi множина UF (x) – це iнтервал сумi-
жностi множини F , тобто максимальний iн-
тервал, що мiстить точку x i не перетинає-
ться з F . Позначимо

UF = {UF (x) : x ∈ R \ F}.
Таким чином UF є диз’юнктною системою
вiдкритих непорожнiх iнтервалiв, причому⋃UF = R \ F .
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Лема 1. Нехай A – нескiнченна лiнiй-
но впорядкована множина. Тодi в A iснує
строго монотонна послiдовнiсть елемен-
тiв.

Доведення. Розглянемо спочатку випа-
док, коли A є цiлком впорядкованою множи-
ною. Тодi кожна її непорожня пiдмножина
має мiнiмальний елемент. Вiзьмемо A1 = A.
Тодi A1 нескiнченна, а значить, непорожня,
а тому iснує x1 = min A1. Позначимо A2 =
A1 \ {x1}. Оскiльки A1 нескiнченна, то та-
кою буде i множина A2. Значить, множина
A2 непорожня i тому iснує x2 = min A2. Але
x2 ∈ A2 ⊆ A1 i x1 = min A1, тому x2 ≥ x1. А
оскiльки x2 ∈ A2 i x1 /∈ A2, то x1 6= x2. Отже,
x2 > x1. Далi позначимо A3 = A2\{x2}. Зно-
ву ж таки, з того, що A2 є нескiнченною ви-
пливає, що нескiнченною буде i множина A3.
Значить, A3 6= ∅, i тому iснує x3 = min A3.
Оскiльки A3 ⊆ A2 i x2 /∈ A3, то x3 > x2. Про-
довжуючи цей процес далi, отримаємо стро-
го зростаючу послiдовнiсть точок xn множи-
ни A.

Нехай тепер A не є цiлком впорядкова-
ною множиною. Тодi iснує непорожня мно-
жина E ⊆ A така, що для довiльного x ∈ E
iснує y ∈ E таке, що y < x. Використавши
цю властивiсть для деякої фiксованої точки
x = x1 ∈ E знайдемо y = x2 ∈ E таке, що
x2 < x1. Далi використавши цю ж власти-
вiсть для x = x2 побудуємо y = x3 таке, що
x3 < x2. Продовжуючи цей процес до не-
скiнченностi, будуємо спадну послiдовнiсть
точок xn ∈ E ⊆ A.

Нагадаємо, що пiдмножина F числової
прямої R називається досконалою, якщо во-
на є замкненою i не має iзольованих точок.

Лема 2. Нехай F ⊆ R – досконала нiде
не щiльна множина, U – вiдкрита в R мно-
жина, така, що U ∩ F 6= ∅. Тодi множина
UF (U) = {V ∈ UF : V ⊆ U} нескiнченна.

Доведення. Виберемо непорожнiй
вiдкритий iнтервал U0 ⊆ U такий, що
U0 ∩ F 6= ∅. Оскiльки F не мiстить iзольо-
ваних точок, то множина F0 = U0 ∩ F
нескiнченна. За лемою 1 iснує строго моно-
тонна послiдовнiсть (xn) в F0. Нехай, для
певностi, (xn) строго зростає. Тодi iнтер-
вали Un = (xn; xn+1) непорожнi, причому

Un ∩ Um = ∅ при n 6= m i Un ⊆ U0. Оскiльки
F нiде не щiльна, то для довiльного n
iнтервал Un * F , а тому iснує yn таке, що
yn ∈ Un i yn /∈ F . Покладемо Vn = UF (yn).
Оскiльки iнтервал Vn мiстить yn, але не
мiстить точки xn та xn+1, то Vn ⊆ Un. Тому
Vn ∩ Vm = ∅ при n 6= m. Зокрема, Vn 6= Vm

при n 6= m i UF (U) ⊇ {Vn : n ∈ N}. Значить,
система множин UF (U) нескiнченна.

Лема 3. Нехай F ⊆ R досконала нiде
не щiльна множина. Тодi iснують систе-
ми множин VF i WF такi, що
(i) UF = VF tWF ;
(ii) для довiльного x ∈ F i його околу U iсну-
ють V ∈ VF i W ∈ WF такi, що V, W ⊆ U .

Доведення. Виберемо злiченну множи-
ну E таку, що E = F , i занумеруємо

E × { 1
m

: m ∈ N} = {(xn, εn) : n ∈ N}.

Покладемо Un = (xn − εn; xn + εn) для ко-
жного n ∈ N. Зараз iндуктивно визначимо
послiдовнiсть рiзних множин Vn,Wn ∈ UF

таких, що Vn, Wn ⊆ Un. Припустимо, що
для деякого n ∈ N уже визначенi множи-
ни Vk,Wk для k < n. За лемою 2 систе-
ма множин UF (Un) є нескiнченною. Вибере-
мо рiзнi множини Vn,Wn ∈ UF (U) такi, що
Vn,Wn /∈ {Vk : k < n} ∪ {Wk : k < n}. Тодi
всi Vk i Wk при k ≤ n є рiзними, причому
Vk,Wk ⊆ Uk при k ≤ n. Чим i завершується
iндуктивна побудова.

Покладемо VF = {Vn : n ∈ N} i
WF = UF \ VF . Перевiримо, що системи шу-
канi.

Властивiсть (i) випливає з побудови. До-
ведемо (ii). Вiзьмемо x0 ∈ F i вiдкритий
окiл U точки x0. Оскiльки E = F , то iснує
x ∈ E ∩ U . Виберемо m ∈ N таке, що
(x − 1

m
, x + 1

m
) ⊆ U . Потiм знайдемо n ∈ N,

для якого xn = x i εn = 1
m
. Тодi Vn ∈ VF ,

Wn ∈ WF i Vn,Wn ⊆ Un = (xn − 1
m

, xn + 1
m

).
А тому Vn,Wn ⊆ U .

2. Основний результат. Нехай X – то-
пологiчний простiр, G ⊆ X i g : G → R, де
R = [−∞; +∞]. Верхня та нижня граничнi
функцiї g∨, g∧ : G → R визначаються фор-
мулами
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g∨(x) = lim sup
u→x

f(u) = inf
U - окiл x

sup
u∈U∩G

f(u),

g∧(x) = lim inf
u→x

f(u) = sup
U - окiл x

inf
u∈U∩G

f(u).

Як вiдомо

ωg(x) = g∨(x)− g∧(x),

якщо x ∈ G таке, що g∨(x) > −∞ i
g∧(x) < +∞.

Ми скористаємося цiєю формулою при
доведеннi наступної теореми, що є основним
результатом цiєї роботи.

Теорема. Нехай F ⊆ R – доскона-
ла нiде не щiльна множина, G = R \ F
i f : F → [0; +∞] – неперервна фун-
кцiя. Тодi iснує локально стала функцiя
g : G → [0; +∞) така, що ω̃g = f .

Доведення. Оскiльки нескiнченний вiд-
рiзок [0; +∞] гомеоморфний вiдрiзку [0; 1],
то за теоремою Тiтце-Урисона [10, с. 116]
iснує неперервна функцiя f1 : R → [0; +∞]
така, що f1(x) = f(x) на F . Далi за те-
оремою Веденiсова [10, с. 82] iснує непе-
рервна функцiя f2 : R→ [0; +∞] така, що
F = f−1

2 (+∞). Визначимо неперервну фун-
кцiю f0 : R→ [0; +∞] за правилом

f0(x) = min{f1(x), f2(x)}
для довiльного x ∈ R. Тодi f0(x) = f(x) на F
i f0(x) < +∞ на G, адже f0(x) ≤ f2(x). Да-
лi виберемо VF i WF згiдно з лемою 3. Для
довiльного U ∈ UF = VF tWF покладемо

hU =

{
inf f0(U), якщо U ∈ VF ,

0 , якщо U ∈ WF .

Визначимо функцiю g : G → [0; +∞), покла-
даючи g(x) = hU при x ∈ U для довiльного
U ∈ UF . Перевiримо, що функцiя g шукана.
Оскiльки ωf = f∨ − f∧, то досить показати,
що g∧(x) = 0 i g∨(x) = f(x) на F .

Виберемо довiльне x0 ∈ F . Ясно, що
0 ≤ g(x) ≤ f0(x) на G. Оскiльки f0 непе-
рервна, то f0 = f0

∨. Тому 0 ≤ g∧(x0) ≤
≤ g∨(x0) ≤ f0

∨(x0) = f0(x0) = f(x0). По-
кажемо, що g∧(x0) ≤ 0. Розглянемо окiл U

точки x0. За вибором системиWF iснує W ∈
WF таке, що W ⊆ U . Вiзьмемо x1 ∈ W . Для
нього маємо, що inf g(U) ≤ g(x1) = hW = 0.
Тому g∧(x0) = sup

U - окiл x0

inf g(U) ≤ 0.

Доведемо тепер, що g∨(x0) ≥ f(x0).
Зафiксуємо γ < f(x0) i перевiримо, що
g∨(x0) ≥ γ. З неперервностi f0 випливає, що
iснує такий окiл U0 точки x0, що для до-
вiльного x ∈ U0 виконується, що f0(x) >
γ. Розглянемо довiльний окiл U точки x0.
За вибором VF iснує V ∈ VF таке, що
V ⊆ U ∩ U0. Далi вiзьмемо x2 ∈ V . Тодi
g(x2) = hV = inf f0(V ) ≥ inf f0(U0) ≥ γ. А
тому sup g(U) ≥ g(x2) ≥ γ. Таким чином,
g∨(x0) = inf

U - окiл x0

sup g(U) ≥ γ. Попрямував-

ши в попереднiй нерiвностi γ → f(x0) отри-
маємо, що g∨(x0) ≥ f(x0). Таким чином,
ω̃g(x0) = g∨(x0)− g∧(x0) = f(x0)− 0 = f(x0).

СПИСОК ЛIТЕРАТУРИ

1. Kostyrko P. Some properties of oscilation //
Math. Slovaca. – 1980. – 30. – P.157–162.

2. Duszynski Z. On the ω–primitives // Math.
Slovaka. – 2001. – 51. – P.469–476.

3. Ewert J., Ponomarev S. Oscillation and ω–
primitives // Real Anal. Exchange. – 2001–2002. – 26.
– P. 687–702.

4. Ewert J., Ponomarev S. On the existance of ω-
primitives on arbitrary metric spaces // Math. Slovaca.
– 2003. – 53. – P.51–57.

5. Маслюченко О.В. Побудова ω-первiсних та рi-
знi аналоги компактних операторiв: Дис...докт. фiз.-
мат. наук: 01.01.01. - Чернiвцi, 2012. - 300 с.

6. Maslyuchenko O.V. The oscillation of quasi-
continuous functions on pairwise attainable spaces //
Houston Journal of Mathematics. 2009. - 35, N1. -
P.113-130.

7.Маслюченко О.В. Побудова ω-первiсних: коли-
вання суми функцiй // Математичний вiсник НТШ.
– 5. – 2008. – С.151–163.

8. Маслюченко О.В. Побудова ω-первiсних: силь-
но досяжнi простори // Математичний вiсник
НТШ. – 6. – 2009. – С.155–178.

9. Маслюченко О.В. Коливання нарiзно локаль-
но лiпшицевих функцiй // Карпатськi математичнi
публiкацiї.–2011.–3, N1.–С.22–33.

10. Энгелькинг Р. Общая топология // Москва:
Мир, 1986. – 752с.

Буковинський математичний журнал. 2013. – Т. 1, № 3-4. 99


