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ЗАДАЧА КОШI ДЛЯ УЛЬТРАПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ ТИПУ

КОЛМОГОРОВА З БЛОЧНОЮ СТРУКТУРОЮ

Дослiдження присвячене ультрапараболiчним рiвнянням, якi виникають в задачах, що
описують азiйськi опцiони на фiнансових ринках. Клас таких рiвнянь за певних умов є
узагальненням добре вiдомого виродженого параболiчного рiвняння дифузiї з iнерцiєю
А.М.Колмогорова. Ранiше для рiвнянь з цього класу було побудовано так званий фун-
даментальний L-розв’язок, дослiджено його властивостi та коректну розв’язнiсть задачi
Кошi.

У цiй працi сформульовано спецiальнi умови Гельдера вiдносно просторових змiнних
на коефiцiєнти таких рiвнянь, за яких отримано коректну розв’язнiсть задачi Кошi у спе-
цiальних вагових просторах, а також iнтегральнi зображення класичних розв’язкiв одно-
рiдних рiвнянь у виглядi iнтегралiв Пуассона вiд функцiй або узагальнених мiр, якими
задається початкова умова. Описано класи коректностi задачi Кошi.

Отриманi результати можна використати у подальших дослiдженнях задачi Кошi та
крайових задач для лiнiйних i квазiлiнiйних вироджених параболiчних рiвнянь, а також
при вивченнi марковських процесiв, густиною ймовiрностi переходу яких є ФРЗК для
рiвнянь, що розглядалися.

Ключовi слова i фрази: ультрапараболiчне рiвняння типу Колмогорова, коректна роз-
в’язнiсть задачi Кошi, iнтегральне зображення класичних розв’язкiв, iнтеграли Пуассона,
азiйськi опцiони, спецiальнi умови Гельдера.
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Вступ

Клас рiвнянь, який вивчається у цiй працi, є узагальненням класичного рiвняння
дифузiї з iнерцiєю А. М. Колмогорова [1]. Це рiвняння та його рiзноманiтнi узагальне-
ння вивчалися багатьма авторами. Лiнiйнi й нелiнiйнi ультрапараболiчнi рiвняння ви-
никають у деяких задачах теорiї ймовiрностей, математичного моделювання опцiонiв,
у теорiї броунiвського руху, теорiї конвективної дифузiї, теорiї бiнарних електролiтiв,
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у вiковому наближеннi теорiї сповiльнених електронiв, у бiологiї, економiцi та iнших
галузях науки.

На фiнансових ринках облiгацiї та акцiї, зазвичай, називаються первинними фiнан-
совими активами. На ринку вторинних цiнних паперiв (деривативiв) платiжнi зобов’я-
зання – це iнструменти з певним фiксованим часом виконання, за якими виплачується
певна винагорода [2, с. 356]. Європейське платiжне зобов’язання (європейський опцiон)
залежить лише вiд основних цiн в момент часу виконання (кiнцевий момент часу).

На вiдмiну вiд європейського опцiону, виплата за азiйським деривативом залежить
вiд усiєї траєкторiї значення цiни, а не лише вiд кiнцевого значення. Одним iз мето-
дiв дослiдження варiантiв азiйських опцiонiв є включення змiнних, що залежать вiд
траєкторiї цiни, до простору станiв. Це вперше було зроблено в працях [3, 4]. Розшире-
ння простору станiв за рахунок включення змiнних, що залежать вiд траєкторiї цiни,
приводить до вироджених рiвнянь з частинними похiдними, якi не є рiвномiрно пара-
болiчними.

У загальному випадку математичнi моделi опцiонiв зводяться до фiнансової моделi
марковського типу, динамiка в якiй визначається стохастичним диференцiальним рiв-
нянням в N -вимiрному просторi станiв

dXt = (BXt + b(t,Xt))dt+ σ(t,Xt)dWt, (1)

де Wt – d-вимiрний стандартний вiнерiвський процес, d ≤ N , σ = σ(t, x) – матриця
розмiру N × d, B = (bij) – стала матриця розмiру N ×N , вектор b = (b1, ..., bN) – такий,
що bd+1 = ... = bN = 0.

За певних припущень на матрицi σ,B, b в працi [5] доведено iснування та єдинiсть
слабкого розв’язку рiвняння (1), а в [6] доведено, що густина ймовiрностей переходу
цього розв’язку є фундаментальним розв’язком задачi Кошi (далi – ФРЗК) для рiвня-
ння

L1u :=
1

2

d∑
i,j=1

aij(t, x)∂xi
∂xj

u(t, x) +
N∑

i,j=1

bijxj∂xi
u(t, x)+

+
d∑

i=1

bi(t, x)∂xi
u(t, x) + ∂tu(t, x) = 0, (2)

де елементи матрицi (aij(t, x))di,j=1 визначаються через елементи матрицi σ(t, x). Заува-
жимо, що при цьому на елементи матрицi σ та вектора b, зокрема, ставилися умови
обмеженостi i неперервностi за Гельдером, а накладенi на матрицю B умови еквiва-
лентнi тому, що для оператора L1 з фiксованими в кожнiй точцi (t, x) коефiцiєнтами
виконується умова гiпоелiптичностi Л.Хермандера.

У данiй працi вивчається коректна розв’язнiсть задачi Кошi для рiвнянь, подiбних
до (2), з певною вимогою щодо вигляду матрицi B. Сформульовано умови на коефiцiєн-
ти рiвняння, за яких отримано коректну розв’язнiсть задачi Кошi, а також iнтегральне
зображення класичного розв’язку у виглядi iнтеграла Пуссона вiд функцiї або узагаль-
неної мiри, якими задається початкова умова.
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1 Формулювання задачi, припущення й означення

Розглянемо задачу Кошi для рiвняння

(SB − A(t, x, ∂x1))u(t, x) = 0, (t, x) ∈ Π(0,T ], (3)

де n1, n2, n3 – натуральнi числа такi, що n3 ≤ n2 ≤ n1, n := n1+n2+n3; x := (x1, x2, x3),
xi := (xi1, ..., xini

), i ∈ {1, 2, 3}; Π(0,T ] := {(t, x)| t ∈ (0, T ], x ∈ Rn},

SB := ∂t −
n2∑
j=1

(
n1∑
i=1

b1ijx1i

)
∂x2j

−
n3∑
j=1

(
n2∑
i=1

b2ijx2i

)
∂x3j

,

A(t, x, ∂x1) :=
n1∑

i,j=1

aij(t, x)∂x1i
∂x1j

+
n1∑
i=1

ai(t, x)∂x1i
+ a0(t, x).

(4)

Перший диференцiальний вираз з (4) у матричнiй формi має вигляд

SB = ∂t − (x,BDx),

де B – матриця розмiру n× n, яка має структуру

B :=

O B1 O

O O B2

O O O

 , (5)

B1 , B2 – матрицi, складенi вiдповiдно з дiйсних чисел b1ij, i ∈ {1, ..., n1}, j ∈ {1, ..., n2},
b2ij, i ∈ {1, ..., n2}, j ∈ {1, ..., n3}, O – нульовi матрицi вiдповiдних розмiрiв, Dx :=

col(∂x11 , ..., ∂x1n1
, ∂x21 , ..., ∂x2n2

, ∂x31 , ..., ∂x3n3
), (·, ·) – скалярний добуток в Rn.

Використовуватимемо такi умови:
А1. Для матрицi (5), в якiй блоки B1 i B2, записанi вiдповiдно у виглядi

(
B1

1

B1
2

)
i(

B2
1

B2
2

)
, де B1

1 , B1
2 , B2

1 i B2
2 – матрицi вiдповiдно розмiрiв n2 × n2, (n1 − n2)× n2, n3 × n3 i

(n2 − n3)× n3 справджуються умови: detBi
1 ̸= 0, i ∈ {1, 2};

А2. Iснує така стала δ > 0, що для всiх (t, x) ∈ Π[0,T ] i σ1 ∈ Rn1 виконується оцiнка

Re
n1∑

i,j=1

aij(t, x)σ1iσ1j ≥ δ

n1∑
i=1

σ2
1i.

Клас рiвнянь (3) при виконаннi умов А1 та А2 часто (див., наприклад, [7]) позначає-
ться символом EB

22. Вiн узагальнює клас ультрапараболiчних рiвнянь типу Колмогорова
E22, запроваджений у монографiї [8]. Рiвняння типу (3) з’являються в моделях дифузiї
з iнерцiєю, а також при дослiдженнi математичних моделей азiйських опцiонiв, коли
змiннi, що залежать вiд траєкторiї цiни, включають до простору станiв.

Позначимо: M :=
3∑

i=1

(i − 1/2)ni, Mk :=
3∑

i=1

(2(i − 1) + 1)|ki|/2 при k ∈ Zn
+, k :=

(k1, k2, k3), ki := (ki1, ..., kini
), i ∈ {1, 2, 3};

xt := (t−1/2x1, t
−3/2x2, t

−5/2x3), x := (x1, x2, x3), xi := (xi1, ..., xini
), i ∈ {1, 2, 3};
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Ec(t, x; τ, ξ) := exp
{
− c

3∑
i=1

(t− τ)1−2i|Xi(t− τ)− ξi|2
}

, t > τ , {x, ξ} ⊂ Rn,

де X(h) := (X1(h), X2(h), X3(h)), Xi(h) := (Xi1(h), ..., Xini
(h)), i ∈ {1, 2, 3},

X1j(h) := x1j, j ∈ {1, ..., n1}, X2j(h) := x2j + h
n1∑
i=1

b1ijx1i, j ∈ {1, ..., n2},

X3j(h) := x3j +h
n2∑
i=1

b2ijx2i+
h2

2

n1∑
i=1

n2∑
s=1

b2sjb
1
isx1i, j ∈ {1, ..., n3}, h ∈ R, c > 0 – деяка стала;

d(x, ξ) :=
3∑

i=1

|xi − ξi|1/(2(i−1)+1), ∆ξ
xf(·, x) := f(·, x)− f(·, ξ),

∆ξ1
x1
f(·, x) := f(·, (x1, x2, x3))− f(·, (ξ1, x2, x3)),

∆ξ2
x2
f(·, x) := f(·, (x1, x2, x3))− f(·, (x1, ξ2, x3)),

∆ξ3
x3
f(·, x) := f(·, (x1, x2, x3))− f(·, (x1, x2, ξ3)), {x, ξ} ⊂ Rn, f – деяка функцiя.
Cтавитимо на коефiцiєнти рiвняння (3) ще такi умови:
A3. Коефiцiєнти виразу A(t, x, ∂x1) (тобто функцiї aij, ai, a0) є обмеженими, непе-

рервними за t на вiдрiзку [0, T ] та гельдеровими за просторовими змiнними у такому
сенсi:
∃H1 > 0, ∃α1 ∈ (0, 1] ∀(t, x) ∈ Π[0,T ], ∀z1 ∈ Rn1 :

∣∣∆z1
x1
a(t, x)

∣∣ ≤ H1|x1 − z1|α1 ;
∃H2 > 0, ∃H3 > 0, ∃α2 ∈ (1/3, 2/3] ∀(t, x) ∈ Π[0,T ], ∀zi ∈ Rni , i ∈ {1, 2}, ∀h ∈ [0, T ] :∣∣∆z2

x2
a(t, x)

∣∣ ≤ H2(h
3α2/2 + |X2(h)− z2|α2),∣∣∆z1

x1
∆z2

x2
a(t, x)

∣∣ ≤ H3|x1 − z1|α1(h3α2/2 + |X2(h)− z2|α2);

∃H4 > 0, ∃H5 > 0, ∃α3 ∈ (3/5, 4/5] ∀(t, x) ∈ Π[0,T ], ∀zi ∈ Rni , i ∈ {1, 3}, ∀h ∈ [0, T ] :∣∣∆z3
x3
a(t, x)

∣∣ ≤ H4(h
5α3/2 + |X3(h)− z3|α3),∣∣∆z1

x1
∆z3

x3
a(t, x)

∣∣ ≤ H5|x1 − z1|α1(h5α3/2 + |X3(h)− z3|α3).

A4. В Π[0,T ] iснують обмеженi похiднi ∂x1i
∂x1j

aij i ∂x1i
ai, якi задовольняють за про-

сторовими змiнними умову Гельдера у сенсi A3.
У [9] було доведено, що якщо для коефiцiєнтiв рiвняння (3) виконуються умови

A1–A3, то для нього iснує класичний ФРЗК Z, для якого справджуються оцiнки

|∂kxZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−M−MkEc(t, x; τ, ξ), |k1|/2 + |k2|+ |k3| ≤ 1,

k = (k1, k2, k3) ∈ Zn
+, 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn; (6)

|SBZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−M−1Ec(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

з деякими сталими C > 0 i c > 0.
Якщо для коефiцiєнтiв рiвняння (3) виконуються умови A1–A4, то для спряженого

рiвняння вигляду

S∗
Bv(τ, ξ)− A∗(τ, ξ, ∂ξ1) = 0, (τ, ξ) ∈ Π[0,T ),

де

S∗
B := −∂τ +

n2∑
i=1

(
n1∑
j=1

b1jiξ1j

)
∂ξ2i +

n3∑
i=1

(
n2∑
j=1

b2jiξ2j

)
∂ξ3i ,
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A∗(τ, ξ, ∂ξ1) :=

n1∑
i,j=1

∂ξ1i∂ξ1j(aij(τ, ξ)v(τ, ξ)) +

n1∑
i=1

∂ξ1i(ai(τ, ξ)v(τ, ξ))− a0(τ, ξ)v(τ, ξ),

iснує класичний ФРЗК Z∗, який пов’язаний з ФРЗК Z рiвнiстю

Z∗(τ, ξ; t, x) = Z(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (7)

i для Z справджується формула згортки

Z(t, x; τ, ξ) =

∫
Rn

Z(t, x;λ, y)Z(λ, y; τ, ξ)dy, 0 ≤ τ < λ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn.

Розглянемо набори функцiй k(t, a) i s(t), t ∈ [0, T ], якi означимо таким способом:

k(t, a) := (k1(t, a1), k2(t, a2), k3(t, a3)), s(t) := (s1(t), s2(t), s3(t)),

ki(t, ai) := c0ai(c0 − ait
2(i−1)+1)−1, i ∈ {1, 2, 3};

s1(t) := k1(t, a1) + 2t2∥B1∥2k2(t, a2) + 2t4(∥B1∥ ∥B2∥)2k3(t, a3),

s2(t) := 2k2(t, a2) + 4t2∥B2∥2k3(t, a3), s3(t) := 4k3(t, a3),

де c0 ∈ (0, c), c – стала з оцiнок (6), a := (a1, a2, a3) – набiр таких невiд’ємних чисел, що
T < min

i∈{1,2,3}
(c0/ai)

1/(2(i−1)+1), ∥B1∥ i ∥B2∥ – норми матриць B1 i B2 вiдповiдно. Запрова-
димо ще таке позначення:

[k(t, a), ξ)] :=
3∑

i=1

ki(t, ai)|ξi|2, t > 0, ξi ∈ Rni , i ∈ {1, 2, 3}.

Зауважимо, що правильними є спiввiдношення

k(0, a) = a, ki(t, ai) ≥ ai, kij(t, aij) ≥ aij, t ∈ [0, T ], j ∈ {1, ..., ni}, i ∈ {1, 2, 3};

k1(t− τ, k1(τ, a1)) = k1(t, a1), k1j(t− τ, k1j(τ, a1j)) = k1j(t, a1j), j ∈ {1, ..., n1};

ki(t−τ, ki(τ, ai)) ≤ ki(t, ai), kij(t−τ, kij(τ, aij)) ≤ kij(t, aij), j ∈ {1, ..., ni}, i ∈ {2, 3}, (8)

i справджується нерiвнiсть

−c0
3∑

i=1

t1−2i|Xi(t)− ξi|2 + [k(0, a), ξ] ≤ [k(t, a), X(t)], t ∈ (0, T ], {x, ξ} ⊂ Rn. (9)

Нехай p ∈ [1,∞] i u(t, x), (t, x) ∈ Π[0,T ], – задана комплекснозначна функцiя, вимiрна
для будь-якого t ∈ [0, T ]. Для кожного t ∈ [0, T ] означимо норми

∥u(t, ·)∥k(t,a)
p := ∥u(t, x) exp{−[k(t, a), X(t, 0)]}∥Lp(Rn),

∥u(t, ·)∥s(t)
p := ∥u(t, x) exp{−[s(t), x]}∥Lp(Rn).

Використовуватимемо також простори:
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L
k(t,a)
p , t ∈ [0, T ], p ∈ [1,∞], – простори вимiрних функцiй φ : Rn → C, для яких є

скiнченними норми ∥φ∥k(t,a)
p ;

Mk(0,a) – простiр злiченно-адитивних функцiй µ : B → C (узагальнених борельових
мiр в Rn), якi задовольняють умову

∥µ∥k(0,a) :=

∫
Rn

exp{−[k(0, a), x]}d|µ|(x) <∞,

де B – σ-алгебра борельових множин простору Rn, а |µ| – повна варiацiя µ;
L
−s(T )
1 – простiр вимiрних функцiй ψ : Rn → C зi скiнченною нормою

∥ψ∥−s(T )
1 := ∥ψ(x) exp{−[s(T ), x]}∥L1(Rn);

C
−s(T )
0 – простiр неперервних функцiй ψ : Rn → C таких, що при |x| → ∞ маємо

|ψ(x)| exp{[s(T ), x]} → 0. Норму в C−s(T )
0 означимо формулою

∥ψ∥−s(T )
∞ := sup

x∈Rn

(|ψ(x)| exp{[s(T ), x]}).

Враховуючи означення точок Xi(t), i ∈ {1, 2, 3}, та нерiвностi (1.3.9), (1.3.10) з [8],
маємо такi нерiвностi:

|X2(t)|2 =
∣∣x2 + t((B1)′x′1)

′∣∣2 ≤ 2
(
|x2|2 + t2|((B1)′x′1)

′|2
)
≤ 2

(
|x2|2 + t2∥B1∥2|x1|2

)
,

|X3(t)|2 =
∣∣∣∣x3 + t((B2)′x′2)

′ +
1

2
t2((B2)′(B1)′x′1)

′
∣∣∣∣2 ≤ 4

(
|x3|2 + t2|((B2)′x′2)

′|2)+

+

∣∣∣∣12t2((B2)′(B1)′x′1)
′
∣∣∣∣2) ≤ 4

(
|x3|2 + t2∥B2∥2|x2|2 +

1

4
t4∥B1∥2∥B2∥2|x1|2

)
(10)

та аналогiчно
|X2j(t)|2 ≤ 2

(
|x2j|2 + t2∥B1∥2|x1j|2

)
, j ∈ {1, ..., n2};

|X3j(t)|2 ≤ 4

(
|x3j|2 + t2∥B2∥2|x2j|2 +

1

4
t4∥B1∥2∥B2∥2|x1j|2

)
, j ∈ {1, ..., n3}.

Iз цих нерiвностей випливає нерiвнiсть

exp{−[s(t), x]} ≤ exp{−[k(t, a), x]},

i тому
∥u(t, ·)∥s(t)

p ≤ ∥u(t, ·)∥k(t,a)
p , t ∈ [0, T ], p ∈ [1,∞]. (11)

Оскiльки за означенням s(t) ≥ k(0, a), t ∈ [0, T ], то для φ ∈ L
k(0,a)
p маємо

∥φ∥s(t)
p ≤ ∥φ∥k(0,a)

p , t ∈ [0, T ], p ∈ [1,∞]. (12)
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2 Формулювання основних результатiв

Основнi результати статтi мiстяться у теоремах 1, 2.

Теорема 1. Нехай для коефiцiєнтiв рiвняння (3) виконуються умови A1–A4 i p ∈ [1,∞].
Тодi правильними є такi твердження:

1) для будь-яких функцiй φ ∈ L
k(0,a)
p формула

u(t, x) :=

∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)φ(ξ)dξ, (t, x) ∈ Π(0,T ], (13)

визначає єдиний в шарi Π(0,T ] розв’язок однорiдного рiвняння (3);
iснує стала C > 0, яка не залежить вiд φ ∈ L

k(0,a)
p , така, що для довiльного t ∈ (0, T ]

справджуються оцiнки
∥u(t, ·)∥k(t,a)

p ≤ C∥φ∥k(0,a)
p ;

для p ∈ [1,∞) справджується рiвнiсть lim
t→0

∥u(t, ·) − φ(·)∥s(t)
p = 0, а для p = ∞ –

граничнi спiввiдношення u(t, ·) →
t→0

φ у слабкому сенсi, тобто для будь-яких функцiй

ψ : Rn → C з простору L−s(T )
1 виконуються спiввiдношення

lim
t→0

∫
Rn

ψ(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

ψ(x)φ(x)dx;

2) для будь-якої узагальненої мiри µ ∈Mk(0,a) формула

u(t, x) :=

∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)dµ(ξ), (t, x) ∈ Π(0,T ], (14)

визначає єдиний в шарi Π(0,T ] розв’язок однорiдного рiвняння (3);
iснує стала C > 0, яка не залежить вiд µ ∈Mk(0,a), така, що для довiльного t ∈ (0, T ]

справджуються оцiнки
∥u(t, ·)∥k(t,a)

1 ≤ C∥µ∥k(0,a);

справджується граничне спiввiдношення u(t, ·) →
t→0

µ у слабкому сенсi, тобто для

будь-яких функцiй ψ : Rn → C з простору C−s(T )
0 виконуються спiввiдношення

lim
t→0

∫
Rn

ψ(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

ψ(x)dµ(x).

Наступна теорема є в певному сенсi оберненою до теореми 1.

Теорема 2. Нехай виконуються умови A1–A4 i u – розв’язок в Π(0,T ] однорiдного рiв-
няння (3), який задовольняє умову

∥u(t, ·)∥k(t,a)
p ≤ C, t ∈ (0, T ], (15)

з деякими C > 0 i p ∈ [1,∞]. Тодi для p ∈ (1,∞] iснує єдина функцiя φ ∈ L
k(0,a)
p , а

для p = 1 – єдина узагальнена мiра µ ∈ Mk(0,a), такi, що розв’язок u зображується
вiдповiдно у виглядi (13) або (14).
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Нехай Up, p ∈ [1,∞], – класи усiх розв’язкiв однорiдного рiвняння (3), якi при ко-
жному t ∈ (0, T ] належать до просторiв L

k(t,a)
p як функцiї x i для яких виконується

умова (15). Iз теорем 1 i 2 випливають такi важливi наслiдки.

Наслiдок 1. Множинами початкових значень розв’язкiв iз класiв Up, p ∈ (1,∞], та U1

є вiдповiдно простори Lk(0,a)
p та Mk(0,a) i тiльки вони.

Наслiдок 2. Класи Up, p ∈ (1,∞], i U1 є множинами значень операторiв Пуассона,
визначених формулами (13) i (14) на просторах вiдповiдно Lk(0,a)

p i Mk(0,a), причому цi
оператори є iзоморфiзмами.

Для отримання результатiв, сформульованих у теоремах 1 i 2, використовується
методика, подiбна до працi [8].

3 Властивостi iнтегралiв Пуассона

Припускатимемо, що виконуються умови A1–A4.

Лема 1. Якщо φ ∈ L
k(0,a)
p , p ∈ [1,∞], то для iнтеграла Пуассона (13) справджується

оцiнка
∥u(t, ·)∥k(t,a)

p ≤ C∥φ∥k(0,a)
p , t ∈ (0, T ]. (16)

Доведення. Досить безпосередньо перевiрити виконання нерiвностi (16) за рiзних
значень p. Для цього необхiдно оцiнити |u(t, x)|, (t, x) ∈ Π(0,T ], використовуючи нерiв-
ностi (6), (8) та рiвнiсть∫

Rn

t−MEδ(t, x; 0, ξ)dξ = C, t > 0, x ∈ Rn, δ > 0. (17)

При p ∈ (1,∞), крiм того, використовується нерiвнiсть Гельдера:

|u(t, x)| ≤ Ct−M

∫
Rn

(
|φ(ξ)| exp{−[k(0, a), ξ]}E c−c0

2
(t, x; 0, ξ)

)
×

× exp
{
− c+ c0

2

3∑
i=1

t1−2i|Xi(t)− ξi|2 + [k(0, a), ξ]
}
dξ ≤

≤ Ct−M

(∫
Rn

|φ(ξ)|p exp{−p[k(0, a), ξ]}Ep((c−c0)/2)(t, x; 0, ξ)dξ

)1/p

×

×
(∫

Rn

exp
{
− p′((c+ c0)/2)

3∑
i=1

t1−2i|Xi(t)− ξi|2 + p′[k(0, a), ξ]
}
dξ

)1/p′

≤

≤ C

(∫
Rn

|φ(ξ)|p exp{−p[k(0, a), ξ]}Ep((c−c0)/2)(t, x; 0, ξ)t
−Mdξ

)1/p

×
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× exp{[k(t, a), X(t)]}
(∫

Rn

Ep′((c−c0)/2)(t, x; 0, ξ)t
−Mdξ

)1/p′

, (t, x) ∈ Π(0,T ],

де число p′ таке, що 1/p+ 1/p′ = 1. Отже, при p ∈ (1,∞)

∥u(t, ·)∥k(t,a)
p ≤ C

(∫
Rn

(∫
Rn

(|φ(ξ)|p exp{−p[k(0, a), ξ]}Ep((c−c0)/2)(t, x; 0, ξ)t
−Mdξ

)
dx

)1/p

=

= C

(∫
Rn

|φ(ξ)|p exp{−p[k(0, a), ξ]}
(∫
Rn

t−MEp((c−c0)/2)(t, x; 0, ξ)dx
)
dξ

)1/p

=

= C∥φ∥k(0,a)
p , t ∈ (0, T ].�

Наступна лема показує, в якому сенсi iнтеграл Пуассона (13) задовольняє початкову
умову.

Лема 2. Якщо φ ∈ L
k(0,a)
p , p ∈ [1,∞], то для iнтеграла Пуассона (13) при p ∈ [1,∞)

виконується рiвнiсть
lim
t→0

∥u(t, ·)− φ(·)∥s(t)
p = 0, (18)

а при p = ∞ u(t, ·) −−→
t→0

φ слабко, тобто для довiльних ψ ∈ L
−s(T )
1 справджується

спiввiдношення

lim
t→0

∫
Rn

ψ(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

ψ(x)φ(x)dx. (19)

Доведення. Встановимо спiввiдношення (18) при p ∈ [1,∞). За означенням границi
треба довести, що для довiльного ε > 0 iснує таке δ ∈ (0, T ), що для всiх t ∈ (0, δ)

виконується нерiвнiсть ∥∥ ∫
Rn

Z(t, · ; 0, ξ)φ(ξ)dξ − φ(·)
∥∥s(t)
p

< ε. (20)

Вiзьмемо R > 0 та означимо функцiю φ(R) так, що φ(R)(x) = φ(x), x ∈ BR i φ(R)(x) =

0, x ∈ Rn \BR, де BR := {x ∈ Rn|d(x, 0) ≤ R}. Маємо∥∥ ∫
Rn

Z(t, · ; 0, ξ)φ(ξ)dξ − φ(·)
∥∥s(t)
p

≤
∥∥ ∫
Rn

Z(t, · ; 0, ξ)(φ(ξ)− φ(R)(ξ))dξ
∥∥s(t)
p

+

+
∥∥ ∫
Rn

Z(t, · ; 0, ξ)φ(R)(ξ)dξ − φ(R)(·)
∥∥s(t)
p

+ ∥φ(·)− φ(R)(·)∥s(t)
p := I1 + I2 + I3, t ∈ (0, T ].

На пiдставi леми 1 маємо∥∥∫
Rn

Z(t, · ; 0, ξ)(φ(ξ)− φ(R)(ξ))dξ
∥∥k(t,a)
p

≤ ∥φ(·)− φ(R)(·)∥k(0,a)
p ,
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що разом з (11) дає
I1 ≤ C∥φ(·)− φ(R)(·)∥k(0,a)

p , t ∈ (0, T ].

Iз (12) випливає, що
I3 ≤ ∥φ(·)− φ(R)(·)∥a

p , t ∈ (0, T ].

При певному φ > 0 виберемо R > 0 так, щоб

∥φ(·)− φ(R)(·)∥k(0,a)
p =

( ∫
Rn\BR

|φ(x)|p exp{−p[k(0, a), x]})dx
)1/p

< ε/(2(C + 1)).

Тодi I1 + I3 < ε/2.

Оскiльки
I2 ≤ C

∥∥ ∫
Rn

Z(t, · ; 0, ξ)φ(R)(ξ)dξ − φ(R)(·)
∥∥
Lp(Rn)

=: I1/p,

то для доведення (20) залишилося довести iснування такого δ ∈ (0, T ), щоб для всiх
t ∈ (0, δ) виконувалася нерiвнiсть I1/p < ε/2. Для цього I розбиваємо на два доданки

I =

∫
Rn\B2R

∣∣∣ ∫
BR

Z(t, x; 0, ξ)φ(R)(ξ)dξ
∣∣∣pdx+ ∫

B2R

∣∣∣ ∫
BR

Z(t, x; 0, ξ)φ(R)(ξ)dξ−φ(R)(x)
∣∣∣pdx =: J1+J2,

кожен з яких оцiюємо окремо.
Зауважимо, що iснує число δ0 ∈ (0, 1) таке, що

3∑
i=1

t1−2i|Xi(t)− ξi|2 > t−1(R/2)2, t ∈ (0, δ0), x ∈ Rn \B2R, ξ ∈ BR. (21)

Для оцiнки J1 при p = 1 використовуються нерiвностi (6), (21) та рiвнiсть (17).
При p > 1, крiм того, як i при доведеннi леми 1, потрiбно ще використати нерiвнiсть
Гельдера. Отримаємо, що

J1 ≤ C∥φ(R)∥Lp(Rn)(exp{−(c− c0)t
−1(R/2)2}+ exp{−(p(c− c0)/2)t

−1(R/2)2}), t ∈ (0, δ0).

Звiдси випливає iснування такого δ1 > 0, що для всiх t ∈ (0, δ1) виконується нерiвнiсть
J1 < (1/2)(ε/2)p.

Для оцiнки J2 використаємо φ(R)
h – середню функцiю для φ(R):

J
1/p
2 ≤

( ∫
B2R

∣∣∣ ∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)(φ(R)(ξ)− φ
(R)
h (ξ))dξ

∣∣∣pdx)1/p+
+
( ∫
B2R

∣∣∣ ∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)φ
(R)
h (ξ)dξ − φ

(R)
h (x))

∣∣∣pdx)1/p + ( ∫
B2R

|φ(R)
h (x)− φ

(R)
h (x)|pdx

)1/p
.

Перший доданок оцiнюється подiбно до того, як це було зроблено при доведеннi
леми 1, тiльки без вагової функцiї. Далi, використовуючи властивостi середнiх функцiй,
вiдповiдно до яких

∥φ(R) − φ
(R)
h ∥Lp(Rn) −−→

h→0
0,
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а при фiксованому h > 0 рiвномiрно щодо x ∈ B2R∣∣∣ ∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)φ
(R)
h (ξ)dξ − φ

(R)
h (x))

∣∣∣p −−→
t→0

0,

отримуємо, що iснує така стала δ2 > 0, що для всiх t ∈ (0, δ2) виконується нерiвнiсть
J2 < (1/2)(ε/2)p. З цiєї оцiнки та подiбної оцiнки для J1 випливає потрiбна оцiнка
I1/p < ε/2 для всiх t ∈ (0, δ2), де δ – найменше з чисел δ1 i δ2.

Доведемо використану вище нерiвнiсть (21). Позначимо

Y (t) :=
(
0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

n1

,−t
n1∑
j=1

b1j1x1j, ...,−t
n1∑
j=1

b1jn2
x1j,−t

n2∑
l=1

b2l1x2l − 2−1t2
n1∑
j=1

n2∑
l=1

b2l1b
1
jlx1j,

...,−t
n2∑
l=1

b2ln3
x2l − 2−1t2

n1∑
j=1

n2∑
l=1

b2ln3
b1jlx1j

)
.

Для t ∈ (0, 1) маємо

|Y (t)| ≤
(
t2

n2∑
s=1

( n1∑
j=1

|b1js∥x1j|
)2

+ t2
n2∑
s=1

( n2∑
l=1

|b2ls∥x2l|
)2
+

+4−1t4
n2∑
s=1

( n1∑
j=1

n2∑
l=1

|b2ls∥b1jl∥x1j|
)2)1/2

≤ c1t|x|;

|X(t)| = |x− Y (t)| ≥
∥∥x| − |Y (t)|

∣∣.
Звiдси маємо, що для числа δ0 ∈ (0, 1) такого, що c1δ0 ≤ 1/4, для довiльних t ∈ (0, δ0) i
x ∈ Rn \B2R виконується нерiвнiсть |X(t)| ≥ (3/4)|x| ≥ 3R/2. Тодi

3∑
i=1

t1−2i|Xi(t)− ξi|2 ≥ t−1|X(t)− ξ|2 ≥ t−1
∥∥X(t)| − |ξ|

∣∣2 > t−1(R/2)2,

t ∈ (0, δ0), x ∈ Rn \B2R, ξ ∈ BR,

що i слiд було довести.
Перейдемо до доведення спiввiдношення (19). Спочатку зауважимо, що iнтеграли з

(19) мають сенс при будь-яких φ ∈ L
k(0,a)
∞ , ψ ∈ L

−s(T )
1 i t ∈ (0, T ], оскiльки на пiдставi

нерiвностi (11) i леми 1 норма ∥u(t, ·)∥s(t)
∞ є скiнченною для довiльних t ∈ (0, T ], якщо

φ ∈ L
k(0,a)
∞ . Справдi, на пiдставi того, що ai ≤ si(t) ≤ si(T ) для довiльних t ∈ (0, T ],

i ∈ {1, 2, 3}, маємо∣∣∣ ∫
Rn

ψ(x)u(t, x)dx
∣∣∣ ≤ ∫

Rn

(|ψ(x)| exp{[s(T ), x]})(|u(t, x)| exp{−[s(t), x]})dx ≤

≤ ∥ψ∥−s(T )
1 ∥u(t, ·)∥s(t)

∞ <∞,∣∣∣ ∫
Rn

ψ(x)φ(x)dx
∣∣∣ ≤ ∫

Rn

(|ψ(x)| exp{[s(T ), x]})(|φ(x)| exp{−[k(0, a), x]})dx ≤
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≤ ∥ψ∥−s(T )
1 ∥φ∥k(0,a)

∞ <∞.

Для доведення (19) досить встановити спiввiдношення∫
Rn

(v(t, ξ)− ψ(ξ))φ(ξ)dξ −−→
t→0

0,

де

v(t, ξ) :=

∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)ψ(x)dx.

Враховуючи, що φ ∈ L
k(0,a)
∞ i справджується нерiвнiсть∣∣∣ ∫

Rn

(v(t, ξ)− ψ(ξ))φ(ξ)dξ
∣∣∣ ≤ ∥φ∥k(0,a)

∞

∫
Rn

|v(t, ξ)− ψ(ξ)| exp{[k(0, a), ξ]})dξ,

залишається тiльки довести, що∫
Rn

|v(t, ξ)− ψ(ξ)| exp{[k(0, a), ξ]}dξ −−→
t→0

0. (22)

Оскiльки ai < ki(T, ai), i ∈ {1, 2, 3}, то iснує таке γ > 0, що si(T ) ≥ ki(T, ai) ≥ gi(t) :=

c0ki(T, ai)/(c0 + ki(T, ai)t
2i−1) ≥ ai, i ∈ {1, 2, 3}, для всiх t ∈ [0, γ]. Тому

exp{[g, ξ]} ≥ exp{[k(0, a), ξ]}, t ∈ [0, γ], ξ ∈ Rn,

i для доведення (22) досить для будь якого ε > 0 довести iснування такого δ ∈ (0, γ),
що для всiх t ∈ (0, δ) виконується нерiвнiсть

∥v(t, ·)− ψ(·)∥−g(t)
1 := ∥(v(t, ·)− ψ(·)) exp{[g(t), · ]}∥L1(Rn) < ε,

де g(t) := (g1(t), g2(t), g3(t)). Доведення цього проводиться аналогiчно до доведення (20),
тiльки з використанням нерiвностi

[k(T, a), X(t)] ≤ [s(T ), x], t ≥ 0, x ∈ Rn,

яка справджується на пiдставi (10) та означення s(T ), i нерiвностi

−c0
3∑

i=1

t1−2i|Xi(t)− ξi|2 − [k(T, a), X(t)] ≤ −[g(t), ξ], t ≥ 0, {x, ξ} ⊂ Rn,

яка обгрунтовується так само, як (9). �
Подiбно до доведення лем 1 i 2 можна встановити наступну лему.

Лема 3. Якщо µ ∈Mk(0,a), то для iнтеграла Пуассона (14) виконується оцiнка

∥u(t, ·)∥k(t,a)
1 ≤ C∥µ∥k(0,a), t ∈ (0, T ], (23)

i u(t, ·) → µ при t → 0 слабко, тобто для довiльних ψ ∈ C
−s(T )
0 справджується спiввiд-

ношення
lim
t→0

∫
Rn

ψ(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

ψ(x)dµ(x). (24)
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4 Iнтегральне зображння розв’язкiв задачi Кошi

Сформулюємо твердження про зображення класичних розв’язкiв задачi Кошi для
рiвняння (3) у виглядi iнтегралiв Пуассона. Припускатимемо, що виконуються умови
A1–A4.

Лема 4. Якщо φ ∈ L
k(0,a)
p , p ∈ [1,∞], то класичний розв’язок u рiвняння (3), який

задовольняє умову
∥u(t, ·)∥k(t)

p ≤ C, t ∈ (0, T ], (25)

з деякою сталою C > 0, умови (18) i (19) вiдповiдно для p ∈ [1,∞) i p = ∞, зображує-
ться у виглядi (13).

Доведення. Використаємо формулу Грiна-Остроградського

t2∫
t1

dθ

∫
BR

(vLu− uL∗v)(θ, y)dy =

∫
BR

(vu)(θ, y)

∣∣∣∣t2
θ=t1

dy−

−
t2∫

t1

dθ

∫
ΓR

( n2∑
j=1

( n1∑
l=1

b1ljy1l

)
µ2j +

n3∑
j=1

( n2∑
l=1

b2ljy2l

)
µ3j

)
(vu)(θ, y)dSy+

+

t2∫
t1

dθ

∫
ΓR

n1∑
j=1

Bj[v, u](θ, y)µ1jdSy, (26)

де 0 ≤ t1 < t2 ≤ T , BR – куля в Rn радiуса R з центром у початку координат, ΓR

– її межа, (µ11, ..., µ1n1 , µ21, ..., µ2n2 , µ31, ..., µ3n3) – одинична зовнiшня нормаль до ΓR,
L := SB − A(θ, y, ∂y1), L∗ := S∗

B − A∗(θ, y, ∂y1),

Bj[v, u] := −
n1∑
l=1

(ajl∂y1luv − u∂y1l(ajlv)) + ajuv, j ∈ {1, ..., n1},

u i v – досить гладкi функцiї. Формула (26) є правильною для функцiй u i v, якi мають
класичнi похiднi, що входять у рiвняння (3).

Наведемо схему доведення леми. Нехай u – класичний розв’язок, для якого виконую-
ться умови леми, i нехай VR := (0, T ]×BR; ζ – досить гладка на [0,∞) функцiя така, що
ζ = 1 на [0, 1/2], ζ = 0 на [3/4,∞) i ζ ′ ≤ 0; ζR(x) := ζ(|x|/R); (t, x) – довiльно фiксована
точка з VR0/4, де R0 – довiльно взяте додатне число. Покладемо в формулi (23) замiсть
t1, t2, θ, y, u(θ, y) i v(θ, y) вiдповiдно h, t− ε, τ , ξ, u(τ, ξ) i v(τ, ξ) = Z∗(τ, ξ; t, x)ζR(ξ), де
R ≥ R0, 0 < h < t/2, 0 < ε < t/2. Використовуючи властивостi функцiї ζR, рiвнiсть (7)
для Z i те, що Lu = 0, одержуємо∫

Rn

Z(t, x; t− ε, ξ)ζR(ξ)u(t− ε, ξ)dξ =

∫
Rn

Z(t, x;h, ξ)ζR(ξ)u(h, ξ)dξ−
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−
t−ε∫
h

dτ

∫
B3R/4\BR/2

(L∗(Z∗(τ, ξ; , x)ζR(ξ)))u(τ, ξ)dξ,

а пiсля переходу до границi при ε→ 0 приходимо до рiвностi

u(t, x) =

∫
Rn

Z(t, x;h, ξ)ζR(ξ)u(h, ξ)dξ−

−
t−ε∫
h

dτ

∫
B3R/4\BR/2

(L∗(Z∗(τ, ξ; , x)ζR(ξ)))u(τ, ξ)dξ =: I
(R)
1 + I

(R)
2 . (27)

У цiй рiвностi переходимо до границi при R → ∞. Доводиться, що при цьому перший
доданок правої чатини I(R)

1 прямує до iнтеграла

I1 :=

∫
Rn

Z(t, x;h, ξ)u(h, ξ)dξ,

а другий доданок I
(R)
2 прямує до 0. Для доведення того, що I

(R)
1 −−−→

R→∞
I1, оцiнюємо

рiзницю |I1 − I
(R)
1 | за допомогою таких нерiвностей:

−c0
3∑

i=1

t1−2i|Xi(t− h)− ξi|2 + [k(h, a),Ξ(h)] ≤ −c0
3∑

i=1

t1−2i|Xi(t− h)− ξi|2+

+[s(h), ξ] ≤ [k(t− h, s(h)), X(t− h)] ≤ c1, x ∈ BR0/4, ξ ∈ Rn, (28)

тут h – досить мале число таке, що 0 < t− h ≤ T < min
i∈{1,2,3}

(c0/si(h))
1/(2i−1);

3∑
i=1

t1−2i|Xi(t− h)− ξi|2 ≥ (t− h)r(R/4)2, 0 < t− h ≤ T, x ∈ BR0/4, ξ ∈ Rn \BR/2, (29)

де c1 > 0, r = −1 при 0 < t− h ≤ 1 i r = −5 при t− h > 1, R – досить велике число, R0

– фiксоване число, причому 0 < R0 < R.
Друга нерiвнiсть з (28) доводиться так само, як нерiвнiсть (9), а перша i третя –

очевиднi на пiдставi нерiвностей (10) та означення функцiй si, i ∈ {1, 2, 3}. Доведення
нерiвностi (29) аналогiчне до доведення нерiвностi (21).

Перейдемо у (24) до границi при R → ∞, одержимо

u(t, x) =

∫
Rn

Z(t, x;h, ξ)u(h, ξ)dξ. (30)

Тепер, якщо у рiвностi (30) перейти до границi при h→ 0 i використати рiвнiсть

lim
h→0

∫
Rn

Z(t, x;h, ξ)u(h, ξ)dξ =

∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)φ(ξ)dξ, (31)
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одержимо доведення леми.
Зауважимо, що для доведення рiвностi (31) використовується таке твердження: для

довiльних фiксованих t ∈ (0, T ] i x ∈ Rn iснують такi сталi C ′ > 0, c′ ∈ (c0, c) (c – стала
з оцiнки (6)) i h0 > 0, що для будь-яких h ∈ (0, h0) i ξ ∈ Rn правильна оцiнка

|Z(t, x;h, ξ)| ≤ C ′t−M exp
{
− c′

3∑
i=1

t1−2i|Xi(t)− ξi|2
}
. (32)

Справдi, на пiдставi оцiнки (6) маємо

|Z(t, x;h, ξ)| ≤ Ct−M exp
{
− c

3∑
i=1

t1−2i|Xi(t− h)− ξi|2
}
.

Оскiльки для c > 0 iснують сталi C ′ > 0 i c′ ∈ (c0, c) такi, що для довiльних {u, v} ⊂ R,
|v| ≤ 1, виконується нерiвнiсть

exp{−c|u− v|2} ≤ C ′ exp{−c′|u|2},

то
exp{−ct−3|X2(t− h)− ξ2|2} = exp{−c|t−3/2(X2(t)− ξ2)− t−3/2h(B1)′x′1|2} ≤

≤ C ′ exp{−c′t−3|X2(t)− ξ2|2},

якщо h брати таким, що ht−3/2∥B1∥ |x1| ≤ 1, i

exp{−ct−5|X3(t− h)− ξ3|2} = exp{−c|t−5/2(X3(t)− ξ3)− t−5/2(B2)′(hx′2 + ht(B1)′x′1−

−h2(B1)′x′1/2)|2} ≤ C ′ exp{−c′t−5|X3(t)− ξ3|2},

якщо h брати таким, що t−5/2∥B2∥
(
h(t∥B1∥ |x1|+ |x2|) + h2∥B1∥ |x1|/2

)
≤ 1. �

Лема 5. Якщо µ ∈ Mk(0,a), то класичний розв’язок рiвняння (3), який задовольняє
умову (25) з p = 1 i спiввiдношення (24), зображується у виглядi (14).

Доведення. Для доведення цiєї леми так само, як в лемi 4, в рiвностi (30) перехо-
димо до границi при h→ 0. �

5 Доведення теорем

Доведення теореми 1. Оскiльки ФРЗК Z є класичним розв’язком рiвняння (3),
то на пiдставi оцiнок (6) маємо, що при φ ∈ L

k(0,a)
p , p ∈ [1,∞], µ ∈ Mk(0,a) iнтеграли

Пуассона (13) i (14) також є класичними розв’язками рiвняння (3). Iз лем 4 i 5 випливає
єдинiсть цих розв’язкiв. Iншi твердження теореми 1 є наслiдками з лем 1–3. �

Доведення теореми 2. Нехай p ∈ (1,∞]. З умови (15) випливає, що послiдовнiсть
за параметром ν ∈ N функцiй

{u(1/ν, x) exp{−[k(1/ν, a), X(1/ν)]}, x ∈ Rn : ν ∈ N} (33)
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обмежена в просторi Lp(Rn). Простiр Lp(Rn) iзометричний простору, спряженому до
L′
p(Rn), p′ := p/(p − 1). Скористаємося теоремою про слабку компактнiсть обмеженої

множини в спряженому просторi. Одержимо, що послiдовнiсть (33) слабко компактна
в Lp(Rn). Тому iснує її пiдпослiдовнiсть

{u(1/ν(r), x) exp{−[k(1/ν(r), a), X(1/ν(r))]}, x ∈ Rn : r ∈ N}, lim
r→∞

ν(r) = ∞, (34)

i функцiя χ ∈ Lp(Rn) такi, що для довiльної ψ ∈ Lp′(Rn)

lim
r→∞

∫
Rn

ψ(ξ) exp{−[k(1/ν(r), a),Ξ(1/ν(r))]}u(1/ν(r), ξ)dξ =

=

∫
Rn

ψ(ξ)χ(ξ)dξ. (35)

Покладемо φ(ξ) := χ(ξ) exp{[k(0, a), ξ]}, ξ ∈ Rn. Тодi φ ∈ L
k(0,a)
p i спiввiдношення (35)

записуються у виглядi

lim
r→∞

∫
Rn

ψ(ξ) exp{−[k(1/ν(r), a),Ξ(1/ν(r))]}u(1/ν(r), ξ)dξ =

=

∫
Rn

ψ(ξ) exp{−[k(0, a), ξ]}φ(ξ)dξ. (36)

Нехай (t, x) – фiксована точка шару Π(0,T ] i

ψ(ξ) := Z(t, x; 0, ξ) exp{−[k(0, a), ξ]}, ξ ∈ Rn. (37)

Iз оцiнки

|ψ(ξ)| ≤ Ct−M exp{−(c− c0)
3∑

i=1

t1−2i|Xi(t)− ξi|2 + [k(t, a), X(t)]}, ξ ∈ Rn, (38)

яка одержується за допомогою нерiвностей (6) i (9), випливає, що ψ ∈ Lp′(Rn). Тому на
пiдставi рiвностi (36) маємо

lim
r→∞

∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ) exp{−[k(1/ν(r), a),Ξ(1/ν(r))] + [k(0, a), ξ]}u(1/ν(r), ξ)dξ =

=

∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)φ(ξ)dξ. (39)

Припустимо, що 1/ν(r) ≤ t/2, r ≥ 1. Згiдно з формулою (30)

u(t, x) =

∫
Rn

Z(t, x; 1/ν(r), ξ)u(1/ν(r), ξ)dξ. (40)
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На пiдставi цiєї рiвностi маємо

u(t, x)−
∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)φ(ξ)dξ =

∫
Rn

(Z(t, x; 1/ν(r), ξ)− Z(t, x; 0, ξ))u(1/ν(r), ξ)dξ+

+

∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)(1− exp{−[k(1/ν(r), a),Ξ(1/ν(r))] + [k(0, a), ξ]}u(1/ν(r), ξ)dξ+

+

(∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ) exp{−[k(1/ν(r), a),Ξ(1/ν(r))] + [k(0, a), ξ]}u(1/ν(r), ξ)dξ−

−
∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)φ(ξ)dξ

)
=: K

(r)
1 +K

(r)
2 +K

(r)
3 , r ≥ 1. (41)

Щоб одержати зображення (13), досить довести, що

lim
r→∞

K
(r)
i = 0, i ∈ {1, 2, 3}. (42)

Те, що lim
r→∞

K
(r)
1 = 0, доводиться з використанням оцiнки (32), як при доведеннi (31) в

лемi 4. Iз (39) випливає, що K(r)
3 −−−→

r→∞
0. Залишилося довести, що K(r)

2 −−−→
r→∞

0.
За допомогою нерiвностi Гельдера та умови (15) маємо

|K(r)
2 | ≤ ∥u(1/ν(r), ·)∥k(1/ν(r),a)

p

(∫
Rn

Fr(ξ)dξ
)1/p′

≤ C
(∫
Rn

Fr(ξ)dξ
)1/p′

, (43)

де

Fr(ξ) := |Z(t, x; 0, ξ)|p′
∣∣ exp{[k(1/ν(r), a),Ξ(1/ν(r))]}− exp{[k(0, a), ξ]}

∣∣p′ , ξ ∈ Rn, r ≥ 1.

З оцiнок (6) i (9) випливають нерiвностi

(Fr(Ξ))
1/p′ ≤ Ct−M exp{−(c− c0)

3∑
i=1

t1−2i|Xi(t)− ξi|2}
(
exp{−c0

3∑
i=1

t1−2i|Xi(t)− ξi|2+

+[s(1/ν(r)), ξ]}+ exp{−c0
3∑

i=1

t1−2i|Xi(t)− ξi|2 + [k(0, a), ξ]}
)
≤ Ct−M×

× exp{−(c− c0)
3∑

i=1

t1−2i|Xi(t)− ξi|2}
(
exp{[k(t, s(1/ν(r))), X(t)]}+ exp{[k(t, a), X(t)]}

)
.

Тут r ≥ r0, де r0 взято так, щоб t < H(1/ν(r0)). Оскiльки для довiльних r ≥ r0

ki(t, si(1/ν(r))) ≤ ki(t, si(1/ν(r0))), i ∈ {1, 2, 3},

то

(Fr(Ξ))
1/p′ ≤ Ct−M exp{−(c− c0)

3∑
i=1

t1−2i|Xi(t)− ξi|2}×
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×
(
exp{[k(t, s(1/ν(r0))), X(t)]}+ exp{[k(t, a), X(t)]}

)
, ξ ∈ Rn, r ≥ r0,

звiдки випливає, що послiдовнiсть {Fr, r ≥ r0} має iнтегровну мажоранту. Оскiльки для
кожного ξ ∈ Rn Fr(ξ) −−−→

r→∞
0, то на пiдставi теореми Лебега про мажорантну збiжнiсть

lim
r→∞

∫
Rn

Fr(ξ)dξ = 0.

Звiдси з урахуванням (43) одержуємо (42) для i = 2.
Розглянемо випадок p = 1. Iз умови (15) випливає, що послiдовнiсть (33) обмежена

в просторi L1(Rn). Цей простiр не є спряженим до жодного iншого банахового простору,
але вiн вкладається у простiр M(Rn) всiх узагальнених мiр µ : B → C, якi мають скiн-
ченну повну варiацiю |µ|(Rn). Якщо для µ ввести норму за формулою ∥µ∥ := |µ|(Rn), то
M(Rn) стає банаховим простором. Цей простiр iзометричний простору, спряженому до
простору C0(Rn) усiх комплекснозначних неперервних функцiй на Rn, якi прямують до
нуля на нескiнченностi, з рiвномiрною нормою. Iз обмеженостi в L1(Rn) послiдовностi
(33) випливає обмеженiсть вiдповiдної послiдовностi узагальнених мiр в M(Rn) i, звiд-
си, слабка компактнiсть останньої. Тому iснують такi послiдовнiсть (34) та узагальнена
мiра µ ∈Mk(0,a), що для довiльної функцiї ψ ∈ C0(Rn) справджується рiвнiсть

lim
r→∞

∫
Rn

ψ(ξ) exp{−[k(1/ν(r), a),Ξ(1/ν(r))]}u(1/ν(r), ξ)dξ =

=

∫
Rn

ψ(ξ) exp{−[k(0, a), ξ]}dµ(ξ). (44)

Iз оцiнки (38) випливає, що функцiя (37) належить до простору C0(Rn) для будь-якої
фiксованої точки (t, x) ∈ Π(0,T ]. Тому на пiдставi (44) одержуємо, що

lim
r→∞

∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ) exp{−[k(1/ν(r), a),Ξ(1/ν(r))] + [k(0, a), ξ]}u(1/ν(r), ξ)dξ =

=

∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)dµ(ξ). (45)

Далi дiємо так само, як при p > 1. За допомогою формули (40) записуємо рiвнiсть

u(t, x)−
∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)dµ(ξ) = K
(r)
1 +K

(r)
2 +K

(r)
4 , r ≥ 1, (46)

де K(r)
1 i K(r)

2 – тi самi, що i в (41), а

K
(r)
4 :=

∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ) exp{−[k(1/ν(r), a),Ξ(1/ν(r))] + [k(0, a), ξ]}u(1/ν(r), ξ)dξ−

−
∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)dµ(ξ).
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На пiдставi (42) K(r)
4 −−−→

r→∞
0. Враховуючи також рiвностi (42) для i ∈ {1, 2} i (46),

отримуємо потрiбне ображення (14).
Таким чином доведено iснування функцiї φ ∈ L

k(0,a)
p , p ∈ (1,∞], i узагальненої мiри

µ ∈ Mk(0,a) при p = 1, таких, що заданий розв’язок u, який задовольняє умову (15),
є iнтегралом Пуассона вiдповiдно функцiї φ або узагальненої мiри µ. Єдинiсть φ i µ
випливає з теореми 1. �

Висновки

У роботi розглянуто ультрапараболiчнi рiвняння типу Колмогорова з блочною стру-
ктурою, якi узагальнюють вiдоме рiвняння дифузiї з iнерцiєю. Такi рiвняння виникають
при дослiдженнях азiйських опцiонiв на ринку цiнних паперiв. Клас таких рiвнянь за
певних умов на вигляд його блочної структури позначено через EB

22.
У статтi сформульовано спецiальнi умови Гельдера вiдносно просторових змiнних

на коефiцiєнти рiвнянь iз класу EB
22, за яких отримано коректну розв’язнiсть задачi

Кошi у спецiальних вагових просторах, а також отримано iнтегральне зображення кла-
сичних розв’язкiв однорiдних рiвнянь у виглядi iнтегралiв Пуассона вiд функцiй або
узагальнених мiр, якими задається початкова умова. Описано класи коректностi задачi
Кошi. При цьому одержано оцiнки в спецiальних вагових нормах iнтегралiв Пуассона,
породжених ФРЗК, та дослiджена їх гранична поведiнка.

Наведенi результати є досить точними. З них, зокрема, випливає повна характериза-
цiя розглянутих класiв розв’язкiв. Цим самим для таких розв’язкiв розв’язана задача,
яка є важливою класичною задачею теорiї аналiтичних та гармонiчних функцiй. Вона
полягає у вiдшуканнi умов на розв’язки рiвнянь, визначених в областi, якi гарантують
iснування їхнiх граничних значень на межi областi. Зауважимо, що подiбнi результати
для так званих L-розв’язкiв задачi Кошi для рiвняння (3) отримано в [7].

Отриманi результати є реалiзацiєю вiдомого пiдходу Ейдельмана–Iвасишена [8]. Во-
ни можуть бути використанi у подальших дослiдженнях задачi Кошi та крайових задач
для лiнiйних i квазiлiнiйних вироджених параболiчних рiвнянь, а також у теорiї мар-
ковських процесiв, густиною ймовiрностi переходу яких є ФРЗК для рiвнянь iз класу
EB

22.

Список лiтератури

[1] Kolmogoroff A. Zufällige Bewegungen (Zur Theorie der Brownschen Bewegung). Ann.Math. 1934, 35,
No.1, 116–117. – https://doi.org/10.2307/1968123

[2] Mishura Yu.S., Ralchenko K.V., Sakhno M.L., Shevchenko G.M. Stochastic processes: theory, statistics,
application: textbook. 2nd Edition. Kyiv University, Kyiv, 2023 (in Ukrainian).

[3] Stanton R. Path Dependent Payoffs and Contingent Claim Valuation: Single Premium Deferred Annui-
ties. Graduate School of Business, Stanford University 1989.

[4] Barraquand J., Pudet T. Pricing of American path-dependent contingent claims. Math. Finance 1996,
6, 17–51.

[5] Pascucci A. Free boundary and optimal stopping problems for American Asian options. Finance and
Stoch. 2008, 12, 21–41. doi: 10.1007/s00780-007-0051-7



62 Дронь В.С.1, Мединський I.П.1,2

[6] Di Francesco, Pascucci A. On a class of degenerate parabolic equations of Kolmogorov type. AMRX
Appl. Math. Res. Exprass 2005, 3, 77–116.

[7] Ivasyshen S.D., Layuk V.V. Cauchy problem for some degenerated parabolic equations of Kolmogorov
type. Mat. Metody i Fiz.-Mekh. Polya 2007, 50 (3), 56–65 (in Ukrainian).

[8] Eidelman S.D., Ivasyshen S.D., Kochubei A.N. Analytic methods in the theory of differential and
pseudo-differential equations of parabolic type. Birkhäuser. Basel 2004, Ser. Operator Theory: Adv.
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The investigation is devoted to ultra-parabolic equations which appear in Asian options
problems. Unlike the European option, the payout of Asian derivative depends on the entire
trajectory of the price value, not the final value only.

Among methods of researching of the Asian options, the one is to include dependent on the
price trajectory variables in the state space. The expansion of the state space by including of
dependent on the price trajectory variables transforms the path-dependent problem for the Asi-
an option into an equivalent path-independent Markov problem. However, the increasing of the
dimension usually leads to partial differential equations which are not uniformly parabolic. The
class of these equations under some conditions is a generalization of the well-known degenerate
parabolic A.N.Kolmogorov’s equation of diffusion with inertia.

Mathematical models of the options have been studied in many works. It has been con-
structed so called L-type fundamental solutions for considered equations previously, some their
properties have been established, the Cauchy problem has been researched.

In current work, for the given equations we study the classical solutions of the Cauchy
problem. For the coefficients of the equations we apply special Hölder conditions with respect
to spatial variables. Under these conditions, we prove the well-posedness of the Cauchy problem
in special weighed spaces, obtained integral presentation of classic solutions of the Cauchy
problem for homogeneous equations. Classes of well-posedness of the Cauchy problem were
described.

The results obtained in the work are realization of well-known Eidelman–Ivasyshen app-
roach. Ones can be used to advanced studying of the Cauchy problem and boundary value
problems for linear and quasi-linear degenerated parabolic equations, as well as in the theory
of stochastic processes when studying Markov processes, the transition probability density of
which is the fundamental solution of the Cauchy problem for these equations.


