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КРАЙОВА ЗАДАЧА З НЕРЕГУЛЯРНИМИ УМОВАМИ ДЛЯ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-ОПЕРАТОРНИХ РIВНЯНЬ

В роботi вивчаються властивостi розв’язкiв крайової задачi з нерегулярними умовами для
диференцiально-операторних рiвнянь.

The paper deals with the properties of solutions of boundary problems with nonregular condi-
tions for differential-operator equations.

Нехай W 2
2 (0, 1) ≡ {y ∈ L2(0, 1) : y′ ∈

L2(0, 1), y
′′ ∈ L2(0, 1)}, ∥y;W 2

2 (0, 1)∥2 ≡
∥y;L2(0, 1)∥2+∥y′;L2(0, 1)∥2+∥y′′;L2(0, 1)∥2;

H— сепарабельний гiльбертовий про-
стiр, H1 ≡ L2((0, 1);H), ∥y;H1∥ ≡
∥∥y,H∥;L2(0, 1)∥, Dt— сильна похiдна в H1;

A : H → H —щiльно визначений опе-
ратор, суттєво несамоспряжений [1], з вла-
сними значеннями zk = Mks, M > 0, k =
1, 2, . . . , s ∈ R, s > 0, та векторами
vjk ∈ H, кореневими в сенсi :Av0k = zkv

0
k,

Avjk = zkv
j
k + zj−1

k vj−1
k , |zj−1

k | ≤ M1k
s, j =

1, 2, . . . ,mk, k = 1, 2, . . . ;

Система V (A) =
{
vjk ∈ H, j =

0, 1, . . . ,mk, k = 1, 2, . . . , } утворює базис
Рiсса [1,2, 9, 11] в просторi H;

H2 ≡ {u ∈ H1, Au ∈ H1, D
2
tu ∈

H1}, ||u,H2||2 ≡ ||u,H1||2 + ||Au,H1||2 +
||D2

tu,H1||2.
Дослiдження спектральних властивостей

задач з нерегулярними умовами мають дав-
ню iсторiю [1-9].

В данiй роботi, використовуючи резуль-
тати публiкацiй [11, 12], дослiджено спе-
ктральнi властивостi нерегулярної суттєво
несамоспряженої задачi для диференцiаль-
ного рiвняння другого порядку з опера-
торними коефiцiєнтами. Зокрема, визначе-
но спектр, побудовано систему кореневих ве-
кторiв задачi, встановлено її повноту та ба-
зиснiсть за Абелем [13]. В явному виглядi
побудовано та встановлено умови збiжностi
розв’язкiв вiдповiдних напiводнорiдних за-
дач.

Розглянемо спектральну задачу

−D2
tu(t) + Au(t) = µu(t), (1)

t ∈ (0, 1), µ ∈ C,

{
ℓ1u ≡ u(0) + u(1) = 0

ℓ2u ≡
∑1

j=0 αj(D
j
tu(0)−Dj

tu(1)) = 0;
(2)

α0, α1 ∈ R.

Введемо в розгляд оператор задачi
L(α0, α1) : H1 → H1; D(L(α0, α1)) ≡

{v ∈ H2 : ℓ1v = 0, ℓ2v = 0} .
Припущення на оператор A, зазначенi ви-

ще, дозволяють визначити [11, стор. 157–
169] дробовi степенi Aβ, β ≥ 0 цього опе-
ратора та простори

H(Aβ) ≡ {v ∈ H : Aβv ∈ H},
∥v;H(Aβ)∥2 ≡ ∥v;H∥2 + ∥Aβv;H∥2.
H3 ≡ {v(t) ∈ H : Dtv(t) ∈ H},
∥v(t);H3∥2 ≡ ∥v(t), H1∥2 + ∥Dtv(t);H1∥2.
Розв’язком задачi (1), (2) будемо назива-

ти функцiю u ∈ H2 , яка справджує рiвнян-
ня (1) в сенсi рiвностi в просторi H1 та гра-
ничнi умови (2) в сенсi рiвностей в просто-
рах H(A3/4), H(A1/4) вiдповiдно.

Побудуємо розв’язки u(t) ∈ H2 задачi (1),
(2) у виглядi добутку

u(t) = y(t)v0k, k = 1, 2, ... .

Для визначення невiдомої функцiї y(t) ∈
W 2

2 (0, 1) отримаємо спектральну задачу

−D2
t y(t) + zky(t) = µy(t), (3)
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t ∈ (0, 1), µ ∈ C,{
y(0) + y(1) = 0,∑1

j=0 αj(D
j
ty(0)−Dj

ty(1)) = 0,
(4)

α0, α1 ∈ R.
Нехай ω2 = zk − µ.
Фундаментальну систему розв’язкiв рiв-

няння

−D2
t y(t) = ω2y(t), t ∈ (0, 1) (5)

визначимо спiввiдношеннями

Y0(t, ω) ≡ eiωt + eiω(1−t), t ∈ (0, 1),

(6)
Y1(t, ω) ≡ eiωt − eiω(1−t), t ∈ (0, 1).

Загальний розв’язок рiвняння (5) можна
подати лiнiйною комбiнацiєю функцiй (6)

y(t, ω) = C0Y0(t, ω) + C1Y1(t, ω),

C0, C1 ∈ R.
Пiдставивши цей розклад в граничнi умо-

ви (4), для визначення невiдомих коефiцiєн-
тiв C0 та C1, отримуємо систему двох лiнiй-
них алгебраїчних рiвнянь.

Розглянемо визначник матрицi коефiцi-
єнтiв системи

∆(ω) ≡

det

(
2α0(1 + eiω) 2α1iω(1 + eiω)

0 2(1− eiω)

)
та характеристичне рiвняння

∆(ω) ≡ 4α0(1− ei2ω) = 0. (7)

Зауважимо, що у випадку α0 = 0 грани-
чнi умови (4) набувають вигляду{

y(0) + y(1) = 0,

y′(0)− y′(1) = 0.

Цi граничнi умови є виродженими [7] та
нерегулярними за Бiркгофом [2, стор. 67].

Кожне число ω ∈ C, є коренем рiвнян-
ня (7), якому вiдповiдають власне значен-
ня µ = −ω2 + zk, k = 1, 2, . . . , задачi (1),(2)
та власна функцiя (eiωt − eiω(1−t))v0k, k =
1, 2, . . . .

У випадку α0 ̸= 0 рiвняння (7) має коренi
ωn = πn, n = 1, 2, . . . . Тому, фундаменталь-
ну систему розв’язкiв диференцiального рiв-
няння (3) можна задати спiввiдношеннями

Y0,n(t) =
√
2 cos πnt, n = 1, 2, . . .

Y1,n(t) =
√
2 sin πnt, n = 1, 2, . . . .

При цьому задача (5), (4) має власнi зна-
чення π2n2, n = 1, 2, . . . , а задача (3), (4)–
zk + π2n2, n = 1, 2, . . . .

Побудуємо власнi функцiї задачi (3), (4)
у виглядi суми

yn(t) =
√
2(sin πnt+ γn cos πnt), γn ∈ R,

n = 1, 2, . . . .
Пiдставляючи попередню рiвнiсть в гра-

ничнi умови (4),знаходимо невiдомi параме-
три γn :

γn =


0, n = 2q, q = 1, 2, . . . ,

−πα1

α0

(2q − 1), n = 2q − 1,

q = 1, 2, . . . .

Отже, задача (3), (4) має систему
V (α0, α1) власних функцiй

v2q(t, α0, α1) =
√
2 sin 2πqt,

v2q−1(t, α0, α1) =
√
2 sin π(2q − 1)t−

−
√
2
πα1

α0

cosπ(2q − 1)t,

q = 1, 2, . . . .
Кореневi функцiї задачi (1), (2) визнача-

ємо спiввiдношеннями

u(t) = y(t)vjk, y(t) ∈ W 2
2 (0, 1),

j = 1, 2, . . . ,mk, k = 1, 2, . . . .
Для знаходження невiдомої функцiї

y(t) отримаємо спектральну задачу (3),
(4), розв’язками якої є елементи системи
V (α0, α1).

Отже, задача (1), (2) має власнi значення

µn,k ≡ π2n2 + zk, n, k = 1, 2, . . . , (8)

яким вiдповiдає система V (L(α0, α1)) коре-
невих функцiй оператора L(α0, α1) : H1 →
H1.
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vj2q,k(t, L(α0, α1)) =
√
2 sin 2πqtνj

k,

vj2q−1,k(t, L(α0, α1)) =
√
2νj

k·

(sin(2q − 1)πt− πα1

α0

(2q − 1) cos(2q − 1)πt),

j = 0, 1, . . . ,mk, q, k = 1, 2, . . .

в сенсi рiвностей

L(α0, α1)v
j
n,k(t, L(α0, α1)) ≡

µn,kv
j
n,k(t, L(α0, α1)) + zj−1

k vj−1
n,k (t, L(α0, α1)),

j = 1, 2, . . . , mk, k = 1, 2, . . . .

Зауваження 1. Множини власних зна-
чень кожного iз операторiв L(α0, α1), α0 ̸=
0, α0, α1 ∈ R спiвпадають з точковим спе-
ктром оператора L(0, 1).

Такi оператори будемо називати iзоспе-
ктральними.

Побудуємо систему, яка є бiортогональ-
ною в просторi H1 до системи V (L(α0 , α1)).

Нехай W (A) ≡{
ws

q ∈ H : s = 0, 1, . . . ,mq, q = 1, 2, . . .
}

— система бiортогональна в просторi H до
системи V (A) в сенсi

(vjk, w
s
p;H) = δk,pδj,s,

j = 0, 1, . . . ,mk, s = 0, 1, . . . ,mq, k, q =
1, 2, . . . .

Визначимо з крайових умов (4) значення
y(0) та y(1):

y(1) = −y(0) =
α1

α0

(y′(0)− y′(1)).

Пiдставляючи цi вирази у спiввiдношен-
ня

(−y′(t)w(t) + y(t)w′(t)) |t=1

t=0
= 0,

визначаємо граничнi умови, якi є спряжени-
ми до граничних умов (4).

Легко переконатись, що спряжена спе-
ктральна задача

−D2
tw(t) = µw(t), t ∈ (0, 1), µ ∈ C,


w(0)− w(1) = 0
1∑

j=0

αj(D
j
tw(0) +Dj

tw(1)) = 0,

αj ∈ R, j = 1, 2,
має власнi значення π2n2, n = 1, 2, . . . , та

вiдповiднi власнi функцiї

wn(t, α0, α1) =
√
2 sinnπt, n = 2r − 1,

√
2 sinnπt−

√
2
πα1

α0

cosnπt, n = 2r,

r = 1, 2, . . . ,

що утворюють систему W (α0, α1), яка є бiор-
тогональною до системи V (α0, α1) в просторi
L2(0, 1).

Можна перевiрити, що бiортогональною
до системи V (L(α0, α1)) в просторi H1 буде
система

W (L(α0, α1)) ≡
{
ws

p,q(t, L(α0, α1)) ∈ H1

: ws
p,q(t, L(α0, α1)) ≡ wp(t, L(α0, α1))w

s
q

}
,

s = 0, 1, . . . ,mq, q, p = 1, 2, . . . .
Тому, система V (L(α0, α1)) є мiнiмальною

в просторi H1.
Використовуючи методику роботи [11,

стор. 131], доходимо висновку , що ця систе-
ма V (L(α0, α1)) повна (тотальна) в просторi
H1.

Оскiльки власнi значення µn,k ≡ π2n2 +
zk, n, k = 1, 2, . . . , оператора L(α0, α1) є дiй-
сними числами та, пiсля перенумерування в
порядку зростання, мають асимптотику ро-
сту (2−1 + s−1)−1, то за теоремою В.Б. Лiд-
ського [13], система V (L(α0, α1)) є сумова-
ною методом Абеля.

При α0 = 1, α1 = 0 маємо частковий ви-
падок задачi (1), (2)

−D2
t u(t) + Au(t) = µu(t), µ ∈ C, t ∈ (0, 1),{

u(0) + u(1) = 0,

u(0)− u(1) = 0.

Власним значенням (8) оператора L(1, 0)
цiєї задачi вiдповiдають власнi та кореневi
функцiї

vjn,k(t, L(1, 0)) =
√
2 sin πntvjk, (9)
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j = 0, 1, . . . ,mk, k, n = 1, 2, . . . .
Cистема (9) є добутком тригонометри-

чної системи T ≡ {
√
2 sin πnt, n = 1, 2, . . .},

яка є ортонормованим базисом простору
L2(0, 1) та системи V (A), яка за припуще-
нням є базисом Рiсса простору H. Тому, згi-
дно теореми Н. К. Барi [10] , ця система є
базисом Рiсса простору H1 , та iснують такi
дiйснi числа C1 > 0, C2 > 0, що для будь-
якого елемента h ∈ H1 виконуються нерiв-
ностi

C1∥h;H1∥2 ≤
∞∑
n=1

∞∑
k=1

mk∑
j=0

(f ; vjn,k(t, L(1, 0));H1)
2

≤ C2∥h;H1∥2, (10)

C1∥h;H1∥2 ≤
∞∑
n=1

∞∑
k=1

mk∑
j=0

(h;wj
n,k(t, L(1, 0));H1)

2

≤ C2∥h;H1∥2.
Отже, справджується
Теорема 1. 1).При α0 = 0 граничнi умо-

ви задачi (1), (2) є виродженими i будь-яке
комплексне число є власним значенням.

2). При α0 = 1, α1 = 0 система корене-
вих функцiй V (L(1, 0)) оператора L(1, 0) є
базисом Рiсса в просторi H1.

3). У випадку α0 ̸= 0 система кореневих
функцiй V (L(α0, α1)) оператора L(α0, α1) –
повна i мiнiмальна в просторi H1 та сумо-
вана методом Абеля.

4). У випадку α0 ̸= 0 оператори L(α0, α1)
є iзоспектральними (α0, α1 ∈ R).

Розглянемо неоднорiдну граничну зада-
чу, породжену рiвнянням

−D2
t u(t) + Au(t) = f(t), t ∈ (0, 1) (11)

та граничними умовами (2).
Розв’язком задачi (11), (2) будемо назива-

ти функцiю u ∈ H2, яка справджує рiвняння
(11) в сенсi рiвностi в просторiH1 та грани-
чнi умови (2) в сенсi рiвностей в просторах
H(A3/4), H(A1/4) вiдповiдно.

Теорема 2. 1). Нехай α0 = 1, α1 = 0.
Тодi для будь-якої функцiї f(t) ∈ H1 iснує
єдиний розв’язок задачi (11), (2) та справ-
джується нерiвнiсть

∥u;H2∥ ≤ C∥f ;H1∥.

2). У випадку α1 ̸= 0 для будь-якої фун-
кцiї f(t) ∈ H3 iснує єдиний розв’язок задачi
та справджується нерiвнiсть

∥u;H2∥ ≤ C∥f ;H3∥.

Доведення. Побудуємо формальний
розв’язок задачi (11), (2).

Розвинемо функцiї u(t) та f(t) в ряд
Фур’є за системою V (L(α0, α1)):

u(t) =
∞∑
n=1

∞∑
k=1

mk∑
j=0

uj
n,kv

j
n,k(t, L(α0, α1)),

f(t) =
∞∑
n=1

∞∑
k=1

mk∑
j=0

f j
n,kv

j
n,k(t, L(α0, α1)), (12)

uj
n,k = (u,wj

n,k(t, L(α0, α1);H1),

f j
n,k = (f, wj

n,k(t, L(α0, α1);H1),

j = 0, 1, . . . ,mk, k, n = 1, 2, . . . .

Для визначення невiдомих uj
n,k, (j =

0, 1, . . . ,mk, k, n = 1, 2, . . .) отримаємо спiв-
вiдношення

(π2n2 + zk)u
mk
n,k = fmk

n,k ,

(π2n2 + zk)u
mk−1
n,k + zmk

k umk
n,k = fmk−1

n,k ,

(13)
(π2n2 + zk)u

mk−2
n,k + zmk−1

k umk−1
n,k = fmk−2

n,k ,

(π2n2 + zk)u
0
n,k + z1ku

1
n,k = f 0

n,k,

k, n = 1, 2, . . . .
Послiдовно розв’язуючи систему (13),

знаходимо невiдомi коефiцiєнти Фур’є

umk
n,k = (π2n2 + zk)

−1fmk
n,k , k, n = 1, 2, . . . ,

umk−1
n,k = (π2n2 + zk)

−1fmk−1
n,k −

(π2n2 + zk)
−2zmk

k fmk
n,k ,

uj
n,k =

mk−j∑
s=0

1

s!

ds

dµs
(µ)−1 |

µ=π2n2+zk

θskf
s+j
n,k ,

j = 0, 1, . . . ,mk,

u0
n,k =

mk∑
s=0

1

s!

ds

dµs
(µ)−1 |

µ=π2n2+zk

θskf
s
n,k,

36 Буковинський математичний журнал. 2015. – Т. 3, № 3–4.



θsk =


s∏

p=1

zmk+1−p
k , s > 0, k = 1, 2, . . . ,

1, s = 0.

Отже,

u(t) =
∞∑
n=1

∞∑
k=1

mk∑
j=0

mk−j∑
s=0

1

s!

ds

dµs
(µ)−1 |

µ=π2n2+zk

·

θskf
j+s
n,k vjn,k(t, L(α0, α1)),

−D2
t u(t) =

∞∑
n=1

∞∑
k=1

mk∑
j=0

mk−j∑
s=0

π2n2

s!

ds

dµs
(µ)−1 |

µ=π2n2+zk

·

θskf
j+s
n,k vjn,k(t, L(α0, α1)),

Au(t) =

∞∑
n=1

∞∑
k=1

mk∑
j=0

mk−j∑
s=0

1

s!

ds

dzs
(

z

π2n2 + z
) |

z=zk
·

θskf
j+s
n,k vjn,k(t, L(α0, α1)).

Позначимо

β0,s
n,k ≡

1

s!

ds

dµs
(µ)−1 |

µ=π2n2+zk

θsk,

β1,s
n,k ≡

1

s!
π2n2 ds

dµs
(µ)−1 |

µ=π2n2+zk

θsk, (14)

β2,s
n,k ≡

1

s!

ds

dzs
(

z

π2n2 + z
) |

z=zk
θsk,

s = 0, 1, . . . ,mk, n, k = 1, 2, . . . .
Числа βr,s

n,k, r = 0, 1, 2, s = 0, . . . ,mk,
n, k = 1, 2, . . . , що визначаються спiввiдно-
шеннями (14) є обмеженими, тодi

|βr,s
n,k| ≤ C3 < ∞, (15)

r = 0, 1, 2, s = 0, . . . ,mk, n, k = 1, 2, . . . .
Згiдно позначень (14), отримаємо
u(t) =

∞∑
n=1

∞∑
k=1

mk∑
j=0

mk−j∑
s=0

β0,s
n,kf

j+s
n,k vjn,k(t;L(α0, α1)),

(16)

−D2
t u(t) =

∞∑
n=1

∞∑
k=1

mk∑
j=0

mk−j∑
s=0

β1,s
n,kf

j+s
n,k vjn,k(t, L(α0, α1)),

(17)
Au(t) =

∞∑
n=1

∞∑
k=1

mk∑
j=0

mk−j∑
s=0

β2,s
n,kf

j+s
n,k vjn,k(t, L(α0, α1)).

(18)
Дослiдимо збiжнiсть рядiв (16) – (18) за

умови α0 = 1, α1 = 0.
Згiдно оцiнок (10), (15), одержимо
∥u;H1∥2 ≤

(C1)
−1

∞∑
n=1

∞∑
k=1

mk∑
j=0

(
mk−j∑
s=0

β0,s
n,kf

j+s
n,k ;H1

)2

≤ (C1)
−1(C3)

2C4

∞∑
n=1

∞∑
k=1

mk∑
j=0

(f j
n,k;H1)

2,

mk + 1 ≤ C3 < ∞, k = 1, 2, . . . .
Отже,

∥u;H1∥2 ≤ C5∥f ;H1∥2, C5 = (C1)
−1(C3)

2C4.
(19)

Аналогiчно,
∥D2

t u;H1∥2 ≤ (C1)
−1·

∞∑
n=1

∞∑
k=1

mk∑
j=0

(
mk−j∑
s=0

β1,s
n,kf

j+s
n,k ;H1

)2

≤ C5∥f ;H1∥2,

∥Au;H1∥2 ≤ (C1)
−1·

∞∑
n=1

∞∑
k=1

mk∑
j=0

(
mk−j∑
s=0

β2,s
n,kf

j+s
n,k ;H1

)2

≤ C5∥f ;H1∥2.

Враховуючи означення норми в просто-
рi H2 з попереднiх нерiвностей отримуємо
оцiнку

∥u;H2∥ ≤ C6∥f ;H1∥, C6 =
√
3C5. (20)

Отже, теорема 2 встановлена для випад-
ку α1 = 0, α0 = 1, f ∈ H1. Для цього випад-
ку справджується нерiвнiсть (20).

Нехай α1 ̸= 0, f(t) ∈ H3. Розглянемо еле-
менти ряду (12) :

f j
2q,kv

j
2q,k(t, L(α0, α1)) =

(f,
√
2 sin 2qπtwj

k;H1)
√
2 sin 2qπtvjk−

πα1

α0

2q(f,
√
2 cos 2qπtwj

k;H1)
√
2 sin 2qπtvjk,

j = 0, 1, . . . ,mk, q, k = 1, 2, . . . .
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Враховуючи формулу iнтегрування ча-
стинами(

f, (1− α1

α0

Dt)
√
2 sin 2qπt;L2(0, 1)

)
=(

(1 +
α1

α0

Dt)f,
√
2 sin 2qπt;L2(0, 1)

)
,

отримаємо
f j
2q,kv

j
2q,k(t, L(α0, α1)) =(

(1 +
α1

α0

Dt)f, w
j
2q,k(t, L(1, 0));H1

)
·

vj2qk(t, L(1, 0)). (21)

Аналогiчно
f j
2q−1,kv

j
2q−1,k(t, L(α0, α1)) =

(f,
√
2 sin(2q − 1)πtwj

k;H1)
√
2 sin(2q − 1)·

πtvjk −
πα1

α0

(2q − 1)·

(f,
√
2 sin(2q − 1)πtwj

k;H1)·√
2 cos(2q − 1)πtvjk.

Отже,
f j
2q−1,kv

j
2q−1,k(t, L(α0, α1)) =(

f, wj
2q−1,k(t, L(1, 0));H1

)
·(

1− α1

α0

Dt

)
vj2q−1,k(t, L(1, 0)). (22)

Подамо формальний розв’язок задачi
(11), (2) у виглядi суми u(t) = u0(t) + u1(t),
де

ur(t) =
∞∑
q=1

∞∑
k=1

mk∑
j=0

mk−j∑
s=0

β0,s
2q+r,kf

j+s
2q+r,k·

vj2q+r,k(t, L(α0, α1)), r = 0, 1.
Приймаючи до уваги спiввiдношення (21)

(22), отримаємо розвинення функцiй u0(t),
u1(t) в ряди за системою V (L(1, 0)) :

u0(t) =
∞∑
q=1

∞∑
k=1

mk∑
j=0

mk−j∑
s=0

β0,s
2q,k·((

1 +
α1

α0

Dt

)
f, wj+s

2q,k(t, L(1, 0));H1

)
·

vj2q,k(t, L(1, 0)),

u1(t) =

(
1− α1

α0

Dt

)
∞∑
q=1

∞∑
k=1

mk∑
j=0

mk−j∑
s=0

β0,s
2q,k·(

f, wj+s
2q−1,k(t, L(1, 0);H1

)
vj2q−1,k(t, L(1, 0)).

Скориставшись нерiвнiстю (19), отримає-
мо оцiнки

∥u0;H1∥2 ≤ C5

∥∥∥∥(1 + α1

α0

Dt

)
f ;H1

∥∥∥∥2

≤

C5

(
1 + |α1

α0

|
)2

∥f ;H3∥2,

∥u1;H1∥2 ≤ C5

∥∥∥∥(1− α1

α0

Dt

)
f ;H1

∥∥∥∥2

≤

C5

(
1 + |α1

α0

|
)2

∥f ;H3∥2,

∥u;H1∥2 ≤ C7(α0, α1)∥f ;H3∥2, (23)

C7(α0, α1) = 2C5

(
1 +

∣∣∣∣α1

α0

∣∣∣∣)2

.

Аналогiчнi оцiнки справджуються для
функцiй Au(t) та D2

t u(t).
Iз нерiвностей (23) та означення норми

простору H2 , отримаємо оцiнку розв’язку
задачi (11), (2)

∥u;H2∥ ≤ C8(α0, α1)∥f ;H3∥2, (24)

C8(α0, α1) =
√

3C7(α0, α1).
Теорема доведена.
Нехай H1, H2– гiльбертовi простори. Вве-

демо простори L(H1, H2) — лiнiйних обме-
жених операторiв S : H1 → H2 з нормою
∥S;L(H1, H2)∥ < ∞ та L(H1) — з нормою
∥S;L(H1)∥ < ∞, якщо H2 = H1.

При s < 0 визначимо оператор As на еле-
ментах системи V (A) спiввiдношеннями

Asvjk =
j∑

r=0

1
r!

dr

dµr (µ
s)|µ=zk

ρrkv
j−r
k ,

j = 0, 1,mk, m, k = 1, 2, . . . ,
ρrk ≡ z0kz

1
k . . . z

r−1
k , ρ0k = 1.

Оскiльки числа
∣∣∣ 1r! dr

dµr (µ
s)|µ=zk

ρrk

∣∣∣ є обме-
женими, то простiр H(As) можна визначити
як замикання за нормою простору H скiн-
ченних сум

∑
k

∑
j

(zk)
shj

kv
j
k.

Розглянемо граничну задачу

−D2
tu(t) + Au(t) = 0, t ∈ (0, 1) (25)

u(0) + u(1) = g0,
1∑

j=0

αj(D
j
tu(0)−Dj

tu(1)) = g1,
(26)

go ∈ H(A3/4), g1 ∈ H(A1/4), αj ∈ R, j = 1, 2.
Нехай
Y0(t) ≡ e−

√
At + e−

√
A(1−t),

Y1(t) ≡ e−
√
At − e−

√
A(1−t)
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фундаментальна система розв’язкiв рiв-
няння (25) [4, 11].

Загальний розв’язок u(t) ∈ H2 рiвняння
(25) подамо у виглядi суми [див. 11]

u(t) = Y0(t, A)h0 + Y1(t, A)h1, (27)

де h0, h1 ∈ H(A3/4) — невизначенi елемен-
ти.

Пiдставивши праву частину рiвностi (27)
в граничнi умови (26), отримаємо систему
операторних рiвнянь

{
2(E + e−

√
A)h0 = g0,

2(E − e−
√
A)(α0h1 + α1

√
Ah0) = g1.

З цiєї системи знайдемо невiдомi h0 та h1.
h0 =

1
2
(E + e−

√
A)−1g0,

h1 =
1

2α0

(E − e−
√
A)−1g1− (28)

α1

2α0

(E + e−
√
A)−1

√
Ag0.

У випадку α1 = 0, α0 = 1 спiввiдношення
(28) набувають вигляду

h0 =
1

2
(E+e−

√
A)−1g0, h1 =

1

2
(E−e−

√
A)−1g1.

Враховуючи означення норми просто-
ру H2 та неперервнiсть операторнозначних
функцiй Yr(t, A) : H(A3/4) → H2, Yr(t, A) :

H(A1/4) → H1 та операторiв e−
√
A : H(As) →

H(As), s ∈ R, [11] в припущеннi, що g0, g1 ∈
H(A3/4), отримуємо оцiнки для розв’язку

∥u;H1∥2 ≤

C9

(∥∥g0;H(A3/4)
∥∥2

+
∥∥g1;H(A3/4)

∥∥2
)
,

C9 = 2max
r

{∥∥Yr(t, A);L(H(A3/4);H2)
∥∥2 ·∥∥∥∥(E + (−1)re−

√
A
)−1

;L(H(A3/4))

∥∥∥∥2
}
,

∥Au;H1∥2 = ∥D2
tu;H1∥2 ≤ C10·(∥∥g0;H(A3/4)

∥∥2
+
∥∥g1;H(A3/4)

∥∥2
)
,

C10 = 2max
r

{∥∥Yr(t, A);L(H(A−1/4);H1)
∥∥2

·
∥∥∥∥(E + (−1)re−

√
A
)−1

;L(H(A−1/4))

∥∥∥∥2
}
.

Приймаючи до уваги означення норми
простору H2, з останнiх оцiнок отримаємо
нерiвнiсть

∥u;H2∥2 ≤ C11·(∥∥g0;H(A3/4)
∥∥2

+
∥∥g1;H(A3/4)

∥∥2
)
, (29)

Нехай α1 ̸= 0. Припустимо, що g0 ∈
H(A5/4), g1 ∈ H(A3/4). Враховуючи рiвностi
(28), маємо∥∥h0;H(A3/4)

∥∥ ≤ 1

2
·∥∥∥(E + e−

√
A)−1;L(H(A3/4))

∥∥∥ ∥∥g0;H(A3/4)
∥∥ ,∥∥h1;H(A3/4)

∥∥ ≤
1

2|α0|

∥∥∥(E − e−
√
A)−1;L(H(A3/4))

∥∥∥ ·{∥∥g1;H(A3/4)
∥∥+ |α1|

∥∥∥√Ag0;H(A3/4)
∥∥∥} .

Використовуючи методику встановлення
оцiнки (29), отримуємо нерiвнiсть

∥u;H2∥2 ≤ C12(α0, α1)·(∥∥g0;H(A5/4)
∥∥2

+
∥∥g1;H(A3/4)

∥∥2
)
. (30)

Отже, доведена
Теорема 3.
1). Нехай α1 = 0, α0 = 1. Тодi для будь-

яких елементiв g0, g1 ∈ H(A3/4) iснує єди-
ний розв’язок вiдповiдної задачi (25), (26)
та виконується нерiвнiсть (29).

2). У випадку α1 ̸= 0 для будь-яких еле-
ментiв g0 ∈ H(A5/4), g1 ∈ H(A3/4) iснує єди-
ний розв’язок задачi (25), (26) та виконує-
ться нерiвнiсть (30).

Зауваження 2. Нехай g0 = 0, g1 ̸= 0.
Тодi iз рiвностей (28) маємо

h0 = 0, h1 =
1

2α0

(E + e−A)−1g1.

Для розв’язку задачi отримуємо оцiнку
вигляду (29)

∥u;H2∥ ≤ C(α0)∥g1;H(A3/4)∥.
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Нехай g1 = 0, g0 ̸= 0. Тодi зi спiввiдно-
шень (28) одержимо

h0 =
1

2
(E + e−A)−1g0,

h1 = − α1

4α0

(E + e−A)−1(E + e−A)−1
√
Ag0.

Для розв’язку задачi отримуємо нерiв-
нiсть вигляду (30)

∥u;H2∥ ≤ C(α0, α1)∥g0;H(A5/4)∥.
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