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ХАРАКТЕРИЗАЦIЯ ОДНОТОЧКОВИХ РОЗРИВIВ НАРIЗНО

НЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦIЙ БАГАТЬОХ ЗМIННИХ

В данiй статтi показано, що для цiлком регуляних просторiв X1, ..., Xn iз xi0 – неi-
зольована Gδ-точка у просторi Xi, якщо для деяких 1 ≤ i ̸= j ≤ n iснує нарiзно непе-

рервна функцiя g : Xi × Xj → R, то iснує нарiзно неперервна функцiя f :
n∏

i=1

Xi → R

така, що D(f) = {(x10, ..., xn0)}. Використовуючи цей факт показний основний резуль-
тат, що для цiлком регуляних просторiв X1, ..., Xn iснування нарiзно неперервної функцiї

f :
n∏

i=1

Xi → R iз одноточковим розривом (x10, ..., xn0), де xi0 – це Gδ точка у Xi, рiвно-

сильне тому, що iз n P -фiльтрiв хоча б два є майже когерентними.
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майже когерентнi фiльтри.
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1 Вступ

Вивчення множини точок розриву нарiзно неперервної функцiї (тобто функцiї двох
i бiльше змiнних, якi неперервнi вiдносно кожної змiнної) беруть свiй початок з дисер-
тацiї Р.Бера [1]. Цi дослiдження продовжились i розвивались багатьма математиками
(див. [2] i вказану там лiтературу). Зауважимо, що повний опис множини точок розри-
ву одержаний лише у наступних двох випадках: для нарiзно неперервних функцiй на
добутку n метризовних просторiв [3], i для нарiзно неперервних функцiй на добутку n
просторiв, кожен з яких є добутком сепарабельних метризовних просторiв [4].

Окремий iнтерес викликають дослiдження нарiзно неперервних функцiй та їх ана-
логiв з одноточковою множиною розривiв. Ця тематика розвивалась у роботах [2], [5],
[6], [7], [8], [9], [10]. Зокрема, у [6] були одержанi необхiднi i достатнi умови iснування
нарiзно неперервної функцiй з одноточковими розривами на добутку двох компактних
просторiв. У [7] цей результат був узагальнений на випадок функцiй багатьох змiнних.

З iншого боку, у [9] було виявлено, що iснування нарiзно неперервної функцiй з
даними одноточковими розривами типу Gδ тiсно пов’язано з властивостями P -фiльтрiв,
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а вiдповiдь на це питання не залежить ZFC-аксiом. В той же час у [10] було узагальнено
даний результат на випадок сильно нарiзно неперервних функцiй багатьох змiнних на
добутку цiлком регуляних просторiв i показано, що для довiльної кiлькостi вiдповiдних
просторiв iснування вiдповiдної сильно нарiзно неперервної функцiї також рiвносильне
тому, що довiльнi два P -фiльтри iз F є майже когерентними.

Сильно нарiзно неперервна функцiя n змiнних – це функцiя, яка неперервна вiдно-
сно кожної сукупностi n−1 змiнних, тобто функцiя, як при фiксованому значеннi однiєї
змiнної є неперервною вiдносно решти змiнних. Зрозумiло, що для функцiї двох змiн-
них сильна нарiзна неперервнiсть збiгається з нарiзною неперервнiстю, а у загальному
випадку кожна сильно нарiзно неперервна функцiя n змiнних є нарiзно неперервною.

Оскiльки iснування сильно нарiзно неперервної функцiї – це сильнiша умова за iсну-
вання нарiзно неперервної функцiї, то виникає питання чи можна також послабити
умову майже когерентностi P -фiльтрiв. В данi роботi ми покажемо, що iснування нарi-
зно неперервної функцiї n змiнних iз одноточковим розривом рiвносильне тому, що iз
довiльних n P -фiльтрiв хоча б два є майже когерентними.

2 Майже когерентнiсть P -фiльтрiв – необхiдна умова

Непорожня система A непорожнiх пiдмножин множини S називається фiльтром на
S, якщо виконуються наступнi умови:
1) A1 ∩ A2 ∈ A для довiльних A1, A2 ∈ A;
2) якщо A ∈ A i A ⊆ B ⊆ S, то B ∈ A.

Фiльтр A на множинi S називається P -фiльтром, якщо для довiльної послiдовностi
(Am)

∞
m=1 множин Am ∈ A iснує множина A ∈ A, така, що множина A \Am скiнчена для

кожного m ∈ N.
Фiльтри A i B на множинi S називаються майже когерентними, якщо iснує вiд-

ображення φ : S → S таке, що множина φ−1(s) – скiнчена для кожного s ∈ S i
φ(A) ∩ φ(B) ̸= ∅ для довiльних A ∈ A, B ∈ B.

Позначимо через F сукупнiсть усiх фiльтрiв x на множинi натуральних чисел N
таких, що для довiльних A,B ⊆ N зi скiнченою рiзницею A△B якщо A ∈ x, то B ∈ x.
Зрозумiло, що фiльтр x на множинi N входить у F тодi i тiльки тодi, коли

{k ∈ N : k ≥ m} ∈ x

для кожного m ∈ N.
Для кожного x ∈ F через Nx будемо позначати простiр N ∪ {x}, в якому всi точки

m ∈ N є iзольованими, а множина A∪{x}, де A ⊆ N, є околом точки x в Nx тодi i тiльки
тодi, коли A ∈ x.

Для довiльного n ≥ 2 фiльтри x1, ..., xn на множинi S називаються майже когерен-
тними, якщо iснує вiдображення φ : S → S таке, що множина φ−1(s) – скiнчена для

кожного s ∈ S i
n∩

i=1

φ(Ai) ̸= ∅ для довiльної Ai ∈ xi для кожного 1 ≤ i ≤ n.

Розглянемо твердження, яке дає зв’язок мiж майже когерентнiстю двох i n фiльтрiв.
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Твердження 1. Нехай n ≥ 2, x1, ..., xn – довiльнi фiльтри на множинi S такi, що iснує
пара фiльтрiв xi, xj, якi не є майже когерентними. Тодi x1, ..., xn не є майже когерен-
тними.

Доведення. Оскiльки xi, xj не є майже когерентними, то для довiльного вiдображення
φ : S → S такого, що множина φ−1(s) – скiнчена для кожного s ∈ S, iснують Ai ∈ xi i
Aj ∈ xj такi, що φ(Ai) ∩ φ(Aj) = ∅. Тодi i для довiльних множин Bk ∈ xk для кожного
1 ≤ k ≤ n, k /∈ {i, j} маємо

φ(Ai) ∩ φ(Aj) ∩ (
∩

1≤k≤n
k/∈{i,j}

φ(Bk)) = ∅,

а, отже, x1, ..., xn не є майже когерентними

Твердження 2. Нехай n ≥ 2, x1, ..., xn – P -фiльтри iз F , якi попарно не є майже
когерентними, Xi = Nxi

для кожного i ≤ n. Тодi кожна нарiзно неперервна функцiя

f :
n∏

i=1

Xi → R є сильно нарiзно неперервною.

Доведення. Доводимо методом математичної iндукцiї. Очевидно, що при n = 2 твер-
дження виконується. Припустимо, що воно вiрне для n− 1 ≥ 2 фiльтрiв i доведемо, що
твердження вiрне для n фiльтрiв.

Для довiльного 1 ≤ i ≤ n зафiксуємо довiльну точку ui ∈ Xi i розглянемо функцiю
fui

:
∏

1≤j≤n
j ̸=i

Xj → R означену наступним чином

fui
(u1, ..., ui−1, ui+1, ..., un) = f(u1, ..., ui−1, ui, ui+1, ..., un).

Оскiльки f є нарiзно неперервною, то функцiя fui
також є нарiзно неперервною i згiдно

iз припущенням iндукцiї, вона буде сильно нарiзно неперервною.
Оскiльки фiльтри x1, ..., xn попарно не є майже когерентними, то згiдно iз лемою

1 фiльтри x1, ..., xi−1, xi+1, ...xn не є майже когерентними. Враховуючи це i те, що fui
є

сильно нарiзно неперервною, згiдно iз теоремою 2 [10] маємо, що fui
є неперервною. Вра-

ховуючи довiльнiсть вибору точки ui i довiльнiсть вибору iндексу змiнної, ми отримали,
що функцiя f є сильно нарiзно неперервною.

Для функцiї f через D(f) ми позначаємо множину точок розриву цiєї функцiї.
Наступна теорема є основним результатом даного роздiлу. Вона показує, що май-

же когерентнiсть хоча б двох P -фiльтрiв є необхiдною умовою для iснування нарiзно
неперервної функцiї з одноточковим розривом.

Теорема 1. Нехай n ≥ 2, x1, ..., xn – P -фiльтри iз F та iснує нарiзно неперервна функцiя

f :
n∏

i=1

Nxi
→ R iз D(f) = {(x1, ..., xn)}. Тодi iз P -фiльтрiв x1, ..., xn можна вибрати два,

якi є майже когерентними.
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Доведення. Припустимо, що це не так, тобто фiльтри x1, ..., xn попарно не є майже коге-
рентними. Тодi iз леми 1 отримуємо, фiльтри x1, ..., xn не є майже когерентними. Також
iз леми 2 отримуємо, що функцiя f є сильно нарiзно неперервною. Тодi згiдно iз тео-
ремою 2 [10] функцiя f є неперервною, а це суперечить умовi твердження. Отже, наше
припущення не вiрне i iз P -фiльтри x1, ..., xn є хоча б два, якi є майже когерентними.

3 Нарiзно неперервнi функцiї на добутку n спецiальних просторiв

У даному роздiлi ми продовжимо розгляд нарiзно неперервних функцiй на добутку
n просторiв Nxi

i одержимо повне розв’язання задачi про побудову нарiзно неперервної
функцiї з одноточковим розривом {(x1, ..., xn)}.

Спочатку розглянемо твердження, яке для просторiв Nxi
показує можливiсть побу-

дови нарiзно неперервної функцiї n змiнних, якщо iснує нарiзно неперервна функцiя
n− 1 змiнних.

Твердження 3. Нехай n ≥ 2, x1, ..., xn – фiльтри iз F , Xi = Nxi
для кожного i ≤ n,

та iснує нарiзно неперервна функцiя f :
n−1∏
i=1

Xi → R iз D(f) = {(x1, ..., xn−1)}. Тодi iснує

нарiзно неперервна функцiя g :
n∏

i=1

Xi → R iз D(g) = {(x1, ..., xn)}.

Доведення. Для кожного 1 ≤ i ≤ n − 1 i для довiльного k ∈ N покладемо Ui,k =

([k,+∞) ∩ N) ∪ {xi} i Wk =
n−1∏
i=1

Ui,k. Виходячи iз побудови маємо, що Wk є вiдкрито

замкнена у
n−1∏
i=1

Xi для кожного k ∈ N i {x1, .., xn−1} =
∞∩
k=1

Wk.

Для довiльного k ∈ N розглянемо функцiю hk :
n−1∏
i=1

Xi → R, означену наступним
чином

hk(u1, ..., un−1) =

{
f(x1, ..., xn−1) , (u1, ..., un−1) ∈ Wk,

f(u1, ..., un−1) , (u1, ..., un−1) /∈ Wk.

Iз побудови функцiї hk i того, що Wk вiдкрито-замкнена множина, випливає, що
D(hk) ⊆ D(f) = {(x1, ..., xn−1)}. В той же час (x1, ..., xn−1) ∈ Wk. Враховуючи, що
множина Wk є вiдкрито-замкненою i hk дорiвнює сталому значенню на Wk, маємо, що
hk неперервна в (x1, ..., xn−1). Отже, функцiя hk неперервна для довiльного k ∈ N.

Тепер розглянемо функцiю g :
n∏

i=1

Xi → R, означену наступним чином

g(u1, ..., un) =

{
hun(u1, ..., un−1) , un ∈ N,

f(u1, ..., un−1) , un = xn.

Покажемо, що g є нарiзно неперервна iз D(g) = {(x1, ..., xn)}. Спочатку доведемо, що g
неперервна вiдносно кожної змiнної ui, де 1 ≤ i ≤ n− 1. Для цього потрiбно показати,
що для кожного фiксованого un ∈ Xn функцiя gun є нарiзно неперервною. Якщо un ∈ N,
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то функцiя gun = hun i тому gun є неперервною. Якщо ж un = xn, то gun = f i gun є
нарiзно неперервною.

Тепер доведемо, що функцiя g є неперервною вiдносто n-тої змiнної. Зафiксуємо

точку (u1, ..., un−1) ∈
n−1∏
i=1

Xi i розглянемо вiдповiдну функцiю g(u1,...,un−1) : Xn → R
означену наступним чином

g(u1,...,un−1)(un) = g(u1, ..., un−1, un).

Оскiльки кожна точка un ∈ N є iзольованою в Xn, то g(u1,...,un−1) непервна в данiй точцi.
Тепер покажемо, що функцiя неперервна у точцi xn. Якщо (u1, ..., un−1) = (x1, ..., xn−1),
то g(x1,...,xn−1)(un) = f(x1, ..., xn−1) для довiльного un ∈ Xn, тому ця функцiя є неперерв-
ною. Якщо (u1, ..., un−1) ̸= (x1, ..., xn−1), то покладемо k = min({u1, .., un−1} ∩ N) + 1 i
розглянемо окiл Un = ([k,+∞) ∩ N) ∪ {xn} точки xn. Тодi (u1, ..., un−1) /∈ Wun для до-
вiльного un ∈ Un i тому g(u1,...,un−1)(un) = f(u1, ..., un−1). Отже, g(u1,...,un−1) є неперервною
в xn.

Таким чином, g є нарiзно неперервною. Тепер покажемо, що D(g) = {(x1, ..., xn)}.
Оскiльки D(f) = {(x1, .., xn−1)} i gxn = f , то функцiя g розривна в точцi (x1, ..., xn).

Покажемо, що g є неперервною у кожнiй точцi (u1, ..., un) ̸= (x1, ..., xn). Оскiльки
(u1, ..., un) ̸= (x1, ..., xn), то iснує 1 ≤ i ≤ n таке, що ui ∈ N. Спочатку розглянемо
випадок, коли i = n. Тодi g(u1, ..., un) = hun(u1, ..., un−1). Оскiльки un iзольована точка
i функцiя hun неперервна, то функцiя g неперервна в точцi (u1, ..., un).

Тепер розглянемо випадок, коли 1 ≤ i < n. Без втрати загальностi вважатимемо,
що i = 1, тобто u1 ∈ N. Також будемо вважати, що un = xn, оскiльки випадок, коли
це не так ми вже розглянули. Покладемо окiл Un = ([u1 + 1,+∞) ∩ N) ∪ {xn} точки

un i розглянемо окiл U = {u1} ×
n−1∏
j=1

Xj × Un точки (u1, ..., un). Тодi (v1, .., vn−1) /∈ Wvn

для довiльної точки (v1, ..., vn) ∈ U i тому g(v1, .., vn) = f(v1, .., vn−1). Оскiльки u1 ∈ N,
то функцiя f неперервна в точцi (u1, .., un−1). Отже, i функцiя g неперервна в точцi
(u1, .., un).

Таким чином, D(g) = {(x1, ..., xn)}

Iз отриманого твердження за допомогою методу математичної iндукцiї очевидно
випливає наступне твердження.

Твердження 4. Нехай n ≥ 2, x1, ..., xn – фiльтри iз F , Xi = Nxi
для кожного i ≤ n, та

для 1 ≤ i ̸= j ≤ n iснує нарiзно неперервна функцiя g : Xi×Xj → R iз D(f) = {(xi, xj)}.
Тодi iснує нарiзно неперервна функцiя f :

n∏
i=1

Xi → R iз D(f) = {(x1, ..., xn)}.

Також розглянемо наступне допомiжне твердження.

Твердження 5. Нехай n ≥ 2, x1, ..., xn – фiльтри iз F , Xi = Nxi
для кожного i ≤ n,

такi, що не iснує нарiзно неперервної функцiї f :
n∏

i=1

Xi → R з D(f) = {(x1, ..., xn)}. Тодi

(a) x1, ...xn є P -фiльтрами;
(b) x1, .., xn попарно не є майже когерентними.



68 Козловський М.Р.

Доведення. Припустимо, що умова (a) не виконується, тобто хоча б одне xi не є P -
фiльтром. Тодi вiзьмемо довiльний iнший фiльтр xj. З теореми 5.3.1 [11] випливає, що
iснує нарiзно неперервна функцiя g : Xi ×Xj → R iз D(g) = {(xi, xj)}.

Якщо ж виконується умова (a), а умова (b) не виконується, тобто всi x1, ..., xn є
P -фiльтрами, i ми можемо вибрати xi, xj такi, що xi, xj є майже когерентними. Тодi
згiдно iз теоремою 5.3.1 [11] iснує нарiзно неперервна функцiя g : Xi × Xj → R iз
D(g) = {(xi, xj)}.

Отже, в будь-якому випадку ми можемо обрати рiзнi i та j такi, що iснує нарiзно
неперервна функцiя g : Xi ×Xj → R iз D(g) = {(xi, xj)}. Тодi iз твердження 4 отриму-

ємо, що iснує f :
n∏

i=1

Xi → R iз D(f) = {(x1, ..., xn)}. Отримали суперечнiсть iз умовою

теореми, отже, умови (a) та (b) виконуються.

Наступна теорема дає необхiднi i достатнi умови на iснування нарiзно неперервної
функцiї iз одноточковою множиною розривiв для просторiв Nxi

.

Теорема 2. Нехай n ≥ 2, x1, ..., xn – фiльтри iз F , Xi = Nxi
для кожного i ≤ n. Тодi

наступнi умови рiвносильнi:

(i) iснує нарiзно неперервна функцiя f :
n∏

i=1

Xi → R з D(f) = {(x1, ..., xn)};

(ii) хоча б один з фiльтрiв x1, ..., xn не є P -фiльтром або iснують два фiльтри, якi є
майже когерентними.

Доведення. (i) ⇒ (ii) Припустимо, що (ii) не виконується. Тодi, зокрема x1, ..., xn є
P -фiльтрами. Тодi згiдно iз теоремою 1 iз x1, ..., xn можна вибрати два фiльтри, якi є
майже когерентними. Отримали суперечнiсть iз нашим припущенням, i, отже, умова
(ii) виконується.

(ii) ⇒ (i) Припустимо, що (i) не виконується. Тодi згiдно iз твердженням 5 x1, ..., xn
є P -фiльтрами, якi не є майже когерентними. А це суперечить умовi (ii). Отже, наше
припущення невiрне i умова (i) виконується.

4 Випадок цiлком регулярних просторiв

Як у попередньому роздiлi, спочатку розглянемо твердження, яке для цiлком регу-
лярних просторiв показує можливiсть побудови нарiзно неперервної функцiї n змiнних,
якщо iснує нарiзно неперервна функцiя n− 1 змiнних.

Твердження 6. Нехай k ≥ 2, X =
k∏

i=1

Xi, Y – цiлком регулярнi простори, x0 =

(x10, ..., xk0) – Gδ-точка у просторi X, y0 – неiзольована Gδ-точка у просторi Y та iснує
нарiзно неперервна функцiя g : X → R така, що D(g) = {x0}.

Тодi iснує нарiзно неперервна функцiя f : X × Y → R така, що D(f) = {(x0, y0)}.

Доведення. Оскiльки x0, y0 єGδ-точками у вiдповiдних цiлком регулярних просторах, то
згiдно iз твердженням 5.3.7 [11] iснують неперервнi функцiї φ : X → [0, 1], ψ : Y → [0, 1]

такi, що {x0} = φ−1(0), {y0} = ψ−1(0).
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Для кожного n ∈ N розглянемо множини Un = φ−1
(
[0, 1

n
)
)
, Vn = φ−1

(
[0, 1

n
]
)
. Оскiль-

ки φ неперервна, то Un – вiдкрита множина i Vn – замкнена множина для кожного
n ∈ N.

Виходячи iз того, що φ неперервна i того, як ми обирали Un, Vn, легко побачити, що
для кожного n ∈ N iснує неперервна функцiя φn : X → [0, 1] така, що φn(X \ Un) = {0}
i φn(Vn+1) = {1}. Тодi розглянемо функцiю gn : X → R, означену наступним чином

gn(x) = φn(x)g(x0) + (1− φn(x))g(x).

Тодi
gn|Vn+1 = g(x0), gn|X\Un = g(x).

Крiм того, gn неперервна на X \ {x0}, як сума неперервних, i неперервна в точцi x0,
оскiльки є сталою на околi цiєї точки.

Тепер для n ∈ N розглянемо множини Gn = ψ−1
(
[0, 1

n
)
)
, Fn = ψ−1

(
[0, 1

n
]
)
, якi вiд-

повiдно є функцiонально вiдкритими i функцiонально замкненими у Y . Також для
кожного n ∈ N iснує неперервна функцiя αn : Y → [0, 1] така, що

αn|Fn+1 = 1, αn|Y \Gn = 0.

Також покладемо G0 = Y i α0 : Y → [0, 1]: α0(y) = 1.
Розглянемо функцiю f : X × Y → R, означену наступним чином

f(x, y) =

{
(1− αn(y))gn(x) + αn(y)gn+1(x) , y ∈ Gn \Gn+1,

g(x) , y = y0.

Покажемо, що f шукана. Нехай (x
′
, y

′
) ∈ X × Y \ {(x0, y0)}. Покажемо, що тодi f

неперервна в точцi (x′
, y

′
).

Нехай y′ ̸= y0. Тодi iснує такий номер n ≥ 0, що y′ ∈ Gn \Fn+2. Оскiльки αn+1(y) = 0

для довiльного y ∈ Gn \Gn+1 i αn(y) = 1 для довiльного y ∈ Gn+1 \Gn+2, то нескладно
отримати, що

f(x, y) = (1− αn(y))gn(x) + (αn(y)− αn+1(y))gn+1(x) + αn+1(y)gn+2(x)

для довiльного (x, y) ∈ X × (Gn \ Fn+2). Отримали, що f неперервна на вiдкритому
околi X × (Gn \ Fn+2) точки (x

′
, y

′
) як сума неперервних. Отже, в даному випадку f

неперервна в точцi (x′
, y

′
).

Тепер нехай y
′
= y0 i x′ ̸= x0. Вiзьмемо найменший номер n такий, що x′ ∈ X \ Vn,

причому множина X \Vn вiдкрита i є околом точки x′ . Для кожного m ≥ n i x ∈ X \Vn
маємо, що gm(x) = g(x). Тодi f(x, y) = g(x) для довiльної точки (x, y) ∈ (X \ Vn)×Gn.
Оскiльки D(g) = {x0}, то f неперервна на околi (X \ Vn) × Gn точки (x

′
, y

′
) i тому f

неперервна в (x
′
, y

′
).

Отже, f неперервна функцiя у кожнiй точцi (x′
, y

′
) ∈ X × Y \ {(x0, y0)}. Покажемо,

що D(f) = {(x0, y0)}. Оскiльки D(g) = {x0}, то iснує ε > 0 таке, що для довiльного
окола U точки x0 iснує точка x така, що |g(x)− g(x0)| > ε. Iснує таке n ∈ N, що x ∈ Un
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i gn(x) = g(x). Нехай V – довiльний окiл точки y0. Вiзьмемо y ∈ V ∪ Gn. Враховуючи
вибiр номера n маємо, що f(x, y) = g(x) i тодi

|f(x, y)− f(x0, y0)| = |g(x)− g(x0)| > ε.

Отже, f розривна у точцi (x0, y0).
Залишилось показати, що f нарiзно неперервна. Достатньо перевiрити, що f непе-

рервна вiдносно кожної змiнної в точцi (x0, y0). Оскiльки f(x, y0) = g(x) для кожної
точки x ∈ X i функцiя g нарiзно неперервна, то функцiя f неперервна вiдносно ко-
жної змiнної xi в точцi (x0, y0). Крiм того, f(x0, y) = g(x0) для кожного y ∈ Y . Тому f
неперервна вiдносно y в точцi (x0, y0).

Iндукцiєю вiдносно кiлькостi змiнних одержуємо наступне твердження.

Твердження 7. Нехай n ≥ 2,X1, ..., Xn – цiлком регулярнi простори, xi0 – неiзольована
Gδ-точка у просторi Xi, та для 1 ≤ k < m ≤ n iснує нарiзно неперервна функцiя
g : Xk ×Xm → R така, що D(g) = {(xk0, xm0)}.

Тодi iснує нарiзно неперервна функцiя f :
n∏

i=1

Xi → R така, що D(f) = {(x10, ..., xn0)}.

Тепер розглянемо теорему, яка дає достатнi умови на iснування нарiзно неперервної
функцiї iз одноточковою множиною розривiв.

Теорема 3. Нехай n ≥ 2, X1, ..., Xn – цiлком регулярнi простори, xi0 неiзольована Gδ-
точка у просторi Xi для кожного i ≤ n, i для довiльних n P -фiльтрiв з F iснують два,
якi є майже когерентними.

Тодi iснує нарiзно неперервна функцiя f :
n∏

i=1

Xi → R така, що D(f) = {(x10, ..., xn0)}.

Доведення. Згiдно iз твердженням 5.3.7 [11] для кожного i ≤ n iснує неперервна фун-
кцiя φi : Xi → [0, 1] така, що {xi0} = φ−1

i (0).
Спочатку розглянемо випадок, коли iснує хоча б один номер i такий, що для довiль-

ного окiлу Ui точки xi0 множина φi(Ui) є околом 0 в [0, 1]. Вiзьмемо j ̸= i i розглянемо
функцiю g : Xi ×Xj → R, визначену наступним чином

g(xi, xj) =


2φi(xi)φj(xj)

φ2
i (xi)+φ2

j (xj)
, (xi, xj) ̸= (xi0, xj0),

0 , (xi, xj) = (xi0, xj0).

Доволi легко зрозумiти, що g є нарiзно неперервною функцiєю iз D(g) = {(xi0, xj0)}.
Тодi згiдно iз твердженням 7 маємо, що iснує нарiзно неперервна функцiя f :

n∏
i=1

Xi → R

така, що D(f) = {(x10, ..., xn0)}.
Тепер розглянемо випадок, коли не iснує такого i, що для довiльного околу Ui точки

xi0 множина φi(Ui) є околом 0 в [0, 1], тобто для кожного 1 ≤ i ≤ n iснує вiдкритий
окiл Ui0 точки xi0 такий, що φi(Ui0) не є околом нуля в [0, 1]. Тодi згiдно iз лемою 5.3.9
[11] для кожного 1 ≤ i ≤ n iснує спадна послiдновнiсть (Fim)

∞
m=1 вiдкрито-замкнених
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множин Fim в просторi Ui0 така, що Fi1 = Ui0 i {xi0} =
∞∩

m=1

Fim причому, оскiльки xi0 не

є iзольованою, то послiдовнiсть можна обрати строго спадною.
Тепер для кожного 1 ≤ i ≤ n розглянемо сюр’єктивне вiдображення ψi : Ui0\{xi0} →

N, означене формулою: ψi(Fim\Fi,m+1) = {m}. Також для кожного 1 ≤ i ≤ n розглянемо
системи ui = {ψi(U \ {xi0}) : U– окiл точки xi0}, якi утворюють фiльтри iз F .

Для кожного 1 ≤ i ≤ n довизначимо вiдображення ψi наступним чином: ψi(xi0) = ui.
Отримали вiдображення ψi : Ui0 → Nui

, яке за побудовою неперервне в точцi xi0. Крiм
того, оскiльки Fim \ Fi,m+1 вiдкрито замкненi, то вiдображення ψi неперервне у всiх
точках множини Ui0 \ {xi0}.

Згiдно iз умовою для довiльних n P -фiльтрiв iз F iснують два, якi є майже когерен-

тнi. Тому згiдно iз теоремою 2 iснує нарiзно неперервна функцiя s :
n∏

i=1

Nui
→ R така,

що D(s) = {(u1, ..., un)}.
Розглянемо функцiю φ0 :

n∏
i=1

Ui0 → [0, 1], означену наступним чином

φ0(x1, ..., xn) = s(ψ1(x1), ..., ψn(xn)).

Оскiльки функцiя s є нарiзно неперервною, то φ0 також є нарiзно неперервною. Крiм

того, φ0 неперервна в кожнiй точцi множини
(

n∏
i=1

Ui0

)
\ {(x10, ..., xn0)} як композицiя

неперервних функцiй.
Разом iз тим, для кожного 1 ≤ i ≤ n для довiльного околу Ui точки xi0 множина

ψi(Ui) є околом точки ui в просторi Nui
. Звiдси маємо, що

ωφ0

(
n∏

i=1

Ui

)
= ωs

(
n∏

i=1

ψi(Ui)

)
≥ ωs(u1, ..., un)

.
Тому φ0 розривна в точцi (x10, ..., xn0) i D(φ0) = {(x10, ..., xn0)}.
Використовуючи цiлковиту регулярнiсть простору

n∏
i=1

Xi, виберемо неперервну фун-

кцiю θ :
n∏

i=1

Xi → [0, 1] таку, що θ(x10, ..., xn0) = 1 i θ(x1, ..., xn) = 0, якщо (x1, ..., xn) /∈
n∏

i=1

Ui0.

Тепер розглянемо функцiю f :
n∏

i=1

Xi → R, означену наступним чином

f(x1, ..., xn) =


θ(x1, ..., xn)φ0(x1, ..., xn) , (x1, ..., xn) ∈

n∏
i=1

Ui0,

0 , (x1, ..., xn) /∈
n∏

i=1

Ui0.

Згiдно iз твердженням 5.3.10 [11] D(f) = D(φ0)∩
n∏

i=1

Ui0, а, отже, функцiя f є нарiзно

неперервною i D(f) = {(xi0, ..., xn0)}. Тобто f шукана функцiя.

Iз теорем 2 i 3 отримуємо теорему, яка є основним результатом.
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Теорема 4. Для кожного натурального n ≥ 2 наступнi умови рiвносильнi:
(i) для довiльних цiлком регулярних просторiв X1, ..., Xn з неiзольованими Gδ-точками

xi0 у вiдповiдних просторах Xi iснує нарiзно неперервна функцiя f :
n∏

i=1

Xi → R з

D(f) = {(x1, ..., xn)};
(ii) для довiльних n P -фiльтрiв з F iснують два, якi є майже когерентними.
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Investigations of the discontinuity points set of separately continuous functions of two or
many variables (i.e. functions that are continuous with respect to each variable) were started
in Rene Baire’s dissertation [1] and these investigations have been continued and developed by
many mathematicians. Investigations of separately continuous functions and their analogs with
one-point set of points of discontinuity are of particular interest. It was proved in [9] that the
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existence of separately continuous functions with given one-point set of points of discontinuity
of Gδ type is closely related to the properties of P -filter, and the answer to this question is
independent of ZFC. It was proved in the [10] that the existence of a strongly separately conti-
nuous function f : X1× ...×Xn → R on the product of arbitrary completely regular spaces Xk

with an one-point set {(x1, ..., xn)} of points of discontinuity where xk is non-isolated Gδ-point
in Xk, is equivalent to NCPF (Near Coherence of P -filters). Strongly separately continuous
function of n variables is a function that for any fixed one variable is continuous with respect
to other variables. It is clear that for the function of two variables strong separate continuity is
equivalent to the separate continuity. In general each strongly separately continuous functions is
separately continuous. But the existence of strongly separately continuous function is stronger
than the existence of separately continuous function. In this paper we consider question what
is necessity and sufficiency for existence a separately continuous function on the product of
arbitrary completely regular spaces Xk with an one-point set {(x1, ..., xn)} of points of di-
scontinuity where xk is non-isolated Gδ-point in Xk. First we prove that for We prove that the
existence of such function is equivalent to the fact that for any n P -filters there exist two that
are near coherent.


