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АНАЛIЗ МОДЕЛЕЙ СКЕЛЛАМА IЗ ЖОРСТКОЮ СТРАТЕГIЄЮ

ЗБОРУ ВРОЖАЮ

Розглянуто дискретнi моделi Скеллама iз жорсткою iнтенсивнiстю збору врожаю. До-
слiджено iснування стацiонарних i перiодичних розв’язкiв та їх стiйкiсть. Наведено ком-
п’ютернi розрахунки розв’язкiв дискретних рiвнянь.
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Вступ

Значна кiлькiсть математичних моделей в екологiї формулюється у виглядi дискре-
тних рiвнянь [1, 2, 3, 4, 5]. Зокрема, вони виникають при описi динамiки чисельностi
бiологiчних популяцiй, у яких послiдовнi поколiння не перекриваються (хоча можуть i
перекриватися) i рiст їх чисельностi вiдбувається в дискретнi моменти часу (народжу-
ванiсть має дискретний характер). До таких популяцiй можна вiднести багато видiв
комах з однорiчною генерацiєю. Їх дорослi особини живуть недовго й до появи на свiт
нового поколiння припиняють своє iснування.

У простiшому випадку дискретнi моделi задаються рiвнянням вигляду

Nt+1 = F (Nt), t = 0, 1, 2, . . . , (1)

де F (·) – гладка функцiя дiйсного аргументу, яка вiдображає простiр R+ в R+, R+ =

[0,∞).
Задача полягає в знаходженнi розв’язку N1, N2, . . . при заданому N0 > 0. В аналi-

тичному виглядi, як правило, не вдається знайти розв’язки рiвняння (1). Проте можна
вiдшуковувати стацiонарнi та перiодичнi розв’язки i дослiджувати їх на стiйкiсть.

Серед таких рiвнянь в екологiї найвiдомiшi дискретна логiстична модель, модель
Рiкера, модель Скеллама та її узагальнення.
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У дискретних моделях знання про характер процесiв вимирання й народжування
виражається в єдиному популяцiйному показнику – коефiцiєнтi природного вiдтворення
(або коефiцiєнтi розмноження)

ft =
Nt+1

Nt

,

де Nt – чисельнiсть популяцiї в момент часу t, при цьому F (Nt) = ft ·Nt.
Коефiцiєнт природного вiдтворення чисельно дорiвнює середнiй кiлькостi потомкiв,

яка припадає на одну особину, що iснувала в момент часу t.
Якщо припустити, що вплив саморегулюючих внутрiпопуляцiйних механiзмiв iз ро-

стом чисельностi Nt тiльки посилюється, то коефiцiєнт розмноження ft вибирають у
виглядi монотонних функцiй. У дискретнiй логiстичнiй моделi коефiцiєнт розмножен-
ня являє собою спадну лiнiйну функцiю, в моделi Рiкера – монотонно спадну експо-
ненту. Цi моделi володiють досить рiзноманiтним набором динамiчних режимiв. Окрiм
режимiв iз монотонною стабiлiзацiєю чисельностi популяцiї можуть виникати циклiчнi
й хаотичнi режими [1, 5].

Якщо коефiцiєнт розмноження вибрати у виглядi монотонно спадної гiперболiчної
функцiї, то одержуємо модель Скеллама. Модель Скеллама була запропонована в 1951 р.
в працi [2] i вiдтодi широко використовується для опису динамiки чисельностi популяцiй
iз дискретною народжуванiстю [3, 4].

Оскiльки людина в своїй дiяльностi використовує рiзнi природнi ресурси, важливо,
щоб експлуатацiя популяцiй не призводила до їх знищення, а вiдбувалося вiдновлення
природного ресурсу.

При жорсткiй стратегiї збору врожаю за одиницю часу вiдбирається постiйна кiль-
кiсть особин або бiомаси. Тодi рiвняння, якi описують динамiку популяцiй з такою
стратегiєю вiдбору, мають вигляд

Nt+1 = F (Nt)− c(α), (2)

де c(α) – iнтенсивнiсть вiдбору, а параметр α характеризує цю iнтенсивнiсть.
Задача моделювання полягає в тому, щоб установити таку швидкiсть збору врожаю,

яка буде пiдтримувати популяцiю в станi приросту.
У [5] розглянута стратегiя збору постiйного врожаю для дискретної логiстичної мо-

делi та моделi Рiкера. У цiй працi вивчаються моделi збору врожаю в популяцiях, ди-
намiка чисельностi яких описується рiвняннями Скеллама. На початку наведемо необ-
хiдний аналiз моделi Скеллама та її узагальнень.

1 Аналiтичний аналiз моделей Скеллама

Модель Скеллама має вигляд [2]

Nt+1 =
aNt

1 + bNt

, a, b > 0, t = 0, 1, 2, . . . . (3)

Параметр a тут вiдiграє роль найбiльшого значення коефiцiєнта розмноження, а кое-
фiцiєнт b описує вплив саморегулюючих механiзмiв на популяцiйну динамiку.
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Для рiвняння (3) при a < 1 маємо лише тривiальний стацiонарний розв’язок N∗
1 = 0,

а при a > 1 з’являється ще й нетривiальний додатний розв’язок N∗
2 = (a− 1)/b.

За лiнеаризацiєю в околi N∗ встановлюємо умови стiйкостi. Для цього знайдемо

мультиплiкатор нерухомої точки динамiчної системи з дискретним часом λ =
dF

dN

∣∣∣∣
N∗

.

Якщо |λ| < 1, то N∗ – стiйкий (асимптотично), якщо |λ| > 1, то – нестiйкий.
Маємо

dF

dN

∣∣∣∣
N∗

1

= a,
dF

dN

∣∣∣∣
N∗

2

=
1

a
.

Тому при a < 1, N∗
1 = 0 стiйкий i популяцiя асимптотично вироджується, а при a >

1 нульовий розв’язок стає нестiйким, проте стає стiйким ненульовий розв’язок N∗
2 i

чисельнiсть популяцiї прямує до деякого додатного значення (рис. 1).

Рис. 1. Графiки розв’язкiв рiвняння (3)

Перiодичних розв’язкiв з перiодом T = 2 не iснує, оскiльки з умови Nt+2 = Nt зна-

ходимо Nt =
a− 1

b
, що спiвпадає зi стацiонарним значенням N∗

2 . А, отже, за теоремою
Шарковського [6] не iснує перiодичних розв’язкiв i iнших перiодiв.

Розглянемо ще деякi узагальнення моделi Скеллама. Модифiкацiя моделi Скеллама,
що враховує ефект Оллi [1], має вигляд

Nt+1 =
aN2

t

b2 +N2
t

, a, b > 0, t = 0, 1, 2, . . . . (4)

Тут коефiцiєнт розмноження Nt/(b
2 +N2

t ) є немонотонною функцiєю. Немонотоннi за-
лежностi зустрiчаються в популяцiях з яскраво вираженою груповою поведiнкою i вза-
ємодопомогою, наприклад, у колонiях птахiв i тварин, у яких iснують груповi форми
захисту вiд нападу хижакiв та сумiсне народжування потомства. Тут при деяких значе-
ннях Nt коефiцiєнт розмноження зростає, а далi при зростаннi Nt через нестачу ресурсiв
цей коефiцiєнт спадає. Такий тип залежностей називається кривими Оллi.

Стацiонарнi стани рiвняння (4) знаходимо зi спiввiдношення N = aN2/(b2 + N2).

Звiдки одержуємо N∗
1 = 0, N∗

2 =
a+
√
a2 − 4b

2
, N∗

3 =
a−
√
a2 − 4b

2
. Ненульовi додатнi

точки спокою iснують за умови a > 2b.
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Якщо a < 2b, то маємо лише тривiальний стацiонарний станN∗
1 = 0. Мультиплiкатор

тривiальної точки |λ| < 1, тому нульовий розв’язок стiйкий (рис. 2). Для нерухомої
точки N∗

2 маємо

0 < λ =
2ab2N∗

2

(b2 +N∗
2 )2

=
4b2

a
(
a+
√
a2 − 4b2

) < 4b2

a2
=

(
2b

a

)2

< 1,

що означає стiйкiсть рiвноваги N∗
2 (рис. 2).

Для рiвноваги N∗
3 λ > 1, тобто наявна нестiйкiсть розв’язку N∗

3 (рис. 2).

Рис. 2. Графiки розв’язкiв рiвняння (4)

Наявнiсть перiодичних розв’язкiв у рiвняннi (4) з перiодом T = 2 (умова Nt+2 = Nt)
зводиться до аналiзу iснування додатних коренiв рiвняння

(a2 + b2)N2 + ab2N + b4 = 0,

яке не має дiйсних коренiв, оскiльки дискримiнант D = −3b4a2 − 4b2 < 0.
Отже, рiвняння (4) не має перiодичних розв’язкiв iз перiодом T = 2, а отже, i перi-

одичних розв’язкiв будь-якого iншого перiоду.
Розглянемо ще один варiант узагальнення моделi Скеллама у виглядi

Nt+1 =
aNt

1 + bN2
t

, a, b > 0, t = 0, 1, 2, . . . . (5)

Ця модель володiє стацiонарним станом N∗
1 = 0, а при a > 1 з’являється ще ненульовий

розв’язок N∗
2 =

√
a− 1

b
.

Нульовий розв’язок стiйкий при a < 1, а при a > 1 стiйким стає розв’язок N∗
2 , тодi

як N∗
1 перестає бути стiйким (рис. 3).
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Рис. 3. Графiки розв’язкiв рiвняння (5)

Рiвняння (5) теж не має перiодичних розв’язкiв, оскiльки з умови Nt+2 = Nt, t =

0, 1, 2, . . . для знаходження значень, що складають перiодичнi розв’язки, одержуємо
рiвняння

b2N2 + a+ 1 = 0,

яке не має дiйсних коренiв.
Розглянемо моделi збору врожаю з жорсткою стратегiєю в популяцiях, динамiка

чисельностi яких описується рiвняннями Скеллама.

2 Аналiз моделей Скеллама зi збором урожаю

Модель (3) зi збором урожаю з постiйною iнтенсивнiстю c має вигляд

Nt+1 =
aNt

1 + bNt

− c, a, b, c > 0, t = 0, 1, 2, . . . . (6)

Звiдси знаходимо стацiонарнi розв’язки

N∗
1,2 =

−(1− a+ cb)±
√

(1− a+ cb)2 − 4bc

2b
.

Додатнi стацiонарнi стани N∗
1,2 iснують при умовi a > 1 + cb+ 2

√
bc.

Стiйкiсть N∗
1,2 перевiряється з умови

dF

dN

∣∣∣∣
N∗

=
a

(1 + bN∗)2
< 1.

Зокрема, при a = 4, b = 1, c = 0, 5 маємо

N∗
1 = 2, 2808, N∗

2 = 0, 2192,
dF

dN

∣∣∣∣
N∗

1

= 0, 34997 < 1,
dF

dN

∣∣∣∣
N∗

2

= 2, 69098 > 1,

тобто N∗
1 – стiйкий, а N∗

2 – нестiйкий.
Комп’ютерний аналiз розв’язкiв рiвняння (6) наведений на рис. 4. Як видно з гра-

фiкiв, при зборi урожаю з’являється критичне значення чисельностi, перейшовши яке
популяцiя приречена на вимирання. При збiльшеннi квот збору урожаю (c = 1, 2) по-
пуляцiя буде знищена за скiнченний час.
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Рис. 4. Поведiнка розв’язкiв моделi Скеллама (6) зi збором урожаю

У випадку збору урожаю в рамках моделi (4) маємо

Nt+1 =
aN2

t

b2 +N2
t

− c, a, b, c > 0, t = 0, 1, 2, . . . . (7)

Для знаходження стацiонарних станiв одержуємо рiвняння

g(N) ≡ N3 + (c− a)N2 + b2N + cb2 = 0, (8)

коренi якого знаходимо числовими методами. Умову стiйкостi теж перевiряємо через
обчислення мультиплiкатора в стацiонарних станах.

Зокрема, при a = 4, b = 1, c = 0, 8 знаходимо N∗
1 = 2, 7254, N∗

2 = 0, 8288. У цьому

випадку мультиплiкатори
dF

dN

∣∣∣∣
N∗

1

= 0, 307 < 1,
dF

dN

∣∣∣∣
N∗

2

= 2.33 > 1, що означає стiйкiсть

N∗
1 i нестiйкiсть N∗

2 .
Проведемо ще аналiтичне дослiдження розв’язкiв рiвняння (8).
Рiвняння (8) має хоча б один вiд’ємний корiнь, оскiльки g(−∞) = −∞, g(0) = cb2 >

0. При a < c додатних коренiв не iснує, бо всi доданки лiвої частини рiвняння (8) дода-
тнi. Додатнi коренi можуть iснувати лише при c < a (c−a < 0). Тодi, згiдно з теоремою
Декарта, кiлькiсть додатних коренiв многочлена дорiвнює кiлькостi змiн знакiв у по-
слiдовностi його коефiцiєнтiв, або на парну кiлькiсть менша. Оскiльки многочлен g(N)

при c < a має двi знакозмiни в послiдовностi коефiцiєнтiв, то iснує або два додатних
коренi або додатних коренiв немає. Iнодi всi коренi будуть вiд’ємнi (або вiд’ємнi їх дiйснi
частини).

Коренi будуть вiд’ємнi, якщо виконанi умови критерiю Гауса–Гурвiца.
Оскiльки головнi мiнори матрицi Гурвiца c− a 1 0

cb2 b2N c− a
0 0 cb2


не є додатнiми, то рiвняння (8) не може мати усi вiд’ємнi коренi.
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Залишається ще лише виписати умови, щоб три коренi рiвняння (8) були дiйсними.
Це можна зробити, використовуючи формули Кардано–Тарталя.

Рiвняння (8) шляхом замiни N = y − c− a
3

зводимо до канонiчного рiвняння виду
y3 + py + q = 0, де

p =
3b2 − (c− a)2

3
, q =

2(c− a)3 − 9(c− a)b2 + 27cb2

27
.

Вираз ∆ =
(q

2

)2
+
(p

3

)2
є дискримiнантом кубiчного рiвняння. Якщо ∆ < 0, то

кубiчне рiвняння має три дiйсних коренi.
Зокрема, при a = 4, b = 1, c = 0, 8 дискримiнант ∆ = −0, 4418 < 0, що означає

iснування трьох дiйсних коренiв i, враховуючи вищесказане, одержуємо iснування двох
дiйсних додатних коренiв рiвняння (8).

У результатi комп’ютерних експериментiв одержали графiки розв’язкiв рiвняння (7)
при рiзних значеннях параметра c (рис. 5).

Рис. 5. Поведiнка розв’язкiв рiвняння (7) при рiзних квотах збору врожаю

Розглянемо ще варiант збору врожаю для моделi (5).
Маємо

Nt+1 =
aNt

1 + bN2
t

− c, a, b, c > 0, t = 0, 1, 2, . . . . (9)
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Стацiонарнi стани (9) знаходимо з рiвняння

bN3 + bcN2 + (1− a)N + c = 0, (10)

яке при a < 1 має тiльки вiд’ємнi коренi. Додатнi коренi рiвняння (10) при a = 4, b = 1

рiзних c знаходилися числовим методом.
Одержанi результати оформленi у виглядi нижченаведеної таблицi.

c N∗
1 N∗

2
dF
dN

∣∣
N∗

1

dF
dN

∣∣
N∗

2

0,1 0,0334 1,665 3,9867 0,4982
0,5 0,1734 1,3943 3,6563 0,4356
0,8 0,2995 1,1744 3,0665 0,2679
1 0,4142 1,0 2,4143 0

Як бачимо, в цьому випадку N∗
1 нестiйкий, тобто iснує нижня межа чисельностi,

перейшовши яку знищуємо популяцiю. Комп’ютерний аналiз розв’язкiв рiвняння (9)
наведений на рис. 6.

Перiодичних розв’язкiв з перiодом два, а отже, i будь-яких iнших перiодичних розв’яз-
кiв для моделей зi збором урожаю, як i для моделей без збору врожаю, не iснує.

Рис. 6. Графiки розв’язкiв рiвняння (9) при рiзних значеннях c

Отже, з усiх моделей Скеллама зi збором урожаю можна зробити висновок, що при
експлуатацiї популяцiй надзвичайно важливий екологiчно обгрунтований пiдхiд до ра-
цiонального використання природного ресурсу. Якщо внаслiдок деяких причин розмiр
популяцiї впаде нижче критичного рiвня, то надалi популяцiя буде повнiстю знищена,
тобто збiльшення квоти збору врожаю призводить до повного винищення популяцiї.
Щоб уникнути цiєї катастрофи на практицi, потрiбно знати допустимi значення для
квот збору врожаю i враховувати об’єм максимально гарантованого врожаю.
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Difference equations are used in order to model the dynamics of populations with non-
overlapping generations, since the growth of such populations occurs only at discrete points in
time.

In the simplest case such equations have formNt+1 = F (Nt), whereNt > 0 is the population
size at a moment of time t, and F is a smooth function.

Among such equations the discrete Skellam model are most often used in practice.
In the given paper the Skellam model of the form Nt+1 = aNt/(1+bNt), Nt+1 = aN2

t /(b
2+

N2
t ), Nt+1 = aNt/(1 + bN2

t ) is considered, where the parameters a, b > 0 with taking an effect
of harvesting.

Positive equilibrium points and conditions for their stability for these equations were found.
It is shown in analytical form that these equations do not have periodic solutions with

period T = 2, which means, according by the Sharkovskii theorem, periodic solutions of any
periods.

In the model with harvesting, only regimes with monotonic stabilization of the population
size are observed.
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Therefore, in all models of Skellam with harvesting, the existence of a critical conception is
show, beyond which the population will be completely destroyed. For practice it is important
to know the permissible limits of harvesting intensity, which are found in this paper.


