
Bukovinian Math. Journal. 2024, 12, 1, 94–106 Буковинський матем. журнал 2024, Т.12, №1, 94–106
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БАГАТОТОЧКОВА ЗА ЧАСОМ КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ

2B-ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ З ВИРОДЖЕННЯМ

Дослiджується загальна багатоточкова крайова задача для нерiвномiрно 2b-параболiчних
рiвнянь з виродженням. Коефiцiєнти параболiчних рiвнянь i крайових умов допускають
степеневi виродження довiльного порядку за часовою змiнною та просторовими змiнни-
ми на деякiй множинi точок. Для розв’язання поставленої багатоточкової крайової задачi
вивчаються розв’язки задач з гладкими коефiцiєнтами в гельдерових просторах з вiд-
повiдною нормою. За допомогою iнтерполяцiйних нерiвностей та апрiорних оцiнок вста-
новлюються оцiнки розв’язку допомiжних задач та їх похiдних у спецiальних гельдерових
просторах. Використовуючи теореми Рiсса й Арчела з компактної послiдовностi розв’язкiв
допомiжних задач видiляється збiжна послiдовнiсть, граничне значення якої є розв’язком
багатоточкової за часом крайової задачi для 2b-параболiчного рiвняння з виродженням.
Оцiнки розв’язку поставленої задачi встановленi в гельдерових просторах зi степеневою
вагою. Порядок степеневої ваги визначається порядком особливостей коефiцiєнтiв рiв-
нянь i крайових умов. При певних обмеженнях на правi частини рiвняння i крайових
умов одержано iнтегральне зображення поставленої задачi.
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Вступ

Одним з найважливiших питань загальної теорiї диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними є встановлення розв’язностi крайових задач. Серед крайових задач для
рiвнянь з частинними похiдними важливе мiсце посiдають задачi з нелокальними кра-
йовими умовами. Такий iнтерес до таких задач зумовлений як багатим їх практичним
застосуванням (процес дифузiї, вологоперекосу в грунтах, фiзика плазми тощо), так i
потребами загальної теорiї крайових задач. У роботах школи Б.Й. Пташкина та його
учнiв [1], [2], [3] використано метричний пiдхiд для дослiдження умовно коректних за-
дач з багатоточковими умовами за видiленою змiнною для лiнiйних гiперболiчних та
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безтипових рiвнянь, а також деяких класiв параболiчних рiвнянь зi сталими коефiцiєн-
тами.

У монографiї [4] дослiджено розв’язки задачi Кошi i крайових задач для лiнiйних i
квазiлiнiйних параболiчних систем, коефiцiєнти яких мають степеневi особливостi пев-
ного порядку, та побудовано фундаментальнi розв’язки елiптичних систем у просторах
Дiнi.

У роботах [5], [6] вивчено задачi з нелокальними та iмпульсними умовами за часовою
змiнною для параболiчних рiвнянь зi степеневими особливостями довiльного порядку
в коефiцiєнтах рiвняння i крайових умов за будь-якими змiнними на деякiй множинi
точок.

Задачi Кошi для 2b-параболiчного рiвняння зi степеневими особливостями довiльно-
го порядку в коефiцiєнтах за будь-якими змiнними на деякiй множинi точок присвячено
працi [7], [8].

У данiй статтi розглядається загальна багатоточкова задача для параболiчного рiв-
няння порядку 2b (b > 1) зi степеневими особливостями в коефiцiєнтах рiвняння i крайо-
вих умов довiльного порядку за будь-якими змiнними на деякiй множинi. За допомогою
теорем Арчела i Рiсса встановлено iснування, iнтегральне зображення єдиного розв’яз-
ку поставленої задачi та оцiнки його похiдних у гельдерових просторах зi степеневою
вагою.

1 Постановка задачi та основний результат

НехайD обмежена область в Rn з межею ∂D, dimD = n, Ω – деяка обмежена область
Ω ⊂ D, dimΩ ≤ n− 1, t0, t1, ..., tN+1, τ фiксованi додатнi числа, 0 ≤ t0 < t1 < ... < tN+1,
τ ∈ (t0, tN+1), Q0 = {(t, x)| t ∈ (t0, tN+1) , x ∈ Ω

}
∪
{
(t, x), t = τ, x ∈ D

}
.

В областi Q = [t0, tN+1) × D розглянемо задачу знаходження функцiї u(t, x), яка
задовольняє при (t, x) ∈ Q \Q0 рiвняння

(Lu)(t, x) =

∂t − ∑
|k|=2b

Ak(t, x)∂
k
x −

∑
|p|≤2b−1

Ap(t, x)∂
p
x

u(t, x) = f0(t, x), (1)

умови за змiнною t

u(tλ + 0, x) = φλ(x), x ∈ D \ Ω, (2)

а на межi областi Γ = [t0, tN+1)× ∂D крайовi умови

lim
x→ξ∈∂D

∑
|k|=rµ

B
(µ)
k (t, x)∂kxu+

∑
|p|≤rµ−1

B(µ)
p (t, x)∂pxu− fµ(t, x)

 = 0, (3)

∂kx = ∂k1x1
. . . ∂knxn

, |k| = k1 + k2 + . . .+ kn, λ ∈ {0, ..., N}, 0 ≤ rµ ≤ 2b− 1, µ ∈ {1, ..., b}.
Степеневi особливостi коефiцiєнтiв рiвняння (1) i крайових умов (3) у точцi P (t, x) ∈

Q\Q0 характеризуватимуть функцiї s1
(
β
(1)
i , t

)
i s2

(
β
(2)
i , x

)
: s1

(
β
(1)
i , t

)
= |t− τ |β

(1)
i

при |t− τ | ≤ 1, s1
(
β
(1)
i , t

)
= 1 при |t− τ | ≥ 1; s2

(
β
(2)
i , x

)
= ρβ

(2)
i (x) при ρ(x) ≤ 1,
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s2

(
β
(2)
i , x

)
= 1 при ρ(x) ≥ 1, ρ(x) = inf

z∈∂Ω
|x − z|, β(ν)

i ∈ (−∞,∞), ν ∈ {1, 2}, β(ν) =(
β
(ν)
1 , . . . , β

(ν)
n

)
, β =

(
β(1), β(2)

)
, Q(λ) = [tλ, tλ+1)×D, α ∈ (0, 1), Γ(λ) = [tλ, tλ+1)× ∂D.

Позначимо через l, q, γ(ν), µ(ν)
pi , δ(ν)pi,µ, i ∈ {1, ..., n}, µ(ν)

0 , δ(ν)µ – дiйснi додатнi числа,
[l] – цiла частина числа l, {l} = l − [l], P (t, x), P1

(
t(1), x(1)

)
, P2

(
t(2), x(1)

)
, Rr

(
t(2), x(2)

)
–

довiльнi точки iз Q, x(1) =
(
x
(1)
1 , . . . , x

(1)
n

)
, x(2) =

(
x
(1)
1 , . . . , x

(1)
r−1, x

(2)
r , x

(1)
r+1, . . . , x

(1)
n

)
.

Означимо простори, в яких вивчається задача (1)–(3). H l(γ; β; q;Q) – множина фун-
кцiй u(t, x), якi мають неперервнi частиннi похiднi в Q(λ)\Q0 при t ̸= tλ вигляду ∂jt ∂kxu,
2bj + |k| ≤ [l], для яких скiнченна норма

∥u; γ; β; q;Q∥l = sup
λ

 ∑
2bj+|k|≤[l]

∥∥u; γ; β; q;Q(λ)
∥∥
2bj+|k| + ⟨u; γ; β; q;Q(λ)⟩l

 ,

де

∥u; γ; β; 0;Q∥ = sup
λ

{
sup
Q

(λ)

|u|

}
≡ sup

λ

∥∥u;Q(λ)
∥∥
0
,

∥u; γ; β; q;Q∥2bj+|k| = sup
λ

{
sup

P∈Q(λ)

S (q; s1, s2; 2bj + |k|; t, x)
∣∣∂jt ∂kxu(P )∣∣

}
,

⟨u; γ; β; q;Q⟩l = sup
λ

 ∑
2bj+|k|=[l]

{
n∑

i=1

sup
P1,Ri∈Q

(λ)

[
S
(
q; s1, s2; [l], t

(1), x̃
) ∣∣∣x(1)i − x

(2)
i

∣∣∣−{l}
×

×s1
(
{l}
(
γ(1) − β

(1)
i

)
, t(1)

)
s2

(
{l}
(
γ(2) − β

(2)
i

)
, x̃
)
×

×
∣∣∂jt ∂kxu (P1)− ∂jt ∂

k
xu (Ri)

∣∣]+ sup
P1,P2∈Q

(λ)

[
S
(
q; s1, s2; [l], t̃, x

(1)
)
s1
(
{l}γ(1), t̃

)
×

×s2
(
{l}γ(2), x(1)

)
|t(1) − t(2)|−{

l
2b} ∣∣∂jt ∂kxu (P1)− ∂jt ∂

k
xu (P2)

∣∣]}}.
Тут позначено s1

(
a, t̃
)
= min

(
s1
(
a, t(1)

)
, s1
(
a, t(2)

))
, S (q; s1, s2; [l]; t, x) ≡ s1

(
q(1) + [l]γ(1), t

)
×

×s2
(
q(2) + [l]γ(2), x

) n∏
i=1

s1

(
−kiβ(1)

i , t
)
s2

(
−kiβ(2)

i , x
)
, s2(a, x̃) = min

(
s2
(
a, x(1)

)
, s2
(
a, x(2)

))
.

Щодо задачi (1)–(3) вважаємо виконаними умови:

а) коефiцiєнти рiвняння (1) Ak(t, x)
n∏

i=1

s1

(
kiβ

(1)
i , t

)
s2

(
kiβ

(2)
i , x

)
∈ Hα(γ; β; 0;Q),

Ap(t, x)
n∏

i=1

s1
(
ρiµ

(1)
pi
, t
)
s2
(
ρiµ

(2)
pi
, x
)
∈ Hα(γ; β; 0;Q), 1 ≤ |p| ≤ 2b− 1, A0(t, x)s1

(
µ
(1)
0 , t

)
×

×s2
(
µ
(2)
0 , x

)
∈ Hα(γ; β; 0;Q), A0(t, x) ≤ K <∞ i задачi∂t − ∑

|k|=2b

Ak(t, x)
n∏

i=1

s1

(
kiβ

(1)
i , t

)
s2

(
kiβ

(2)
i , x

)
∂kx

u(t, x) = f̃(t, x),
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u(tλ + 0, x) = φ̃λ(x),

lim
x→ξ∈∂D

∑
|k|=rµ

B
(µ)
k (t, x)

n∏
i=1

s1

(
kiβ

(1)
i , t

)
s2

(
kiβ

(2)
i , x

)
∂kxu(t, x)− f̃µ(t, x)

 = 0

задовольняють в областях Q(λ) рiвномiрну умову параболiчностi та умову Я.Б. Лопа-
тинського [4];

б) коефiцiєнти крайових умов B(µ)
k (t, x)

n∏
i=1

s1

(
kiβ

(1)
i , t

)
s2

(
kiβ

(2)
i , x

)
∈ H2b−rµ+α(γ; β;

0;Q), B(µ)
p (t, x)

n∏
i=1

s1
(
ρiδ

(1)
pi,µ

, t
)
s2
(
ρiδ

(2)
pi,µ

, x
)
∈ H2b−rµ+α(γ; β; 0;Q), B(µ)

0 (t, x)s1

(
δ
(1)
µ , t

)
×

×s2
(
δ
(2)
µ , x

)
∈ H2b−ri+α(γ; β; 0;Q);

в) функцiї f0(t, x) ∈ Hα(γ; β; 2bγ;Q), fλ(t, x) ∈ H2b−rλ+α(γ; β; rλγ;Q), ∂D ∈ C2b+α,

φλ(x) ∈ H2b+α
(
γ̃; β̃; 0;Q(λ) ∩ {t = tλ}

)
, β̃ =

(
0, β(2)

)
, γ̃ =

(
0, γ(2)

)
, γ(ν) = max

{
max

i
β
(ν)
i ,

max
i,pi

pi

(
µ
(ν)
pi − β

(ν)
i

)
2b− |p|

,max
i,µ,pi

pi

(
δ
(ν)
pi,µ − β

(ν)
i

)
rµ − |p|

,
µ
(ν)
0

2b
,max

µ

δ
(ν)
µ

rµ
,

}
, ν ∈ {1, 2}.

Правильна така теорема.

Теорема 1. Нехай для задачi (1)–(3) виконанi умови а)–в). Тодi iснує єдиний розв’язок
задачi (1)–(3) iз простору H2b+α(γ; β; 0;Q) i справджується нерiвнiсть

∥u; γ; β; 0;Q∥2b+α ≤ C sup
λ

(∥∥f ; γ; β; 2bγ;Q(λ)
∥∥
α
+
∥∥∥φλ; γ̃; β̃; 0;Q

(λ) ∩ {t = tλ}
∥∥∥
2b+α

+

+
b∑

µ=1

∥∥fµ; γ; β; rµγ; Γ(λ)
∥∥
2b−rµ+α

)
. (4)

Для доведення теореми 1 встановимо спочатку роз’язнiсть допомiжних крайових
задач з гладкими коефiцiєнтами. З множини одержаних розв’язкiв видiлимо збiжну
пiдпослiдовнiсть, граничне значення якої буде розв’язком задачi (1)–(3).

2 Оцiнка розв’язкiв допомiжних задач з гладкими коефiцiєнтами

Нехай Q
(λ)
m = Q(λ) ∩

{
(t, x) ∈ Q(λ) | s1(1, t) ≥ m−1

1 , s2(1, x) ≥ m−1
2

}
, m1 ≥ 1, m2 ≥ 1,

m = (m1,m2) послiдовнiсть областей, яка при m1 → ∞, m2 → ∞ збiгається до Q(λ).
Розглянемо в областi Q задачу знаходження розв’язкiв рiвняння

(L1um) (t, x) ≡

∂t − ∑
|k|=2b

ak(t, x)∂
k
x +

∑
|p|≤2b−1

ap(t, x)∂
p
x

um(t, x) = Fm(t, x), (5)

якi задовольняють умови за змiнною t

um(tλ + 0, x) = φ(λ)
m (x), (6)
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а на межi областi Γ крайовi умови

lim
x→z∈∂D

∑
|k|=rµ

b
(µ)
k (t, x)∂kxum +

∑
|p|≤rµ−1

b(µ)p (t, x)∂pxum − f (µ)
m (t, x)

 = 0. (7)

Тут коефiцiєнти ak, ap, b
(µ)
k , b(µ)p , функцiї Fm, φ(λ)

m , f (µ)
m в областi Q(λ)

m спiвпадають з
Ak, Ap, B

(µ)
k , B(µ)

p , f , φλ, fµ вiдповiдно, а в областi Q\Q(λ)
m є неперервним продовженням

коефiцiєнтiв Ak, Ap, B
(µ)
k , B(µ)

p , функцiй f , φλ, fµ iз областi Q(λ)
m в область Q\Q(λ)

m iз
збереженням гладкостi i норм ([9], с. 82).

Позначимо через C l(γ; β; q;Q) сукупнiсть функцiй простору C l(Q) з нормою
∥um; γ; β; q;Q∥l, еквiвалентну при кожному m1, m2 гельдеровiй нормi, яка визначає-
ться так само, як i ∥u; γ; β; q;Q∥l, тiльки замiсть функцiй s1

(
a(1), t

)
, s2

(
a(2), x

)
беремо

вiдповiдно e1
(
a(1), t

)
, e2

(
a(2), x

)
, де e1

(
a(1), t

)
= max

(
s1
(
a(1), t

)
,m−a(1)

1

)
при a(1) ≥ 0 i

e1
(
a(1), t

)
= min

(
s1
(
a(1), t

)
,m−a(1)

1

)
при a(1) ≤ 0; e2

(
a(2), x

)
= max

(
s2
(
a(2), x

)
,m−a(2)

2

)
при a(2) ≥ 0 i e2

(
a(2), x

)
= min

(
s2
(
a(2), x

)
,m−a(2)

2

)
при a(2) ≤ 0.

Для норм ∥um; γ; β; q;Q∥l правильнi iнтерполяцiйнi нерiвностi [7].
Встановимо оцiнку норми ∥um; γ; β; q;Q∥2b+α.
Правильна така теорема.

Теорема 2. Якщо виконанi умови а)–в), то для розв’язку задачi (5)–(7) правильна
оцiнка

∥um; γ; β; 0;Q∥2b+α ≤ sup
λ

∥∥um; γ; β; 0;Q(λ)
∥∥
2b+α

, (8)

де ∥∥um; γ; β; 0;Q(λ)
∥∥
2b+α

= c
(∥∥φ(λ)

m ; γ; β; 0;Q(λ) ∩ (t = tλ)
∥∥
2b+α

+
∥∥um;Q(λ)

∥∥
0
+

+
∥∥Fm; γ; β; 2bγ;Q

(λ)
∥∥
α
+

b∑
µ=1

∥∥f (µ)
m ; γ; β; rµγ; Γ

(λ)
∥∥
2b−rµ+α

)
.

Стала c не залежить вiд m.

Доведення. В областi Q(λ) розглянемо задачу

(L1um) (t, x) = Fm(t, x), um(tλ + 0, x) = φ(λ)
m (x),∑

|k|=rµ

b
(µ)
k (t, x)∂kxum +

∑
|p|≤rµ−1

b(µ)p (t, x)∂pxum − f (µ)
m (t, x)


Γ(λ)

= 0. (9)

При виконаннi умов а)–в) iснує єдиний класичний розв’язок задачi (9) в просторi
C2b+α(γ; β; 0;Q(λ)) [4]. Знайдемо його оцiнку. Використовуючи iнтерполяцiйнi нерiвностi
[7], маємо∥∥um; γ; β; 0;Q(λ)

∥∥
2b+α

≤ (1 + εα)
⟨
um; γ; β; 0;Q

(λ)
⟩
2b+α

+ c(ε)
∥∥um;Q(λ)

∥∥
0
.



Багатоточкова за часом крайова задача для 2b-параболiчного рiвняння з виродженням99

Тому досить оцiнити пiвнорму
⟨
um; γ; β; 0;Q

(λ)
⟩
2b+α

. Iз визначення
⟨
um; γ; β; 0;Q

(λ)
⟩
2b+α

випливає iснування в Q(λ) точок P1, P2, Ri, для яких правильна нерiвнiсть

1

2

∥∥um; γ; β; 0;Q(λ)
∥∥
2b+α

≤ E1 + E2, (10)

де

E1 =
∑

2bj+|k|=2b

n∑
r=1

[
e1
(
2bγ(1), t(1)

)
e2
(
2bγ(2), x̃

)
S1

(
e1, e2; t

(1), x̃
) ∣∣x(1)r − x(2)r

∣∣−α ×

×e1
(
α
(
γ(1) − β

(1)
i

)
, t(1)

)
e2

(
α
(
γ(2) − β

(2)
i

)
, x̃
) ∣∣∂jt ∂kxum (P1)− ∂jt ∂

k
xum (Ri)

∣∣] ,
E2 =

∑
2bj+|k|=2b

e1
(
(2b+ α)γ(1), t̃

)
e2
(
(2b+ α)γ(2), x(2)

)
S1

(
e1, e2; t̃, x

(2)
) ∣∣t(1) − t(2)

∣∣− α
2b ×

×
∣∣∂jt ∂kxum (P2)− ∂jt ∂

k
xum (P1)

∣∣ ;
де S1(e1, e2; t, x) ≡

n∏
i=1

e1

(
−kiβ(1)

i , t
)
e2

(
−kiβ(2)

i , x
)
.

Нехай
∣∣∣x(1)i − x

(2)
i

∣∣∣ ≤ ε

2n
e1

(
γ(1) − β

(1)
i , t̃

)
e2

(
γ(2) − β

(2)
i , x̃

)
≡ N1, ε – довiльне дiй-

сне число iз (0, 1), або
∣∣t(1) − t(2)

∣∣ ≤
(
1

2
ε1

)2b

e1
(
2bγ(1), t̃

)
e2
(
2bγ(2), x̃

)
≡ N2. Будемо

вважати, що e1
(
γ(1), t̃

)
= e1

(
γ(1), t(1)

)
= min

(
e1
(
γ(1), t(1)

)
, e1
(
γ(1), t(2)

))
, e2

(
γ(2), x̃

)
=

e2
(
γ(2), x(1)

)
= min

(
e2
(
γ(2), x(1)

)
, e2
(
γ(2), x(2)

))
, P1

(
t(1), x(1)

)
∈ Q(λ). Нехай

∣∣∣x(1)n − ξn

∣∣∣ ≤
2N1, ξ ∈ ∂D, або

∣∣x(1) − ξ
∣∣ ≤ 2N1n. Розглянемо кулю K(a, P ) радiуса a, a > max(8N1n,

4N2), що мiстить точки P1, P2, Ri з центром в деякiй точцi P ∈ Γ(λ). Використовую-
чи обмеження на гладкiсть межi ∂D, можна розпрямити ∂D ∩ K(a, P ) за допомогою
взаємно однозначного перетворення x = Ψ(y) ([9, c.55]), в результатi якого область
Π

(λ)
(0) = Q(λ) ∩K(a, P ) переходить в область Π(λ), для точок якої yn ≥ 0, t ≥ tλ.

Покладемо um(t, x) = vm(t, y). Вважаємо, що P1, P2, Ri, E1, E2, e1
(
γ(2), x(1)

)
перехо-

дять при цьому перетвореннi в H1, H2, Mi, E(1), E(2), h2
(
γ(2), y(1)

)
. Позначимо коефiцi-

єнти рiвняння (6) i крайових умов (7) в областi Π(λ) через dk, dp, l
(µ)
k , l(µ)p . Тодi vm(t, y)

буде розв’язком задачi

∂tvm −
∑
|k|=2b

dk (H1) ∂
k
yvm =

∑
|k|=2b

[dk(t, y)− dk (H1)] ∂
k
yvm+

+
∑

|p|≤2b−1

dp(t, y)∂
p
yvm + Fm (t, ψ(y)) ≡ F (0)

m (t, y; vm) , (11)

vm(tλ + 0, y) = φλ
m (ψ(y)) = Φλ

m(y), (12)

∑
|k|=rµ

lµk (H1) ∂
k
yvm

∣∣
yn=0

=

∑
|k|=rµ

[lµk (H1)− lµk (t, y)] ∂
k
yvm−
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−
∑

|p|≤rµ−1

lµp (t, y)∂
p
yvm + fm (t, ψ(y))


∣∣∣∣∣∣
yn=0

≡ Ψµ
m (t, y; vm)|yn=0 . (13)

У задачi (11)–(13) зробимо замiну vm(t, y) = ωm(t, z), де zi = e1

(
β
(1)
i , t(1)

)
h2

(
β
(2)
i , y(1)

)
yi.

Позначимо через Πλ
1 область визначення ωm(t, z). Тодi ωm(t, z) буде розв’язком задачi

∂tωm −
∑
|k|=2b

dk (H1)S2

(
k; e1, h2; t

(1), y(1)
)
∂kzωm = F (0)

m (t, z̃;ωm), (14)

ωm(tλ + 0, z) = Φ(λ)
m (z̃), (15)∑

|k|=rµ

l
(µ)
k (H1)S2

(
k; e1, h2; t

(1), y(1)
)
∂kzωm

∣∣∣
zn=0

= Ψ(µ)
m (t, z̃;ωm)

∣∣
zn=0

, (16)

де S2

(
k; e1, h2; t

(1), y(1)
)
=

n∏
i=1

e1

(
kiβ

(1)
i , t(1)

)
h2

(
kiβ

(2)
i , y(1)

)
,

z̃ =
(
e−1
1

(
β
(1)
1 , t(1)

)
h−1
2

(
β
(2)
1 , y(1)

)
z1, . . . , e

−1
1

(
β
(1)
n , t(1)

)
h−1
2

(
β
(2)
n , y(1)

)
zn

)
.

Позначимо через z(1)i = e1

(
β
(1)
i , t(1)

)
h2

(
β
(2)
i , y(1)

)
y
(1)
i ,Kδ =

{
(t, z) ∈ Π

(λ)
1

∣∣∣zi − z
(1)
i

∣∣∣ ≤
≤ δε1

n
e1
(
γ(1), t(1)

)
h2
(
γ(2), y(1)

)
, i ∈ {1, . . . , n},

∣∣t(1) − t
∣∣ ≤ (δε1)

2be1
(
2bγ(1), t(1)

)
h2
(
2bγ(2), y(1)

)}
.

Вiзьмемо функцiю η(t, z), яка має другi неперервнi частиннi похiднi за змiнною t i не-
перервнi частиннi похiднi порядку (2b + 1) за змiнним zi, i ∈ {1, . . . , n} i задовольняє
умови

η(t, z) =

{
1, (t, z) ∈ K1/2, 0 ≤ η(t, z) ≤ 1;

0, (t, z) /∈ K3/4,
∣∣∂jt ∂kz η∣∣ ≤ ckje

−1
1

(
(2bj + |k|)γ(1), t(1)

)
h−1
2

(
(2bj + |k|)γ(2), y(1)

)
.

Тодi функцiя Vm(t, z) = ωm(t, z)η(t, z) буде розв’язком крайової задачi

∂tVm −
∑
|k|=2b

dk (H1)S2

(
k; e1, h2; t

(1), y(1)
)
∂kzVm = ωm∂tη + ηF (0)

m (t, z̃;ωm)+

+
∑
|k|=2b

dk (H1)S2

(
k; e1, h2; t

(1), y(1)
) ∑

0<|p|≤|k|

C
|p|
|k|∂

k−p
z ωm∂

p
zη

 ≡ F (1)
m (t, z;ωm), (17)

Vm(tλ + 0, z) = η(tλ + 0, z)Φ(λ)
m (z̃), (18)

∑
|k|=rµ

l
(µ)
k (H1)S2

(
k; e1, h2; t

(1), y(1)
)
∂kzVm

∣∣∣
zn=0

=

ηΨ(µ)
m (t, z̃;ωm) +

∑
|k|=rµ

lµk (H1)×

×S2

(
k; e1, h2; t

(1), y(1)
) ∑

0<|p|≤|k|

C
|p|
|k|∂

k−p
z ωm∂

p
zη


∣∣∣∣∣∣
zn=0

≡ G(µ)
m (t, z;ωm)

∣∣
zn=0

. (19)
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Зазначимо, що коефiцiєнти рiвняння (17) i крайових умов (19) обмеженi сталими,
незалежними вiд точки H1

(
t(1), y(1)

)
. Тому, використовуючи теорему 7.1 [10, c. 83], для

довiльних точок M1 ∈ K1/2, M2 ∈ K1/2 правильна нерiвнiсть

d−α (M1,M2)
∣∣∂jt ∂kzωm (M1)− ∂jt ∂

k
zωm (M2)

∣∣ ≤ c
(∥∥F (1)

m

∥∥
Cα(K3/4)

+

+
∥∥ηΦ(λ)

m

∥∥
C2b+α(K3/4∩(t=tλ))

+
b∑

µ=1

∥∥G(µ)
m

∥∥
C2b−rµ+α(K3/4)

)
, (20)

d (M1,M2) – параболiчна вiдстань мiж M1, M2, 2bj + |k| = 2b.
Враховуючи властивостi функцiї η(t, z), iнтерполяцiйнi нерiвностi [7], одержимо∥∥F (1)

m

∥∥
Cα(K3/4)

≤ cW (e1, h2)
(∥∥ωm;K3/4

∥∥
0
+
∥∥F (0)

m ; γ; 0; 2bγ;K3/4

∥∥
α
+

+
∥∥ωm; γ; 0; 0;K3/4

∥∥
2b

)
; (21)∥∥ηΦ(λ)

m

∥∥
C2b+α(K3/4∩(t=tλ))

≤ cW (e1, h2)
∥∥Φ(λ)

m ; γ̃; 0; 0;K3/4 ∩ (t = tλ)
∥∥
2b+α

, (22)∥∥G(µ)
m

∥∥
C2b−rµ+α(K3/4)

≤ cW (e1, h2)
(∥∥ωm;K3/4

∥∥
0
+
∥∥ωm; γ; 0; 0;K3/4

∥∥
2b
+

+
∥∥Ψ(µ)

m ; γ; 0; rµγ;K3/4

∥∥
2b−rµ+α

)
, (23)

де W (e1, h2) = e1
(
(2b+ α)γ(1), t(1)

)
h2
(
(2b+ α)γ(2), y(1)

)
.

Iз визначення простору C l
(
γ; β; q;Q(λ)

)
випливає справедливiсть нерiвностей

c1
∥∥ωm; γ; 0; q;K3/4

∥∥
l
≤
∥∥vm; γ; β; q;T3/4∥∥l ≤ c2

∥∥ωm; γ; 0; q;K3/4

∥∥
l
,

Tδ =
{
(t, y) ∈ Π(λ),

∣∣∣yi − y
(1)
i

∣∣∣ ≤ δ
ε1
2n
e1

(
γ(1) − β

(1)
i , t(1)

)
h2
(
γ(2) − β(2), y(1)

)
, i ∈ {1, . . . , n},

∣∣t− t(1)
∣∣ ≤ δ

(
1

2
ε1

)2b

e1
(
2bγ(1), t(1)

)
h2
(
2bγ(2), y(1)

)}
.

Пiдставляючи (21)–(23) в (20), знаходимо, що

E1 + E2 ≤ C2

(∥∥∥Fm; γ; β; 2bγ; Π
(λ)
(0)

∥∥∥
α
+

b∑
i=1

∥∥∥f (µ)
m ; γ; β; rµγ; Π

(λ)
(0)

∥∥∥
2b−rµ+α

+
∥∥∥um; Π(λ)

(0)

∥∥∥
0
+

+
∥∥∥φ(λ)

m ; γ̃; β̃; 0; Π
(λ)
(0) ∩ (t = tλ)

∥∥∥
2b+α

)
+ ε2

∥∥∥um; γ; β; 0; Π(λ)
(0)

∥∥∥
2b+α

. (24)

Розглянемо випадок, коли
∣∣∣x(1)n − ξn

∣∣∣ > 2N1, або
∣∣x(1) − ξ

∣∣ > 2N1n, ξ ∈ ∂D.
Запишемо задачу (9) у виглядi

∂tum −
∑
|k|=2b

ak (P1) ∂
k
xum = Fm(t, x) +

∑
|p|=2b−1

ap(t, x)∂
p
xum+

+
∑
|k|=2b

[ak(t, x)− ak (P1)] ∂
k
xum ≡ F (2)

m (t, x;um) , (25)
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um (tλ + 0, x) = φ(λ)
m (x), (26)

∑
|k|=rµ

b
(µ)
k (P1) ∂

k
xum

∣∣∣
Γ(λ)

=

∑
|k|=rµ

[
b
(µ)
k (P1)− b

(µ)
k (t, x)

]
∂kxum−

−
∑

|p|=rµ−1

b(µ)p (t, x)∂pxum + f (µ)
m (t, x)


∣∣∣∣∣∣
Γ(λ)

≡ G
(µ)
m,1 (t, x;um)

∣∣∣
Γ(λ)

. (27)

В задачi (25)–(27) зробимо замiну um(t, x) = v
(1)
m (t, z), де zi = e1

(
β
(1)
i , t(1)

)
e2

(
β
(2)
i , x(1)

)
xi,

i = {1, . . . , n}. Тодi функцiя V (1)
m (t, z) = η1(t, z)vm(t, z) буде розв’язком задачi

∂tV
(1)
m −

∑
|k|=2b

ak (P1)S2

(
k; e1, e2; t

(1), x(1)
)
∂kzV

(1)
m = v(1)m ∂tη1 + η1F

(2)
m

(
t, z̃; v(1)m

)
+

+
∑
|k|=2b

ak (P1)S2

(
k; e1, e2; t

(1), x(1)
) ∑

0<|p|≤|k|

C
|p|
|k|∂

k−p
z v(1)m ∂pzη1

 ≡ F (3)
m

(
t, z; v(1)m

)
, (28)

V (1)
m (tλ + 0, z) = η1(tλ + 0, z)φ(λ)

m (z̃), (29)

∑
|k|=rµ

b
(µ)
k (P1)S2

(
k; e1, e2; t

(1), x(1)
)
∂kzV

(1)
m

∣∣∣
Γ(λ)

=

∑
|k|=rµ

bµk (P1)S2

(
k; e1, e2; t

(1), x(1)
)
×

×

 ∑
0<|p|≤|k|

C
|p|
|k|∂

k−p
z v(1)m ∂pzη1

+ η1G
(µ)
m,1

(
t, z̃; v(1)m

)
∣∣∣∣∣∣
Γ(λ)

≡ G
(µ)
m,2

(
t, z; v(1)m

)∣∣∣
Γ(λ)

, (30)

де z̃ =
(
e−1
1

(
β
(1)
1 , t(1)

)
e−1
2

(
β
(2)
1 , x(1)

)
z1, . . . , e

−1
1

(
β
(1)
n , t(1)

)
e−1
2

(
β
(2)
n , x(1)

)
zn

)
;

η1(t, z) =

{
1, (t, z) ∈ T

(1)
1/2, 0 ≤ η1(t, z) ≤ 1;

0, (t, z) /∈ T
(1)
3/4,

∣∣∂jt ∂kxη1∣∣ ≤ ckje
−1
1

(
(2bj + |k|)γ(1), t(1)

)
e−1
2

(
(2bj + |k|)γ(2), x(1)

)
;

T
(1)
δ =

{
(t, z)

∣∣ ∣∣t(1) − t
∣∣ ≤ 2δN2,

∣∣∣zi − z
(1)
i

∣∣∣ ≤ 2δe1
(
γ(1), t(1)

)
e2
(
γ(2), x(1)

)
,

z
(1)
i = e1

(
β
(1)
i , t(1)

)
e2

(
β
(2)
i , x(1)

)
x
(1)
i

}
.

Коефiцiєнти рiвняння (28) i крайових умов (30) обмеженi сталими, незалежними вiд
точки P1

(
t(1), x(1)

)
. Тому, використовуючи теорему 4.1 iз [10, c. 41], для довiльних точок

M1 ∈ T
(1)
1/2, M2 ∈ T

(1)
1/2 правильна нерiвнiсть

d−α (M1,M2)
∣∣∂jt ∂kxu(1)m (M1)− ∂jt ∂

k
xv

(1)
m (M2)

∣∣ ≤ C3

(∥∥F (3)
m

∥∥
Cα

(
T

(1)
3/4

) +

+
∥∥η1φ(λ)

m

∥∥
C2b+α

(
T

(1)
3/4

∩(t=tλ)
) +

b∑
µ=1

∥∥∥G(µ)
m,2

∥∥∥
C2b−rµ+α

(
T

(1)
3/4

)
)
.
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Враховуючи властивостi функцiї η1(t, z), означення простору C2b+α(γ; β; q;Q) i по-
вторюючи мiркування при встановленнi оцiнки (24), знаходимо

E1 + E2 ≤ C4

(∥∥Fm; γ; β; 2bγ;Q
(λ)
∥∥
α
+

b∑
µ=1

∥∥f (µ)
m ; γ; β; rµγ; Γ

(λ)
∥∥
2b−rµ+α

+

+
∥∥um;Q(λ)

∥∥
0
+
∥∥φ(λ)

m ; γ; β;Q(λ) ∩ (t = tλ)
∥∥
2b+α

)
. (31)

У випадках
∣∣t(1) − t(2)

∣∣ ≥ N2, або
∣∣∣x(1)i − x

(2)
i

∣∣∣ ≥ N1, маємо

E1 + E2 ≤ εα
∥∥um; γ; β; 0;Q(λ)

∥∥
2b+α

+ c(ε)
∥∥um;Q(λ)

∥∥
0
. (32)

Враховуючи нерiвностi (24), (31), (32), (10) i вибираючи ε1, ε, ε2 достатньо малими,
одержимо оцiнку (8).

Знайдемо оцiнку норми
∥∥um;Q(λ)

∥∥
0
.

В задачi (9) зробимо замiну um(t, x) = φ
(λ)
m (x)+ω

(1)
m (t, x). Одержимо крайову задачу(

Lω(1)
m

)
(t, x) = Fm(t, x)−

(
L1φ

(λ)
m

)
(x), ω(1)

m (tλ + 0, x) = 0,∑
|k|=rµ

b
(µ)
k (t, x)∂kxω

(1)
m +

∑
|p|≤rµ−1

b(µ)p (t, x)∂pxω
(1)
m +

∑
|k|=rµ

b
(µ)
k (t, x)∂kxφ

(λ)
m +

+
∑

|p|≤rµ−1

b(µ)p (t, x)∂pxφ
(λ)
m − f (µ)

m (t, x)


Γ(λ)

= 0. (33)

Правильна така теорема.

Теорема 3. Якщо ω(1)
m (t, x) – єдиний класичний розв’язок задачi (33) i виконанi умови

а) – в), то для ω(1)
m (t, x) справджується нерiвнiсть∥∥ω(1)

m ;Q(λ)
∥∥
0
≤ C5

(∥∥fm; γ; β; 2bγ;Q(λ)
∥∥
α
+
∥∥∥φ(λ)

m ; γ̃; β̃; 0;Q(λ) ∩ (t = tλ)
∥∥∥
2b+α

+

+
b∑

i=1

∥∥f (µ)
m ; γ; β; rµγ; Γ

(λ)
∥∥
2b−rµ+α

)
, (34)

де стала C5 не залежить вiд m.

За умов накладених на гладкiсть коефiцiєнтiв рiвняння (5), крайових умов (7) i
функцiй Fm, φ(λ)

m , f (µ)
m iснує єдиний розв’язок задачi (33), який належить простору

C2b+α(γ; β; 0;Q(λ)) i має при кожному фiксованому m1, m2 скiнченну норму [10].
Скориставшись методикою доведення зауваження 2 ([11, c. 79]), встановлюємо не-

рiвнiсть (34).
Доведення теореми 1. Оскiльки∥∥Fm; γ; β; 2bγ;Q

(λ)
∥∥
α
≤ c

∥∥f0; γ; β; 2bγ;Q(λ)
∥∥
α
,
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m ; γ; β; rµγ; Γ

(λ)
∥∥
2b−rµ+α

≤ c
∥∥fµ; γ; β; rµγ; Γ(λ)

∥∥
2b−rµ+α

,∥∥∥φ(λ)
m ; γ̃; β̃; 0;Q(λ) ∩ (t = tλ)

∥∥∥
2b+α

≤ c
∥∥∥φλ; γ̃; β̃; 0;Q

(λ) ∩ (t = tλ)
∥∥∥
2b+α

,

то, використовуючи нерiвностi (8), (34), одержимо∥∥um; γ; β; 0;Q(λ)
∥∥
2b+α

≤ c

(∥∥f0; γ; β; 2bγ;Q(λ)
∥∥
α
+
∥∥∥φλ; γ̃; β̃; 0;Q

(λ) ∩ {t = tλ}
∥∥∥
2b+α

+

+
b∑

µ=1

∥∥fµ; γ; β; rµγ; Γ(λ)
∥∥
2b−rµ+α

)
. (35)

Права частина (35) не залежить вiд m1, m2 i послiдовностi{
W (j,k)

m

}
=
{
e1
(
(2bj + |k|)γ(1), t

)
e2
(
(2bj + |k|)γ(2), x

)
∂jt ∂

k
xum(t, x)S1(e1, e2; t, x)

}
,

2bj + |k| ≤ 2b,

рiвномiрно обмеженi i рiвносторонньо неперервнi в Q(λ). За теоремою Арчела iснують
послiдовностi

{
W

(j,k)
m(l)

}
рiвномiрно збiжнi при m(l) → ∞ до W (j,k). Переходячи до гра-

ницi при m(l) → ∞ в задачi (5)–(7), одержимо, що u(t, x) = W (j,k) єдиний розв’язок
задачi (1)–(3), u ∈ H2b+α

(
γ; β; 0;Q(λ)

)
i правильна оцiнка (4).

Теорема 4. Нехай для задачi (1)–(3) виконанi умови а)–в) i f0 ∈ Hα
(
γ; β; 0;Q(λ)

)
, fµ ∈

H2b−rµ+α
(
γ; β; 0; Γ(λ)

)
. Тодi єдиний розв’язок задачi (1)–(3) в областях Q(λ) визначається

формулою

u(t, x) =

∫∫
Q(λ)

G0(t, x; dτ ; dξ)f0(τ, ξ) +

∫∫
Q(λ)∩(t=tλ)

G0(t, x; 0; dξ)φλ(ξ)+

+
b∑

µ=1

∫∫
Γ(λ)

Gµ(t, x; dτ ; dξ)fµ(τ, ξ). (36)

Доведення. Оскiльки Hα
(
γ; β; 0;Q(λ)

)
⊂ Hα

(
γ; β; 2bγ;Q(λ)

)
, H2b−rµ+α

(
γ; β; 0; Γ(λ)

)
⊂

H2b−rµ+α
(
γ; β; rµγ; Γ

(λ)
)
, то для f0 ∈ Hα

(
γ; β; 0;Q(λ)

)
i fµ ∈ H2b−rµ+α

(
γ; β; 0; Γ(λ)

)
ви-

конуються нерiвностi∥∥f ; γ; β; 2bγ;Q(λ)
∥∥
α
≤ c

∥∥f ; γ; β; 0;Q(λ)
∥∥
α
,
∥∥fµ; γ; β; rµγ; Γ(λ)

∥∥
2b−rµ+α

≤

≤ c
∥∥fµ; γ; β; 0; Γ(λ)

∥∥
2b−rµ+α

, µ ∈ {1, . . . , b}, λ ∈ {0, 1, . . . , N}.

Тому, враховуючи теорему 1, для розв’язку задачi (1)–(3) в областях Q(λ) має мiсце
нерiвнiсть

∥∥u; γ; β; 0;Q(λ)
∥∥
2b+α

≤ c

(∥∥f0; γ; β; 0;Q(λ)
∥∥
α
+

b∑
µ=1

∥∥fµ; γ; β; 0; Γ(λ)
∥∥
2b−rµ+α

+

+
∥∥∥φλ; γ̃; β̃; 0;Q

(λ) ∩ {t = tλ}
∥∥∥
2b+α

)
. (37)
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Зазначимо, що простiр Hα = Hα
(
γ; β; 0;Q(λ)

)
×H2b+α

(
γ̃; β̃; 0;Q(λ) ∩ (t = tλ)

)
×

×H2b−r1+α
(
γ; β; 0; Γ(λ)

)
×. . .×H2b−rb+α

(
γ; β; 0; Γ(λ)

)
вкладається в простiр C

(
Q(λ)

)
.Hα ⊂

C
(
Q(λ)

)
. Тому, використовуючи теорему Рiсса, можна вважати, що при (t, x) ∈ Q(λ) лi-

нiйний неперервний функцiонал u(t, x) породжує борелiвську мiру Gµ (t, x;Zλ), яка ви-
значена на σ-алгебрi пiдмножин Zλ ⊂ Q(λ) включаючи Q(λ) i всi її вiдкритi пiдмножини
такi, що значення функцiоналу визначається формулою (36).
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One of the most important issues in the general theory of differential equations with partial
derivatives is establishing the solvability of boundary value problems. Among the boundary
value problems for equations with partial derivatives, problems with nonlocal boundary condi-
tions occupy an important place. Such interest in such problems is caused both by their rich
practical application (the process of diffusion, moisture distortion in soils, plasma physics, etc.),
and by the needs of the general theory of boundary value problems.
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A general multipoint boundary value problem for nonuniformly 2b-parabolic equations with
degeneracy is studied. The coefficients of parabolic equations and boundary conditions allow
power degeneracy of arbitrary order in terms of time variable and spatial variables at some set
of points. To solve the given multipoint boundary value problem, solutions of problems with
smooth coefficients in Hölder spaces with the appropriate norm are studied. With the help of
interpolation inequalities and a priori estimates, estimates of the solution of auxiliary problems
and their derivatives in special Gelder spaces are established. Using the theorems of Ross and
Archel, a convergent sequence is distinguished from the compact sequence of solutions of the
auxiliary problems, the limiting value of which is the solution of the multipoint boundary value
problem in time for the 2b-parabolic equation with degeneracy. Estimates of the solution of
the given problem are established in Helder spaces with power-law weights. The order of the
power weight is determined by the order of features of the coefficients of the equations and
the boundary conditions. With certain restrictions on the right-hand side of the equation and
boundary conditions, an integral image of the given problem is obtained.


