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ПРО КРАЙОВУ ЗАДАЧУ З IНТЕГРАЛЬНИМИ УМОВАМИ ДЛЯ

СИСТЕМИ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ IЗ БАГАТЬМА

ПЕРЕТВОРЕНИМИ АРГУМЕНТАМИ

Чисельно-аналiтичним методом дослiджується питання iснування та наближеної по-
будови розв’язку крайової задачi для системи диференцiальних рiвнянь iз скiнченною
кiлькiстю перетворених аргументiв у випадку iнтегральних крайових умов.

Запропоновано як традицiйну схему методу з визначальним рiвнянням, так i модифi-
ковану схему без визначального рiвняння.

Отримано умови iснування розв’язку розглядуваної крайової задачi та оцiнку похибки
побудованих послiдовних наближень.
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Вступ

Одним iз доволi ефективних та унiверсальних методiв дослiдження рiзноманiтних
крайових задач для систем диференцiальних рiвнянь є чисельно-аналiтичний метод
А.М. Самойленка [1, 2, 3]. Поширення цього методу на новi класи крайових задач,
зокрема, для рiвнянь з вiдхиленим аргументом, залишається актуальною задачею [4].

Суть чисельно-аналiтичного методу в його класичному варiантi полягає у побудовi
спецiальним чином послiдовностi функцiй xm(t, x0), m = 0, 1, 2, . . . , де x0 – невiдомий
параметр, кожна з яких задовольнятиме розглядуванi крайовi умови. При певних умо-
вах доводиться рiвномiрна збiжнiсть цiєї послiдовностi до граничної функцiї x∗(t, x0),
яка, природно, задовольнятиме крайовi умови, а також «збурену» вихiдну систему. Тодi,
вибираючи параметр x0 нулем «збурення», тобто розв’язком так званого визначального
рiвняння, отримуємо точний розв’язок x∗(t, x0) вихiдної крайової задачi.

Пiзнiше у працi [5] вперше було продемонстровано можливiсть реалiзацiї таких мо-
дифiкацiй чисельно-аналiтичного методу, де взагалi не виникатиме визначальне рiв-
няння. Було показано, як будувати послiдовнiсть функцiй xm(t), m = 0, 1, 2, . . . , яка
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задовольнятиме крайовi умови i рiвномiрно збiгатиметься до єдиного розв’язку x∗(t)

розглядуваної крайової задачi.
У данiй працi за допомогою стандартної та модифiкованої схем чисельно-аналiтич-

ного методу дослiджуватимемо питання iснування та наближеної побудови розв’язку
крайової задачi з iнтегральними крайовими умовами для системи диференцiальних рiв-
нянь iз скiнченною кiлькiстю перетворених аргументiв вигляду

ẋ(t) = f(t, x(t), x(λ1(t)), . . . , x(λk(t))), (1)

T∫
0

x(t)dt = d, (2)

де t ∈ [0, T ], T = const > 0; x, f ∈ Rn; λi : [0, T ] → [0, T ] (i = 1, k) – довiльнi неперервнi
вiдображення, d – сталий n-вимiрний вектор. Зауважимо, що частковi випадки k = 0

(вiдсутнiсть перетворених аргументiв в системi) та k = 1 (наявнiсть лише одного пе-
ретвореного аргументу в системi) ранiше були вивченi в працях [6] i [7, 8] вiдповiдно.
Випадок лiнiйних двоточкових крайових умов для системи (1) розглядався в [9, 10].

Функцiю f(t, x, y1, . . . , yk) вважатимемо визначеною та неперервною в областi

(t, x, y1, . . . , yk) ∈ [0, T ]×Dk+1,

де D – замкнена обмежена область в Rn, обмеженою вектором M ∈ Rn, Mi > 0 (i = 1, n),
i задовольняючою умову Лiпшiца по x, y1, . . . , yk з матрицею K = {kij ≥ 0; i, j = 1, n}:

|f(t, x, y1, . . . , yk)| ≤ M, (3)

|f(t, x, y1, . . . , yk)− f(t, x, y1, . . . , yk)| ≤ K

(
|x− x|+

k∑
i=1

|yi − yi|

)
. (4)

Тут
|f(t, x, y1, . . . , yk)| = (|f1(t, x, y1, . . . , yk)|, . . . , |fn(t, x, y1, . . . , yk)|)

i нерiвнiсть мiж векторами розумiється покомпонентно.

1 Класична схема чисельно-аналiтичного методу

Позначимо через Dβ множину точок x0 ∈ Rn, якi мiстяться в областi D разом зi
своїм β-околом, де

β =
7

6
TM + 2

∣∣∣∣ 1T d− x0

∣∣∣∣.
Нехай

Dβ ̸= ∅ (5)

i найбiльше власне значення матрицi Q =
7(k + 1)

6
TK не перевищує одиницi:

λmax(Q) < 1. (6)
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Розглянемо послiдовнiсть функцiй, якi визначаються рекурентним спiввiдношенням

x0(t, x0) = x0, xm(t, x0) = x0 +

t∫
0

gm−1(z, x0)−
1

T

T∫
0

gm−1(s, x0)ds

dz+

+
2t

T

 1

T

d−
T∫

0

t∫
0

gm−1(z, x0)−
1

T

T∫
0

gm−1(s, x0)ds

dzdt
− x0

, m = 1, 2, . . . , (7)

де
gm−1(t, x0) ≡ f(t, xm−1(t, x0), xm−1(λ1(t), x0), . . . , xm−1(λk(t), x0)),

а параметр x0 ∈ Rn.
Безпосередньою перевiркою легко переконатися, що для довiльних x0 всi функцiї

цiєї послiдовностi задовольняють крайовi умови (2).

Має мiсце наступне твердження про збiжнiсть послiдовних наближень xm(t, x0) ви-
гляду (7).

Теорема 1. Нехай виконуються умови (3)-(6). Тодi послiдовнiсть функцiй xm(t, x0)

вигляду (7) рiвномiрно збiгається при m → ∞ в областi (t, x0) ∈ [0, T ] × Dβ до грани-
чної функцiї x∗(t, x0), яка задовольняє крайовi умови (2) i є розв’язком iнтегрального
рiвняння

x(t) = x0 +

t∫
0

g(z)− 1

T

T∫
0

g(s)ds

dz+
+
2t

T

 1

T

d−
T∫

0

t∫
0

g(z)− 1

T

T∫
0

g(s)ds

dzdt
− x0

, (8)

де
g(t) ≡ f(t, x(t), x(λ1(t)), . . . , x(λk(t))),

який при t = 0 проходить через точку x∗(0, x0) = x0. Крiм цього, x∗(t, x0) є розв’язком
крайової задачi

ẋ(t) = f(t, x(t), x(λ1(t)), . . . , x(λk(t))) + ∆(x0),

T∫
0

x(t)dt = d, (9)

де

∆(x0) =
2

T

 1

T

d−
T∫

0

t∫
0

g(z)− 1

T

T∫
0

g(s)ds

dzdt
− x0

− 1

T

T∫
0

g(s)ds.

Для вiдхилення x∗(t, x0) вiд xm(t, x0) при всiх (t, x0) ∈ [0, T ] × Dβ i m = 1, 2, . . . вiрна
оцiнка

|x∗(t, x0)− xm(t, x0)| ≤ Wm(x0), Wm(x0) ≡ Qm(E −Q)−1β. (10)
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Доведення. Покажемо, що в просторi неперервних вектор-функцiй послiдовнiсть (7) є
фундаментальною, а отже, i рiвномiрно збiжною.

Встановимо спочатку, що при x0 ∈ Dβ всi функцiї xm(t, x0) мiстяться в областi D.
На пiдставi (7) iз врахуванням (3) та леми 2.1[2] знаходимо:

|x1(t, x0)− x0| ≤ 2t

(
1− t

T

)
M + 2

∣∣∣∣ 1T d− x0

∣∣∣∣+ 2

T
M

T∫
0

2t

(
1− t

T

)
dt ≤

≤ T

2
M + 2

∣∣∣∣ 1T d− x0

∣∣∣∣+ 2

T
M · 1

3
T 2 =

7

6
TM + 2

∣∣∣∣ 1T d− x0

∣∣∣∣ = β. (11)

Тому x1(t, x0) ∈ D, як тiльки x0 ∈ Dβ. Iндукцiєю легко показати, що для всiх m =

1, 2, . . . , t ∈ [0, T ] i будь-якого x0 ∈ Dβ функцiї xm(t, x0) вигляду (7) не виходять за
межi областi D.

Покладаючи rm+1(t, x0) = |xm+1(t, x0)− xm(t, x0)|, на пiдставi (7) iз врахуванням (4)
отримуємо:

rm+1(t, x0) ≤ K

(1− t

T

) t∫
0

ωm(s, x0)ds+
t

T

T∫
t

ωm(s, x0)ds

+

+
2

T
K

T∫
0

(1− t

T

) t∫
0

ωm(s, x0)ds+
t

T

T∫
t

ωm(s, x0)ds

 dt, (12)

де

ωm(s, x0) = rm(s, x0) +
k∑

i=1

rm(λi(s), x0).

Згiдно з (11), r1(t, x0) = |x1(t, x0)− x0| ≤ β, тому iз (12) при m = 1 знаходимо:

r2(t, x0) ≤ (k + 1)Kβ · 2t
(
1− t

T

)
+

2

T
(k + 1)Kβ

T∫
0

2t

(
1− t

T

)
dt ≤

≤ (k + 1)Kβ
T

2
+

2

T
(k + 1)Kβ · 1

3
T 2 =

7

6
(k + 1)TKβ = Qβ.

Iндукцiєю можна довести, що для всiх (t, x0) ∈ [0, T ]×Dβ

rm+1(t, x0) ≤ Qmβ, m = 0, 1, . . . .

Тому для j ≥ 1 маємо нерiвнiсть:

|xm+j(t, x0)− xm(t, x0)| ≤
j∑

i=1

rm+i(t, x0) ≤

(
j−1∑
i=0

Qm+i

)
β = Qm

(
j−1∑
i=0

Qi

)
β. (13)

Умова (6) гарантує виконання спiввiдношень

lim
m→∞

Qm = 0,

j−1∑
i=0

Qi ≤ (E −Q)−1. (14)
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Тодi iз (13) та (14) на пiдставi критерiю Кошi випливає, що послiдовнiсть xm(t, x0)

вигляду (7) рiвномiрно збiгається при m → ∞ в областi (t, x0) ∈ [0, T ]×Dβ i

lim
m→∞

xm(t, x0) = x∗(t, x0). (15)

Оскiльки всi послiдовнi наближення xm(t, x0) задовольняють крайовi умови (2), то
й гранична функцiя x∗(t, x0) також їх задовольняє. При j → ∞ iз (13), враховуючи (15)
та (14), для всiх m = 1, 2, . . . , (t, x0) ∈ [0, T ] × Dβ отримуємо оцiнку (10). Крiм цього,
переходячи iз врахуванням (15) у (7) до границi при m → ∞, бачимо, що функцiя
x∗(t, x0) є розв’язком iнтегрального рiвняння (8), який при t = 0 проходить через точку
x∗(0, x0) = x0. Отже, гранична функцiя x∗(t, x0) справдi є розв’язком крайової задачi
(9). Теорему доведено.

На пiдставi теореми 1, використовуючи стандартну технiку обгрунтування чисельно-
аналiтичного методу [2, 3], нескладно отримати наведенi далi твердження.

Необхiднi i достатнi умови для того, щоб гранична функцiя x∗(t, x0) послiдовностi
(7) була розв’язком крайової задачi (1), (2), дає наступна теорема.

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1. Тодi для того, щоб розв’язок x∗(t)

початкової задачi

ẋ(t) = f(t, x(t), x(λ1(t)), . . . , x(λk(t))), x(0) = x0,

був одночасно розв’язком крайової задачi (1), (2), необхiдно i досить, щоб x0 було
розв’язком визначального рiвняння

∆(x0) = 0, (16)

де

∆(x0) =
2

T

 1

T

d−
T∫

0

t∫
0

g∗(z, x0)−
1

T

T∫
0

g∗(s, x0)ds

dzdt
− x0

−
− 1

T

T∫
0

g∗(s, x0)ds, (17)

g∗(t, x0) ≡ f(t, x∗(t, x0), x
∗(λ1(t), x0), . . . , x

∗(λk(t), x0)).

При цьому x∗(t) = x∗(t, x0) i для всiх m = 1, 2, . . . , t ∈ [0, T ] щодо вiдхилення точного
розв’язку x∗(t) = x∗(t, x0) крайової задачi (1), (2) вiд її наближеного розв’язку xm(t, x0)

вигляду (7) вiрна оцiнка (10).

На пiдставi теореми 2 отримуємо наступний чисельно-аналiтичний алгоритм побу-
дови розв’язку крайової задачi (1), (2):

а) при x0 ∈ Dβ згiдно з (7) будуємо послiдовнiсть функцiй xm(t, x0), залежну вiд x0

як вiд параметра;
б) знаходимо граничну функцiю x∗(t, x0) цiєї послiдовностi;
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в) складаємо визначальну функцiю ∆(x0) вигляду (17) i яким-небудь чисельним
методом знаходимо розв’язок x0 = x∗

0 визначального рiвняння (16);
г) шукаємо розв’язок початкової задачi ẋ(t) = f(t, x(t), x(λ1(t)), . . . , x(λk(t))), x(0) =

x∗
0, або, що те саме, граничну функцiю x∗(t, x∗

0) послiдовностi xm(t, x
∗
0).

Отримана функцiя i буде точним розв’язком крайової задачi (1), (2), а за її набли-
жений розв’язок, який дає похибку, що не перевищує Wm(x

∗
0), можна взяти функцiю

xm(t, x
∗
0) вигляду (7).

Головною проблемою при реалiзацiї наведеного алгоритму є побудова в аналiтич-
ному виглядi функцiї x∗(t, x0). Крiм цього, з точки зору практичного застосування,
важливо вмiти зробити висновок про iснування розв’язку крайової задачi (1), (2) не за
граничною функцiєю x∗(t, x0), а за її m-тим наближенням xm(t, x0).

Достатнi умови розв’язностi крайової задачi (1), (2) дає наступне твердження.

Теорема 3. Нехай виконуються умови теореми 1, а також умови:
1) iснує опукла замкнена область D1 ⊂ Dβ, в якiй наближене визначальне рiвняння

∆m(x0) = 0, (18)

де

∆m(x0) =
2

T

 1

T

d−
T∫

0

t∫
0

gm(z, x0)−
1

T

T∫
0

gm(s, x0)ds

dzdt
− x0

−
− 1

T

T∫
0

gm(s, x0)ds, (19)

gm(t, x0) ≡ f(t, xm(t, x0), xm(λ1(t), x0), . . . , xm(λk(t), x0)),

має для деякого фiксованого m ≥ 1 єдиний розв’язок x0 = x0m ненульового iндексу;
2) на межi S1 областi D1 виконується нерiвнiсть

inf
x0∈S1

|∆m(x0)| >
5

3
(k + 1)KWm(x0).

Тодi крайова задача (1), (2) має розв’язок x∗(t), початкове значення

x∗(0) = x∗
0 (20)

якого визначається таким x∗
0, яке належить областi D1.

Оцiнку близькостi граничних функцiй x∗(t, x′
0) i x∗(t, x′′

0) для точок x′
0, x

′′
0 ∈ Dβ дає

наступне твердження.

Теорема 4. Нехай виконуються умови теореми 1. Тодi для будь-яких точок x′
0, x

′′
0 ∈

Dβ щодо вiдхилення граничних функцiй x∗(t, x′
0) i x∗(t, x′′

0) послiдовностей xm(t, x
′
0) i

xm(t, x
′′
0) вигляду (7) вiдповiдно вiрна оцiнка

|x∗(t, x′
0)− x∗(t, x′′

0)| ≤ 3(E −Q)−1 |x′
0 − x′′

0|.
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Неперервну залежнiсть визначальної функцiї ∆(x0) вигляду (17) вiд x0 дає наступне
твердження.

Теорема 5. Нехай виконуються умови теореми 1. Тодi функцiя ∆(x0) вигляду (17)
визначена, неперервна в областi Dβ i для всiх x′

0, x
′′
0 ∈ Dβ задовольняє оцiнку

|∆(x′
0)−∆(x′′

0)| ≤
[
2

T
E + 5(k + 1)K(E −Q)−1

]
|x′

0 − x′′
0|.

Необхiднi умови розв’язностi крайової задачi (1), (2) дає наступне твердження.

Теорема 6. Нехай виконуються умови теореми 1. Тодi для того, щоб деяка область
D2 ⊂ Dβ мiстила точку x∗

0, яка визначає при t = 0 початкове значення (20) розв’язку
x∗(t) крайової задачi (1), (2), необхiдно, щоб для всiх m i довiльного x0 ∈ D2 виконува-
лась нерiвнiсть

|∆m(x0)| ≤ sup
x0∈D2

[
2

T
E + 5(k + 1)K(E −Q)−1

]
|x0 − x0|+

5

3
(k + 1)KWm(x0).

Оцiнку вiдхилення наближеного розв’язку xm(t, x0m), де x0m – розв’язок наближено-
го визначального рiвняння (18), вiд точного розв’язку x∗(t) = x∗(t, x∗

0) крайової задачi
(1), (2) дає наступне твердження.

Теорема 7. Нехай виконуються умови теореми 3. Тодi для вiдхилення наближеного
розв’язку xm(t, x0m), де x0m – розв’язок наближеного визначального рiвняння (18), вiд
точного розв’язку x∗(t) = x∗(t, x∗

0) крайової задачi (1), (2) вiрна оцiнка

|x∗(t, x∗
0)− xm(t, x0m)| ≤ 3(E −Q)−1 |x∗

0 − x0m|+Wm(x0m).

Аналогiчно [2, 3], при деяких додаткових умовах гладкостi правої частини системи
(1) можна показати, що |x∗

0 − x0m| → 0 при m → ∞ та довести рiвномiрну збiжнiсть
наближеного розв’язку xm(t, x0m) до точного x∗(t) = x∗(t, x∗

0).

2 Модифiкована схема чисельно-аналiтичного методу

Наведемо тепер для крайової задачi (1), (2) модифiковану схему чисельно-аналi-
тичного методу, де не виникатиме визначальне рiвняння, тобто метод матиме лише
аналiтичну складову.

Достатнi умови розв’язностi крайової задачi (1), (2) дає наступне твердження.

Теорема 8. Нехай виконуються умови:

1) вектор w0 =
1

T
d лежить в областi D разом зi своїм β =

3

2
TM -околом;

2) найбiльше власне значення матрицi Q =
3(k + 1)

2
TK не перевищує одиницi:

λmax(Q) < 1.
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Тодi крайова задача (1), (2) має в областi D єдиний розв’язок x∗(t), який є рiвно-
мiрною границею послiдовних наближень

x0(t) = w0, xm(t) = w0 +

t∫
0

f(s, xm−1(s), xm−1(λ1(s)), . . . , xm−1(λk(s)))ds−

− 1

T

T∫
0

t∫
0

f(s, xm−1(s), xm−1(λ1(s)), . . . , xm−1(λk(s)))dsdt, m = 1, 2, . . . , (21)

причому
|x∗(t)− xm(t)| ≤ Qm(E −Q)−1β (22)

для всiх m = 1, 2, . . . i t ∈ [0, T ].

Доведення. Покажемо, що в просторi неперервних вектор-функцiй послiдовнiсть (21) є
фундаментальною, а отже, i рiвномiрно збiжною.

Встановимо спочатку, що всi функцiї xm(t) мiстяться в областi D. На пiдставi (21),
враховуючи (3), маємо:

|x1(t)− w0| ≤ Mt+
1

T
M

T∫
0

t∫
0

dsdt ≤ MT +
1

T
M

T 2

2
=

3

2
TM = β. (23)

Тому, з врахуванням умови 1), x1(t) ∈ D. Iндукцiєю нескладно показати, що для всiх
m = 1, 2, . . . i t ∈ [0, T ] функцiї xm(t) вигляду (21) не виходять за межi областi D.

Покладаючи rm+1(t) = |xm+1(t)− xm(t)|, на пiдставi (21) iз врахуванням (4) маємо:

rm+1(t) ≤ K

t∫
0

ωm(s)ds+
1

T
K

T∫
0

t∫
0

ωm(s)dsdt. (24)

де ωm(s) = rm(s) +
k∑

i=1

rm(λi(s)).

Згiдно з (23),
r1(t) = |x1(t)− w0| ≤ β,

тому з (24) при m = 1 знаходимо:

r2(t) ≤ K(k + 1)βt+
1

T
K(k + 1)β

T∫
0

t∫
0

dsdt ≤

≤ (k + 1)TKβ + (k + 1)
1

T
Kβ

T 2

2
=

3(k + 1)

2
TKβ = Qβ.

Iндукцiєю можна довести, що для всiх t ∈ [0, T ]

rm+1(t) ≤ Qmβ, m = 0, 1, . . . .
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Тому для j ≥ 1 маємо нерiвнiсть:

|xm+j(t)− xm(t)| ≤
j∑

i=1

rm+i(t) ≤

(
j−1∑
i=0

Qm+i

)
β = Qm

(
j−1∑
i=0

Qi

)
β. (25)

Умова 2) гарантує виконання спiввiдношень

lim
m→∞

Qm = 0,

j−1∑
i=0

Qi ≤ (E −Q)−1. (26)

Тодi з (25) та (26) на пiдставi критерiю Кошi випливає, що послiдовнiсть xm(t) ви-
гляду (21) рiвномiрно збiгається при m → ∞ для всiх t ∈ [0, T ] i

lim
m→∞

xm(t) = x∗(t). (27)

Оскiльки, в чому нескладно переконатися безпосередньою перевiркою, всi послiдовнi
наближення xm(t) задовольняють крайовi умови (2), то i гранична функцiя x∗(t) також
їх задовольняє.

При j → ∞ iз (25), враховуючи (26) та (27), для всiх m = 1, 2, . . . i t ∈ [0, T ]

отримуємо оцiнку (22).
Крiм цього, переходячи з врахуванням (27) у (21) до границi при m → ∞, бачимо,

що функцiя x∗(t) є розв’язком iнтегрального рiвняння

x(t) = w0 +

t∫
0

f(s, x(s), x(λ1(s)), . . . , x(λk(s)))ds−

− 1

T

T∫
0

t∫
0

f(s, x(s), x(λ1(s)), . . . , x(λk(s)))dsdt.

Отже, гранична функцiя x∗(t) справдi є розв’язком крайової задачi (1), (2). Доведемо
тепер єдинiсть цього розв’язку.

Нехай y(t) – довiльний розв’язок крайової задачi (1), (2). Тодi, як нескладно перевi-
рити, вiн є розв’язком iнтегрального рiвняння

y(t) = w0 +

t∫
0

f(s, y(s), y(λ1(s)), . . . , y(λk(s)))ds−

− 1

T

T∫
0

t∫
0

f(s, y(s), y(λ1(s)), . . . , y(λk(s)))dsdt.

Аналогiчно, як i вище, нескладно встановити, що для всiх t ∈ [0, T ]

|y(t)− x0(t)| = |y(t)− w0| ≤
3

2
TM = β,
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|y(t)− x1(t)| ≤
3(k + 1)

2
TKβ = Qβ,

i, за iндукцiєю,
|y(t)− xm(t)| ≤ Qmβ, m = 0, 1, . . . .

Таким чином, xm(t) → y(t) при m → ∞ рiвномiрно на [0, T ]. З єдиностi границi
послiдовностi випливає, що y(t) = x∗(t) для всiх t ∈ [0, T ]. Єдинiсть розв’язку x∗(t)

доведено. Теорему доведено.

Зауваження. Усi результати, наведенi в секцiях 1 та 2, при k = 1 повторюють резуль-
тати з [7, 8], а при k = 0 – аналогiчнi результатам iз [6].

Приклади

Проiлюструємо використання розроблених схем чисельно-аналiтичного методу на
конкретних прикладах. Для простоти та компактностi обмежимося розглядом модифi-
кованої схеми в скалярному випадку.

Приклад 1. Розглянемо крайову задачу

ẋ(t) =
1

3
x(t)− 1

3
x(

t

2
)− 1

2
x(

t

3
) + 6,

1
3∫

0

x(t)dt =
1

3
,

де t ∈ [0, 1
3
], D = [−6, 9].

В цьому випадку

k = 2, T =
1

3
, d =

1

3
, M = 14, K =

1

2
, w0 = 1, β = 7, Q =

3

4
,

а тому виконуються всi умови теореми 8.
Послiдовнi наближення, знайденi згiдно з (21), мають вигляд:

x0(t) = 1,

x1(t) =
11

2
t+

1

12
= 5.5 t+ 0.08(3),

x2(t) =
143

24
t+

1

144
= 5.958(3) t+ 0.0069(4),

x3(t) =
1727

288
t+

1

1728
= 5.99652(7) t+ 0.000578(703),

x4(t) =
20735

3456
t+

1

20736
= 5.9997106(481) t+ 0.00004822(530864197),

x5(t) =
248831

41472
t+

1

248832
= 5.999975887(345679012) t+

+0.0000040187(757201646090534979423868312),
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. . .

xm(t) =
12m − 1

2 · 12m−1
t+

1

12m
=

6(12m − 1)

12m
t+

1

12m
= 6 t

(
1− 1

12m

)
+

1

12m
,

. . . .

Дана послiдовнiсть рiвномiрно збiгається в областi D до граничної функцiї x∗(t) = 6 t,
яка i є точним розв’язком розглядуваної крайової задачi.

Приклад 2. Розглянемо крайову задачу

ẋ(t) =
1

5
x(t)− 1

5
x(t2) +

1

5
x(t3)− 1,

1∫
0

x(t)dt = 5,

де t ∈ [0, 1], D = [0, 10].

В цьому випадку

k = 2, T = 1, d = 5, M = 3, K =
1

5
, w0 = 5, β =

9

2
, Q =

9

10
,

а тому виконуються всi умови теореми 8.
Послiдовнi наближення, знайденi згiдно з (21), мають вигляд:

x0(t) = 5, xm(t) = 5, m = 1, 2, . . . .

Дана послiдовнiсть рiвномiрно збiгається в областi D до граничної функцiї x∗(t) = 5,
яка i є точним розв’язком розглядуваної крайової задачi.
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A.M. Samoilenko’s numerical-analytic method is well-known and effective research method
of solvability and approximate construction of the solutions of various boundary value problems
for systems of differential equations. The investigation of boundary value problems for new
classes of systems of functional-differential equations by this method is still an actual problem.

A boundary value problem for a system of differential equations with finite quantity of
transformed arguments in the case of integral boundary conditions is considered at this paper.

To investigate the existence and approximate construction of the solution of such boundary
value problem it is proposed a traditional scheme of the numerical-analytic method with a
determining equation, as well as a modified scheme without a determining equation.

In the case of a traditional scheme it is constructed a recurrent sequence of functions that
depend on parameter, each of which satisfies given boundary conditions. It is shown that under
typical for numerical-analytic method assumptions, this sequence uniformly convergences to
the limit function. It is established the value of the parameter at which the limit function
will be an exact solution of the original boundary value problem. Approximate determining
function and approximate determining equation put into consideration, and on the basis of
them sufficient conditions for the solvability of this boundary value problem are obtained.
The necessary conditions for the solvability of the considered boundary value problem and
an estimation of the deviation of the approximate solution from the exact solution were also
obtained.

In the case of the modified scheme it is constructed a recurrent sequence of functions, each of
which satisfies the specified boundary conditions. Under the typical for the numerical-analytic
method assumptions, the uniform convergence of this sequence to the limit function, which is
the exact solution of the considered boundary value problem, is proved. It is established the
uniqueness of this solution and it is obtained an estimation of the deviation of the approximate
solution from the exact solution.

The proposed modified scheme of the numerical-analytic method is illustrated by concrete
examples.


