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ПРО ДЕЯКI ВЛАСТИВОСТI ОПЕРАТОРА ЗСУВУ ЦИФР

Q∗
S-ПРЕДСТАВЛЕННЯ ДIЙСНИХ ЧИСЕЛ I СТВОРЕНИХ НИМ

РIВНОМIРНО РОЗПОДIЛЕНИХ ПОСЛIДОВНОСТЕЙ

Робота присвячена дослiдженню властивостей оператору зсуву Q∗
s-представлення дiй-

сних чисел та вивченню типу розподiлу послiдовностей продукованих останнiм. Q∗
s-представлення

є природним узагальненням класичного s-кового i топологiчно подiбне до нього. В данiй
роботi представленi узагальнення критерiїв нормальностi чисел, що вiдносились як до
класичного s-кового представлення так i для Qs-представлення.
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Mykhailo Drahomanov Ukrainian State University, Kyiv, Ukraine
Kropyvnytskyi Construction Vocational College, Kropyvnytskyi, Ukraine
e-mail: skakund2020@gmail.com, mostik19@gmail.com

Вступ

Нехай An = {0; 1; . . . ;n − 1} для n ∈ N , qs = (q0; q1; ...; qs−1), ps = (p0; p1; ...; ps−1)

— стохастичнi вектори з строго додатними координатами. Для натурального s > 2

розглянемо стохастичнi матрицi Ps = ∥pkj∥, Ws = ∥qkj∥ (k ∈ As, j ∈ N) такi, що:

+∞∏
n=1

max{q0n; q1n . . . ; q(s−1)n} =
+∞∏
n=1

max{p0n; p1n . . . ; p(s−1)n} = 0.

Вiдомо [6], що для довiльного x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть «цифр» (αn) (αn ∈ As

для кожного n ∈ N), яка задовольняє умову:

x = βα11 + βα22qα11 + βα33qα11qα22 + . . .+ βαn+1(n+1)qα11qα22 . . . qαnn + . . . , (1)

де β0n = 0, β1n = q0n, . . . , β(s−1)n = q0n + ...+ q(s−2)n.
Рiвнiсть (1) називається Q∗

s-представленням числа x i має наступне зображення:

x = ∆Q∗
s

α1α2...αn....
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Якщо всi стовпцi матрицi Ws рiвнi вектору qs, то вiдповiдне Q∗
s-зображення є Qs-

зображенням.
Для Q∗

s-зображення iснує зчисленна множина чисел (Q∗
s-бiнарних), якi мають два

зображення — одне з перiодом (0), а iнше з перiодом (s−1). В подальшому домовимось
використовувати перше.

Розглянемо оператор T ∗ в просторi Q∗
s-зображень дiйсних чисел наступним чином:

Q∗(∆Q∗
s

α1α2...αn...) = ∆Q∗∗
s

α2α3...αn...,

де Q∗∗
s -зображення породжене послiдовнiстю стохастичних векторiв (q0n; q1n; ...; q(s−1)n)

для натуральних n ≥ 2. Позначимо

Q∗
n(x) = Q∗(Q∗(...Q∗(x))︸ ︷︷ ︸

n

.

Як вiдомо [4], послiдовнiсть (xn) називається рiвномiрно розподiленою, якщо для
кожного iнтервалу (a; b) ⊂ [0; 1] виконується умова:

lim
n→∞

Nn

(
(a; b)

)
n

= b− a,

де Nn((a; b)) — кiлькiсть чисел серед {x1}, {x2}, . . . , {xn}, якi належать (a; b).
Розглянемо множину R(Ps;Ws) чисел

x = ∆Q∗
s

α1α2...αn...,

якi задовольняють умову: для кожного блоку цифр Bl = (β0; β1; . . . ; βl−1) (βj ∈ As для
кожного j ∈ Al):

lim
n→∞

Hn(x;Bl)

n
= η(Bl),

де η(Bl) = pβ01 · pβ12 · . . . · pβl−1l та Hn(x;Bl) — кiлькiсть номерiв j ∈ {0; 1; ...;n− l} таких,
що (αj+1;αj+2; . . . ;αj+l) = Bl.

Нехай pjn = qjn = 1
s

для кожного n ∈ N та j ∈ As. Вiдомо [1], що множина R(Ps;Ws)

має повну мiру Лебега; також вiдомо [4], що число x ∈ R(Ps;Ws) тодi i тiльки тодi, коли
послiдовнiсть (Q∗

n(x)) є рiвномiрно розподiленою. Для вiдповiдного випадку деякi ана-
логи закону повторного логарифму та конструктивнi аспекти побудови чисел множини
R(Ps;Ws) були розглянутi в роботах [2] та [8] вiдповiдно.

В роботi [3] розглядався випадок, коли всi стовпцi матриць Ps та Ws рiвнi вектору
ps. Для останнього випадку в [5] було показано, що x ∈ R(Ps;Ws) тодi i тiльки тодi,
коли iснує стала C > 0 така, що для довiльного блоку цифр Bl виконується умова:

lim
n→∞

Hn(x;Bl)

n
< Cη(Bl).

В данiй роботi узагальнюються результати робiт [3] та [5] по вiдношенню до Q∗
s-

зображення при певних асимптотичних обмеженнях накладених на матрицю Ws.
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1 Про мiру Лебега множини R(Ps;Ws).

Теорема 1. Нехай всi стовпцi матрицi Ps спiвпадають з стохастичним вектором qs.
Якщо для матрицi Ws виконується умова:

+∞∑
n=1

s−1∑
k=0

(qkn − qk)
2 < +∞, (2)

то λ(R(Ps;Ws)) = 1.

Доведення. Розглянемо функцiю

f
(
∆Qs

α1α2...αn...

)
= ∆Q∗

s
α1α2...αn....

Оскiльки
∆

Q∗
s

α1α2...αn(s−1) = ∆
Q∗

s

α1α2...(αn+1)(0),

то легко бачити, що функцiя f(x) задана коректно.
Нехай

∆Qs
α1α2...αn... < ∆Qs

β1β2...βn...
,

тодi iснує натуральне число r таке, що αj = βj для кожного j ∈ Ar+1 i αr+1 < βr+1.
Оскiльки

∆Q∗
s

α1α2...αn... < ∆
Q∗

s
β1β2...βn...

,

то отримуємо, що функцiя f(x) зростаюча.
Оскiльки

f
(
∆Qs

α1α2...αn(s−1)

)
− f

(
∆Qs

α1α2...αn(0)

)
= ∆

Q∗
s

α1α2...αn(s−1) −∆
Q∗

s

α1α2...αn(0)
=

= qα11qα22 . . . qαnn → 0 (n → ∞),

то легко бачити, що f(x) неперервна.
Нехай (τn) — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають значень

0, 1, . . . , s− 1 з ймовiрностями q0n, q1n, . . . , q(s−1)n вiдповiдно.
Розглянемо випадкову величину з незалежними Q∗

s-символами [6]:

τ = ∆Qs
τ1τ2...τn...

.

Маємо:

P
(
τ ∈

[
∆Qs

α1α2...αn(0)
; ∆Qs

α1α2...αn(s−1)

])
= P (τ1 = α1) · P (τ2 = α2) · . . . · P (τn = αn) =

= qα11qα22 . . . qαnn.

З iншого боку

f
(
∆Qs

α1α2...αn(s−1)

)
− f

(
∆Qs

α1α2...αn(0)

)
= ∆

Q∗
s

α1α2...αn(s−1) −∆
Q∗

s

α1α2...αn(0)
= qα11qα22 . . . qαnn.
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Отже,

f
(
∆Qs

α1α2...αn(s−1)

)
− f

(
∆Qs

α1α2...αn(0)

)
= Fτ

(
∆Qs

α1α2...αn(s−1)

)
− Fτ

(
∆Qs

α1α2...αn(0)

)
,

звiдки випливає, що

Fτ

(
∆Qs

α1α2...αn(s−1)

)
= f

(
∆Qs

α1α2...αn(s−1)

)
.

Нехай L = min(q0; q1; . . . ; qs−1). Зрозумiло, що

+∞∑
n=1

(
s−1∑
j=0

(
qjn
qj

− 1

)2
)

=
+∞∑
n=1

(
s−1∑
j=0

(qjn − qj)
2

q2j

)
<

1

L2

+∞∑
n=1

(
s−1∑
j=0

(qjn − qj)
2

)
< +∞.

Як вiдомо [7], остання умова свiдчить про те, що Fτ (x) абсолютно неперервна. Мно-
жина Q∗

s-бiнарних чисел є всюду щiльною на вiдрiзку [0; 1], тому Fτ (x) = f(x) для
кожного дiйсного x.

Нехай P ∗
s = ∥p∗kj∥, W ∗

s = ∥q∗kj∥ (k ∈ As, j ∈ N) — двi стохастичнi матрицi всi стовпцi
яких спiвпадають з стохастичним вектором qs. Як вiдомо [3], λ(R(P ∗

s ;W
∗
s )) = 1. Нехай

B = [0; 1] \ R(P ∗
s ;W

∗
s ), A1 = f(R(P ∗

s ;W
∗
s )), B1 = f(B), тодi R(P ∗

s ;W
∗
s ) ∪ B = [0; 1] =

A1∪B1. Припустимо, що λ(A1) < 1, тодi λ(B1) > 0, однак λ(B) = 0. Маємо суперечнiсть
з тим, що функцiя f(x) абсолютно неперервна.

2 Асимптотичний розподiл цифр чисел множини R(Ps;Ws).

Лема 1. Нехай для матрицi Ps iснує стохастичний вектор qs такий, що

+∞∑
n=1

s−1∑
j=0

|pjn − qj| < +∞, (3)

тодi для довiльного набору Bl виконується умова:

+∞∑
n=1

∣∣pβ0npβ1n · . . . · pβl−1n − qβ0qβ1 · . . . · qβl−1

∣∣ < +∞.

Доведення. Нехай εjn = pβjn − qβj
, де j ∈ Al, Для кожного n ∈ N та j ∈ Al позначимо

xjn =
εjn
qβj

. Маємо:∣∣pβ0n · . . . · pβl−1n − qβ0 · . . . · qβl−1

∣∣ = qβ0 . . . qβl−1

∣∣(1 + x0n) · . . . · (1 + x(l−1)n)− 1
∣∣ ≤

≤
∣∣(1 + x0n)(1 + x1n) . . . (1 + x(l−1)n)− 1

∣∣ ≤ ∑
0≤i1<i2<...<ik≤l−1

|xi1n| · |xi2n| · . . . · |xikn|,

звiдки випливає потрiбне, оскiльки для кожного j ∈ As:

+∞∑
n=1

|xjn| =
+∞∑
n=1

∣∣pβjn − qβj

∣∣
qβj

< +∞.
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Лема 2. Нехай для матрицi Ps iснує стохастичний вектор qs такий, що виконується
умова (3). Позначимо як D(1; l) сукупнiсть всiх наборiв цифр Bl таких, що∣∣∣∣k(1)l − q1

∣∣∣∣ ≥ 1

r
,

де k(1) — кiлькiсть одиниць серед елементiв набору Bl. Нехай r — задане натуральне
число, тодi iснує натуральне L таке, що для кожного l > L виконується нерiвнiсть:

Al ≤
2r4

l2
,

де Al — сума мiр η(·) по всiм наборам з сукупностi D(1; l).

Доведення. Нехай (ξk) — послiдовнiсть незалежних дискретних випадкових величин,
якi набувають значень 0 та 1 з ймовiрностями p0k та p1k вiдповiдно. Зрозумiло, що

Al = P

(
|ξ1 + ξ2 + . . .+ ξl − lq1| ≥

l

r

)
.

Оскiльки

lim
k→∞

∑k
j=1 p1j

k
= q1,

то iснує L ∈ N таке, що ∣∣∣∣∣
∑k

j=1 p1j

k
− q1

∣∣∣∣∣ < 0, 1

r

для кожного натурального k > L. Зрозумiло, що

|ξ1 + ξ2 + . . .+ ξl − lq1| ≥
l

r
⇒

∣∣∣∣∣ξ1 + . . .+ ξl −
l∑

j=1

p1j

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

l∑
j=1

p1j − lq1

∣∣∣∣∣ ≥ l

r
.

Позначимо τk = ξk −M(ξk), тодi
M(τk) = 0;

M(τ 2k ) = p0kp1k ≤ 0, 25;

M(τ 4k ) = p0kp1k(p
3
0k + p31k) ≤ p0kp1k(p0k + p1k) ≤ 0, 25.

Для кожного натурального l маємо:

M(τ1 + ...τl)
4 =

l∑
k=1

M(τ 4k ) +
∑
i<j

M(τ 2i )M(τ 2j ) ≤ 0, 25l + 0, 25 · 6 · C2
l < l2.

Позначимо

εl =
l

r
−

∣∣∣∣∣
l∑

j=1

p1j − lq1

∣∣∣∣∣ .
Оскiльки εl >

0,9l
r

при l > L, то враховуючи нерiвнiсть Маркова маємо:

P (

(
|ξ1 + ξ2 + . . .+ ξl − lq1| ≥

l

r

)
≤ P (|τ1 + τ2 + . . .+ τl| ≥ εl) =
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= P ((τ1 + τ2 + . . .+ τl)
4 ≥ ε4l ) ≤

M(τ1 + ...τl)
4

ε4l
<

l2

0,94l4

r4

<
2r4

l2
.

Зрозумiло, що твердження останньої леми залишається правильним для довiльної
цифри j ∈ As.

Теорема 2. Нехай для матрицi Ps iснує стохастичний вектор qs такий, що виконується
умова (3). Якщо iснує стала C > 0 така, що для довiльного блоку цифр Bl виконується
умова:

lim
n→∞

Hn(x;Bl)

n
< Cη(Bl),

то для довiльного блоку цифр Bl:

lim
n→∞

Hn(x;Bl)

n
= η(Bl).

Доведення. Нехай ∆ — деякий набiр цифр, (αn) — деяка послiдовнiсть цифр. Для k ∈ N

позначимо
bk = (α1+s(k−1);α2+s(k−1); . . . ;αs+s(k−1)).

Зрозумiло, що послiдовнiсть цифр (αn) можливо представити у виглядi послiдовно-
стi блокiв b1, b2, . . . , bk, . . . . Нехай p — достатньо велике число, набiр цифр α1, α2, . . . , αp

мiстить [p
s
] блокiв виду b1, b2, . . . , b[ p

s
]. Нехай r — достатньо велике натуральне число.

Вiзьмемо достатньо велике l i представимо послiдовнiсть «цифр»

b1, b2, . . . , bn, . . .

у виглядi об’єднання «блокiв цифр» c1, c2, . . . , ck, де

ck = (b1+l(k−1); b2+l(k−1); . . . ; bl+l(k−1)), k ∈ N.

Блок cj будемо називати хорошим, якщо для кiлькостi r(cj; ∆; l) «цифр» ∆ серед
c1, c2, . . . , cl виконується умова:

|r(cj; ∆; l)

l
− η(∆)| ≤ 1

r
,

в протилежному випадку блок будемо називати поганим. Нехай M(p; s; l) — кiлькiсть
поганих блокiв серед перших l

[
[ p
s
]

l

]
членiв послiдовностi (cn). Кiлькiсть хороших блокiв

дорiвнює
T (p; s; l) =

p

sl
−M(p; s; l) + ε(p; s; l),

де |ε(p; s; l)| ≤ 2. Всi хорошi блоки мiстять разом цифру ∆ в кiлькостi:

T (p; s; l) · l
(
η(∆) +

Θ1

r

)
,

де |Θ1| ≤ 1. Всi поганi блоки мiстять разом цифру ∆ в кiлькостi не бiльшу за M(p; s; l)·l.
Нехай A(s; (α1, α2, . . . , αp)) — загальна кiлькiсть «цифр» ∆ серед блокiв c1, c2, . . . , c[ [

p
s ]

l

].
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Маємо:

A(s; (α1, α2, . . . , αp)) = T (s; p; l) · l
(
η(∆) +

Θ1

r

)
+M(s; p; l) · lΘ1.

Позначимо як T множину всiх поганих блокiв серед b1, b2, . . . , b[ p
s
] (мається на увазi

перебiр по блокам (b1; ...; bl), (b2; ...; bl+1)...).
Враховуючи лему 2 та умову теореми, маємо:

M(p; s; l) ≤ card(T ) < Cη(T ) · [p
s
] < C[

p

s
] · 2r

4

l2
.

Нехай l → ∞ (тодi p → ∞), маємо :

M(p; s; l) · l
p
s

< C
2r4

l
→ 0,

T (p; s; l) · l
p
s

= 1− M(p; s; l) · l
p
s

+
ε(p; s; l)

p
s

→ 1.

Отже:
lim
l→∞

|A(s; (α1, α2, . . . , αp))
p
s

− η(∆)| ≤ 1

r
.

Нехай r → ∞, тодi маємо:

lim
p→∞

|A(s; (α1, α2, . . . , αp))
p
s

− η(∆)| = 0.

Зрозумiло, що вiдповiднi мiркування можливо використати для послiдовностей (αn+j),
де j ∈ As−1, n ∈ N . Для кожного j ∈ As маємо:

lim
p→∞

A(s; (α2, α3, . . . , αp))
p−j
s

= lim
p→∞

A(s; (α2, α3, . . . , αp))
p
s

= η(∆).

З iншого боку зрозумiло, що

Np(x; ∆) =
s∑

j=1

A(s; (αj, α2, . . . , αp).

Маємо:
1

p
Np(x; ∆) → sη(∆)

s
= η(∆) (p → ∞).

Враховуючи теорему 1 та роботу [3] можливо зробити висновок.

Наслiдок 1. Якщо виконуються умови (2) та (3), то мiра Лебега множини R(Ps;Ws)

рiвна 1, причому x ∈ R(Ps;Ws) тодi i тiльки тодi, коли послiдовнiсть (Q∗
n(x)) рiвномiрно

розподiлена.
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of real numbers and uniformly distributed sequences produced by it, Bukovinian Math. Journal.
11, 2 (2023), 246–253.

The work is devoted to the study of the properties of the left-shift operator Q∗
s-representation

of real numbers and the study of the type of distribution of the sequences produced by the
corresponding operator. The Q∗

s-representation of real numbers is a natural generalization of
the classical s-representation and is topologically similar to the latter. E. Borel’s classic result
that almost all numbers are s-normal was over time translated into the terms of uniformly
distributed sequences produced by the left-shift operator of the digits of the corresponding
representation. It was proved that a number is s-normal only when the corresponding sequence
generated by this number in the sense of the left shift operator is uniformly distributed. Despi-
te the topological similarity between the Q∗

s-representation of real numbers and the classical
s-representation, proving similar results for the former requires fundamentally new approaches
that include the use of the apparatus of ergodic theory. The absence of the effect of metric
transitivity of the appearance of digits, which is characteristic of the classical s-representation,
does not allow the use of appropriate approaches to the Q∗

s-representation. The construction
of normal numbers in various representation systems is a separate non-trivial problem and
is the subject of many studies. In many cases, criteria for the normality of numbers, which
can have a continuous structure (similar to the classical criteria of uniform distribution of the
sequence) or a discrete structure, are useful for constructing the corresponding numbers. This
paper presents generalizations of discrete criteria for the normality of numbers, which applied
both to the classical s-representation and to the Qs-representation of real numbers (the latter
is a partial case of the Q∗

s-representation).


