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Працьовитий М.В., Василенко Н.М., Гончаренко Я.В., Лисенко I.М.

ДВОСИМВОЛЬНI СИСТЕМИ КОДУВАННЯ ЧИСЕЛ I ДИСКРЕТНI

РОЗПОДIЛИ ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН

Робота присвячена дискретним розподiлам випадкових величин, визначених рiзними
двосимвольними системами кодування дiйсних чисел (з нульовою та ненульовою надли-
шковiстю, з однiєю та двома основами, зокрема рiзнознаковими), вивченню структурних,
тополого-метричних та структурно-фрактальних властивостей їх точкових спектрiв. До-
ведено загальний критерiй дискретностi розподiлу випадкової величини з незалежними
цифрами у двосимвольному зображеннi (аналог теореми П.Левi для суми випадкового
ряду з дискретно розподiленими доданками) i описано властивостi його спектра. Також у
роботi вивчаються дискретнi розподiли значень функцiй канторiвського типу вiд випад-
кового неперервно розподiленого аргумента.
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Вступ

Дана робота присвячена ймовiрнiсним мiрам i розподiлам випадкових величин з но-
сiями, якi є злiченними i всюди щiльними множинами у просторi послiдовностей елемен-
тiв двосимвольного алфавiту, на промiжку числової прямої або на лiнiйнiй фрактальнiй
множинi канторiвського типу.

Нагадаємо, що ймовiрнiсна мiра µ, визначена на вимiрному просторi (Ω,F) називає-
ться неперервною, якщо ймовiрнiсть кожної одноточкової множини рiвна нулю. Якщо
iснує скiнченна або злiченна множина D ∈ F така, що µ(D) = 1, то мiра називається
чисто дискретною (або атомарною). Якщо ж мiра має атоми, тобто одноточковi мно-
жини з додатною ймовiрнiстю, але ймовiрнiсть кожної злiченної множини менша 1, то
вона називається сумiшшю дискретної та неперервної мiр.
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Розподiл випадкової величини ξ, зосереджений на скiнченнiй або злiченнiй множинi
D, тобто P{ξ ∈ D} = 1, називається чисто дискретним (атомарним). Для довiльної
випадкової величини ξ з функцiєю розподiлу Fξ має мiсце розклад

Fξ(x) = α1Fd(x) + α2Fac(x) + α3Fs(x), (1)

де αi ≥ 0, i ∈ {1, 2, 3}, α1 + α2 + α3 = 1. Рiвнiсть (1) називають лебегiвською стру-
ктурою розподiлу випадкової величини ξ. Якщо один з коефiцiєнтiв αi = 1, то розподiл
випадкової величини ξ називають чистим (дискретним, якщо α1 = 1, абсолютно не-
перервним, якщо α2 = 1, i сингулярним, якщо α3 = 1). В рештi випадкiв розподiл ξ

називають сумiшшю розподiлiв чистих лебегiвських типiв.
Зазначимо, що теорiя дискретних розподiлiв є добре розвинутою, серед яких теорема

П. Левi [4] про дискретнiсть розподiлу суми ряду з незалежних дискретно розподiлених
випадкових величин, теорема Джессена Вiнтнера [2] про лебегiвську чистоту розподiлу
суми ряду з незалежних дискретно розподiлених випадкових величин, який з ймовiрнi-
стю 1 збiгається, але дискретнi розподiли, точковi спектри яких є всюди щiльними на
промiжку, вивченi мало. В унiверситетських курсах вони вiдсутнi взагалi або фiгурують
в якостi єдиного прикладу (розподiлу на множинi рацiональних чисел). До загальних
фактiв теорiї дискретних розподiлiв ймовiрностей слiд вiднести теорему про поведiн-
ку модуля характеристичної функцiї на нескiнченностi [3]. Варто зазначити, що нiша
природньої появи дискретних розподiлiв є немалою. Дана робота має за мету частково
компенсувати вказаний пробiл.

Нехай A = {0, 1} — алфавiт (набiр цифр) двiйкової системи кодування (зображення)
чисел, L = A×A× ... — простiр послiдовностей елементiв алфавiту (нулiв та одиниць).

У просторi L легко ввести групову операцiю, перетворивши його у комутативну
групу, нескладно визначити у ньому структуру двовимiрного лiнiйного простору, його
метризувати та топологiзувати [10]. Зрозумiло, здiйснити це можна рiзними способами.

Двосимвольним кодуванням (зображенням) дiйсних чисел множини E засобами ал-
фавiту A називається сюр’єктивне вiдображення g простору L у множину E, тобто
вiдображення, при якому кожен елемент множини E є образом принаймнi одного еле-
мента множини L. Якщо L ∋ (αn)

g→ x ∈ E, то кажуть, що послiдовнiсть (αn) є g-кодом
або g-зображенням числа x i записують x = ∆g

α1α2...αn.... При цьому αn називається n-ою
цифрою даного зображення.

Кажуть, що зображення має нульову надлишковiсть, якщо кожне з чисел множини
E має не бiльше двох зображень, а тих чисел, що мають єдине зображення переважна
бiльшiсть. Прикладом такого є класичне двiйкове зображення чисел вiдрiзка [0; 1]:

x =
α1

2
+

α2

22
+ ...+

αn

2n
+ ... ≡ ∆2

α1α2...αn...,

а також його узагальнення – Q2-зображення [13, 14]:

x = α1q1−α1 +
∞∑
k=2

αkq1−αk

k−1∏
i=1

qαi
≡ ∆Q2

α1α2...αn....
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де 0 < q0 – параметр, менший 1, q1 ≡ 1−q0. Для цього зображення виконується рiвнiсть:
∆Q2

α1α2...αn0(1)
= ∆Q2

α1α2...αn1(0)
. Круглi дужки символiзують перiод. Як бачимо, iснують

числа, що мають два зображення. Таких чисел злiченна множина i називаються вони
Q2-бiнарними. Практично всi двосимвольнi системи кодування чисел певного промiжка
з нульвою надлишковiстю мають такий недолiк. Якщо q0 = 0, 5, то Q2-зображення є
класичним двiйковим.

Простим прикладом зображення чисел з ненульовою надлишковiстю є наступне.
Нехай 0, 5 < a – параметр, менший 1. Зображення числа, встановлюється розкладом

[0;
a

1− a
] ∋ x = α1a+ α2a

2 + ...+ αka
k + ... ≡ ∆a

α1α2...αk...
.

Зрозумiло, що при a = 0, 5 таке зображення є класичним двiйковим.
Нехай g0 i g1 ≡ g0 − 1 — двi рiзнознаковi основи. Зображення числа x ∈ [0; g0],

встановлене розкладом числа x в ряд (взагалi кажучи, лакунарний знакопочережний):

x = α1g1−α1 +
∞∑
k=2

αkg1−αk

k−1∏
i=1

gαi
≡ ∆G2

α1α2...αn...

називається G2-зображенням [6]. Воно має нульову надлишковiсть, просту метричну
теорiю i неперервний оператор лiвосторонього зсуву цифр, що є нетиповим для iнших
зображень [15]. При g0 = 0, 5 це зображення набуває спрощенного вигляду:

x =
α1

2
+
∞∑
k=2

(−1)σk
αk

2k
≡ ∆G∗

2
α1α2...αk...

, σk ≡ α1 + α2 + ...+ αk−1,

i називається G∗2-зображенням [11].
Якщо A2 = {e0; e1}, 0 < e0 < e1, то зображення числа x ∈ [d0; d1]:

di =

√
e0e1(e0e1 + 4)− e0e1

2e1−i
,

встановлене рiвнiстю x = 1/a1 + 1/a2 + 1/a3 + ... + 1/an + ... ≡ ∆A2
α1α2...αn..., де an = eαn ,

називається нескiнченним ланцюговим A2-зображенням (далi A2-зображенням). Воно
має нульову надлишковiсть за умови e0e1 = 1

2
i ненульову при e0e1 < 1

2
. Геометрiя

A2-зображення несамоподiбна, метричнi вiдношення, породженнi нею, складнi [1, 8].
Простим i топологiчно еквiвалентним A2-зображенню є нега-двiйкове зображення,

яке означується через наступний розклад числа в ряд [10]:

[0; 1] ∋ x =
2

3
−

(α1

2
− α2

22
+ ...+

α2k−1

22k−1
− α2k

22k
+ ...

)
≡ ∆−2α1α2...αn....

Цилiндром рангу m з основою c1...cm у просторi L називається множина

∆c1...cm = {α : α = (αn) ∈ L : αi = ci, i = 1,m}.

Безпосередньо з означення цилiндра отримуємо:
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1) ∆c1...cm = ∆c1...cm0 ∪∆c1...cm1; L =
∪

c1∈A
...

∪
cm∈A

∆c1...cm ;

2) ∆c1c...cm = ∆a1...am ⇔ ci = ai, i = 1,m;

3) ∆a1...am...ak ∩∆c1...cm =

{
∅, якщо ∃ ci ̸= ai,

∆a1...ak , якщо ci = ai, i = 1,m;

4) оскiльки для будь-якої послiдовностi (cn) ∈ L:

∞∩
m=1

∆c1...cm = ∆c1...cm... − точка простору L,

то на точку простору L можна дивитись як на цилiндр нескiнченного рангу.
Множина E ⊂ L називається всюди щiльною у просторi L, якщо кожен цилiндр

довiльного рангу мiстить принаймнi одну точку множини E.
Кажуть, що послiдовностi (an) i (bn) простору L мають однаковий хвiст, якщо

iснують m i k такi, що am + j = bk + j для будь-якого j ∈ N .
Бiнарне вiдношення мати однаковий хвiст є вiдношенням еквiвалентностi i розбиває

простiр L на класи еквiвалентностi, кожен з яких називається хвостовою множиною.
Легко довести, що кожна хвостова множина є злiченною, а множина всiх хвостових
множин – континуальна. Кожна хвостова множина є всюди щiльною у просторi L.
Iснує проблема нетривiальних метризацiй хвостових множин.

Оператори лiвосторонього i правосторонього зсувiв, означенi рiвностями:

ω(∆α1α2...αn...) = ∆α1α2...αn..., δ0(∆α1α2...αn...) = ∆0α1α2...αn..., δ1(∆α1α2...αn...) = ∆1α1α2...αn...,

є вiдображеннями, якi зберiгають хвости послiдовностей простору L. Вони не є бiєкцi-
ями.

За допомогою вказаних операторiв шляхом склеювання можна конструювати пе-
ретворення простору L, тобто бiєктивне вiдображення простору L на себе, оскiльки
рiвняння δi(α) = ω(α) у простору L має два розв’язки ∆(0i), ∆(1i).

1 Дискретнi ймовiрнiснi мiри у просторi L

Нехай U — σ-алгебра, яка мiстить клас всiх цилiндрiв.
1. Випадок метричної незалежностi. Нехай ||pin|| — нескiнченна дворядкова

стохастична матриця (i ∈ A: pin ≥ 0, p0n + p1n = 1 ∀n ∈ N). Ймовiрнiсну мiру µ на
вимiрному просторi (L,U) означимо, задавши її значення на цилiндрах:

µ(∆c1...cm) =
m∏

n=1

pcnn, µ(∆c1...cn...) =
∞∏
n=1

pcnn. (2)

Теорема 1. Мiра µ є або чисто дискретною, або чисто неперервною, причому дискре-
тною лише тодi, коли

M =
∞∏
n=1

max{p0n, p1n} > 0.
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У випадку дискретностi точковим спектром (множиною атомiв) мiри µ є хвостова мно-
жина, представником якої є точка c = ∆c1...cn..., де pcnn = max{p0k, p1k}, або її пiдмно-
жина.

Доведення. Враховуючи означення ймовiрнiсної мiри µ рiвнiстю (2), бачимо, що при
M = 0 для будь-якого α = ∆α1...αn... маємо µ({α}) = µ(∆α1...αn...) = 0, тобто мiра є
неперервною.

Нехай M > 0, Xc — хвостова множина, якiй належить точка c. Можливi випадки:
1) матриця ||pin|| нулiв не мiстить; 2) серед елементiв матрицi є нулi.

Нехай α = ∆α1α2...αn... – довiльна точка з множини X←−c i при цьому k i m – найменшi
з чисел такi, що αm+j = ck+j ∀k ∈ N . Тодi у першому випадку маємо

µ({α}) =
∞∏
i=1

pαii =

k∏
i=1

pαii

m∏
i=1

pcii

∞∏
i=1

pcii =

k∏
i=1

pαii

m∏
i=1

pcii

M > 0,

отже, α є атомом мiри µ.
У другому випадку висновок залишиться правильним, якщо pαii ̸= 0, i = 1, k. I

матимемо µ({α}) = 0 у протилежному випадку.

Оскiльки M > 0, то
∞∏

i=k+1

pcii → 1 (k → ∞). Нехай

Dm,k ≡ {(αn) : αm+j = ck+j ∀j ∈ N}.

Тодi

µ(Dm,k) = (
∞∏

i=k+1

pcii)(
∑
α1∈A

...
∑
αm∈A

m∏
i=1

pαii) =
∞∏

i=k+1

pcii → 1(k → ∞).

Оскiльки Xx0 = lim
m→∞

lim
k→∞

Dm,k, то µ(Xx0) = 1, тобто злiченна множина Xx0 є носiєм
мiри µ. Отже, мiра µ чисто дискретна. Теорема доведена.

Зауваження 1. Точка x0, що фiгурує у формулюваннi теореми, взагалi казучи, може
бути не одна. Це трапляється тодi, коли iснують p0k = 0, 5. Тому кiлькiсть таких точок є
степенем з основою 2. Але їх кiлькiсть завжди скiнченна, оскiльки необхiдною умовою
збiжностi нескiнченного добутку є прямування до 1 його n-го члена за умови, коли
n → ∞.

2. Випадок марковської залежностi. Нехай (p0, p1) — стохастичний вектор з

додатними координатами, ||pij|| =
(

p00 p01
p10 p11

)
— стохастична матриця перехiдних ймо-

вiрностей (pij ≥ 0, pi0 + pi1 = 1, i = 0, 1). Означимо ймовiрнiсну мiру ν у вимiрному
просторi (L,U), задавши її значення на цилiндрах рiвностями:

ν(∆c1...cm) = pc1

m∏
i=1

pcici+1
, ν(∆c1...cm...) = pc1

∞∏
i=1

pcici+1
.
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Лема 1. Якщо матриця перехiдних ймовiрностей мiстить два нулi, то ν є дискретною
мiрою з двома атомами.

Доведення. Справдi, точковий спектр Dν мiри µ є двоелементною множиною, оскiльки

Dν =


{∆0(1),∆(1)}, якщо p00 = 0 = p10,

{∆1(0),∆(0)}, якщо p01 = 0 = p11,

{∆(0),∆(1)}, якщо p01 = 0 = p10,

{∆1(0),∆0(1)}, якщо p00 = 0 = p11.

Теорема 2. Мiра ν є або чисто неперервною, або чисто дискретною. Якщо матриця
перехiдних ймовiрностей не мiстить нулiв, то мiра ν є неперервною, а у випадку, коли
мiстить один нуль, є дискретною лише тодi, коли p1−i,i = 0 для деякого i. У випадку
дискретностi мiри її точковим спектром є злiченна множина Dν = {∆(1−i),∆i...i(1−i)}.
Якщо pii = 0, то Dν = ∅, а неперервним спектром мiри є об’єднання злiченної кiлькостi
цилiндрiв виду ∆[1−i]...[1−i]i та ∆i.

Доведення. Якщо матриця перехiдних ймовiрностей не мiстить нулiв, то всi її елементи
вiдокремленi вiд 1, а отже, мiра одноточкової множини очевидно рiвна 0, тобто ν є
неперервною. Розглянемо випадок, коли один елемент матрицi рiвний нулю.

1. У випадку, коли p[1−i]i = 0 маємо

ν(∆(1−i)) = p1−i > 0, ν(∆ i...i︸︷︷︸
k−1

(1−i)) = pip
k−1
ii pi[1−i] > 0,

тобто вказанi точки є атомами мiри ν. Сума мас цих атомiв дорiвнює

p1−i +
∞∑
k=1

pip
k−1
ii pi[1−i] = p1−i + pipi[1−i]

∞∑
k=1

pk−1ii = p1−i + pipi[1−i]
1

1− pii
= 1,

оскiльки pii < 1. Отже, мiра ν в цьому випадку чисто дискретна.
2. Нехай pii = 0 i ∆α1α2...αn... — довiльна точка простору L. Якщо серед цифр послi-

довностi (αn) зустрiчається пара (ii), то очевидно, що ν(∆α1α2...αn...) = 0. За умови, коли
αkαk+1 ̸= ii для будь-якого k ∈ N , у послiдовностi (αn) нескiнченна кiлькiсть разiв
зустрiчається принаймнi одна з пар (1 − i, i) та (1 − i, 1 − i). Тодi ν(∆α1α2...αn...) = 0,
оскiльки 0 < p[1−i]i < 1 i 0 < p[1−i][1−i] < 1, а отже, нескiнченний добуток розбiгається до
нуля за рахунок порушення необхiдної умови збiжностi. Таким чином, мiра ν у цьому
випадку є неперервною i її носiєм є множина всiх послiдовностей, серед елементiв яких
немає двох послiдовних цифр рiвних парi (i, i).

Як бачимо, у всiх можливих випадках мiра ν є або дискретною, або неперервною i
в жодному не є сумiшшю.

У випадку неперервностi

ν(∆i) = pi > 0, ν(∆[1−i]...[1−i]i) = p1−ip
k−1
[1−i][1−i]p[1−i]i > 0.

Отже, носiєм мiри ν є множина

D[L, ii] = {∆α1...αn..., де αkαk+1 ̸= ii} =
∞∪
k=0

∆[1−i]...[1−i]︸ ︷︷ ︸
k

i.

Теорему доведено.
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2 Випадковi величини з незалежними цифрами g-зображення

Розглядається довiльне двосимвольне g-зображення ∆g
α1...αn... чисел деякої контину-

альної множини D. Нехай (ξn) — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi
набувають значень 0 та 1 з ймовiрностями p0k, p1k вiдповiдно (pik ≥ 0, p0k + p1k = 1).
Розглядається випадкова величина ξ = ∆g

ξ1ξ2...ξn...
. Корекнiсть означення випадкової ве-

личини для систем кодування чисел з нульовою надлишковiстю очевидна; для систем з
ненульовою надлишковiстю це легко обгрунтувати. Для систем з нульовою надлишко-
вiстю можна довести, що ξ має розподiл чистого лебегiвського типу (дискретний, абсо-
лютно неперервний або сингулярно неперервний). Це твердження є аналогом теореми
Джессена-Вiнтнера [2]. Для всiх вище згаданих систем це зроблено у роботах [5, 12, 14].
Зараз ми розглядаємо загальний випадок, який включає системи з ненульовою надли-
шковiстю.

Теорема 3. Випадкова величина ξ має або чисто дискретний (атомарний), або чисто
неперервний розподiл, причому дискретний тодi i тiльки тодi, коли

M ≡
∞∏
k=1

max{p0k, p1k} > 0. (3)

Точковий спектр Dξ = {x : P{ξ = x} > 0} розподiлу ξ є хвостовою множиною,
представником якої є число x0 = ∆g

c1c2...cn...
, де pckk = max{p0k, p1k}, або її пiдмножиною.

Доведення. Нехай виконується умова M > 0. Доведемо дискретнiсть розподiлу ξ.
Оскiльки P{ξ = x0} ≥ M > 0, то x0 – атом розподiлу. Зауважимо при цьому, що x0

може мати не одне g-зображення, саме тому знак ≥. Розглянемо x = ∆g
α1α2...αn..., g-код

якого належить хвостовiй множинi з представником (cn) i при цьому αm+j = ck+j для
всiх j ∈ N . Тодi

P{ξ = x} ≥
∞∏
i=1

pαii =
pα11...pαmm

pc11...pckk
M ≥ 0.

Зрозумiло, що коли iснує pαii = 0, то виконується остання рiвнiсть. Цього не може
трапитись, коли у матрицi ||pin|| немає нулiв. Разом з цим зробити висновок P{ξ =

x} = 0, коли pαii = 0, не можна, оскiльки x може мати не одне g-зображення. Якщо
x не має зображення, g-код якого належить хвостовiй множинi g-коду числа x0, то у
будь-якого зображення x = ∆g

a1...an...
iснує нескiнченна множина pank

nk
= min{p0nk

, p1nk
}.

А тому P{ξ = x} = 0. Отже, x не є атомом.
Залишилось показати, що сума мас усiх атомiв дорiвнює 1. Справдi,

P{ξ ∈ Dξ} = lim
k→∞

(
∞∏

i=k+1

pcii)(
∑
α1∈A

...
∑
αm∈A

m∏
i=1

pαii) = lim
k→∞

∞∏
i=k+1

pcii = 1.

У випадку M = 0 для будь-якого g-зображення ∆g
α1...αn... маємо

P{ξ = ∆g
α1...αn...} =

∞∏
i=1

pαii ≤ M = 0.
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Якщо система має нульову надлишковiсть, тобто кожне число має не бiльше двох зо-
бражень, маємо P{ξ = x} = 0. Тому розподiл ξ є неперервним.

Наслiдок 1. Точковий спектр Dξ випадкової величини ξ є щiльним у множинi D, якщо
матриця ||pik|| не має нулiв, а в загальному випадку є щiльною у множинi

D0 = {x ∈ D : x = ∆g
α1...αn..., pαnn ̸= 0}.

Зауваження 2. Аналогiчне твердження залишається правильним для систем кодува-
ння чисел, потужнiсть алфавiту яких бiльша 2.

Теорема 4. Якщо цифри (ζn) розподiлу випадкової величини ζ = ∆g
ζ1ζ2...ζn...

утворюють
однорiдний ланцюг Маркова з початковими ймовiрностями p0 > 0, p1 > 0 i матрицею

перехiдних ймовiрностей ||pij|| =
(

p00 p01
p10 p11

)
, а g-зображення має нульову надлишко-

вiсть, то розподiл ζ буде дискретним лише тодi, коли у матрицi ||pij|| два елементи
нульовi або один нульовий i при цьому pi[1−i] = 0.

Доведення. Враховуючи, що зображення має нульову надлишковiсть i для g-бiнарних
точок ймовiрнiсть лише для одного зображення може бути вiдмiнною вiд нуля, спира-
ючись на мiркування, наведенi при доведеннi леми 1 i теореми 2, робимо висновок, про
справедливiсть даного твердження.

Зауваження 3. Зазначимо, що коли матриця перехiдних ймовiрностей мiститиме один
нуль на головнiй дiагоналi (нехай pii = 0), то розподiл буде неперервним i зосередженим
на структурно фрактальнiй множинi

Dζ = {∆g
α1α2...αn..., αkαk+1 ̸= ii k ∈ N},

яка має наступну структуру автомодельностi:

δ1−i(Dζ) = Dζ ∩∆g
[1−i], δi(δ[1−i](Dζ)) = Dζ ∩∆g

i[1−i].

Зауважимо, що такi множини виникають у якостi часових шкал у теорiї диференцi-
альних рiвнянь [9].

3 Дискретнi розподiли значень функцiй

Теорема 5. Якщо f(x) — сингулярна функцiя канторiвського типу (монотонна, не-
монотонна, нiде немонотонна за виключенням промiжкiв сталостi, обмеженої або нео-
бмеженої варiацiї), визначена на вiдрiзку [0; 1], а X– рiвномiрно розподiлена випадкова
величина на цьому вiдрiзку [0; 1], то випадкова величина Y = f(X) має чисто дискре-
тний розподiл.

Доведення. Оскiльки функцiя f(x), будучи функцiєю канторiвського типу, є неперерв-
ною i має сумарну довжину iнтервалiв сталостi рiвну 1. Якщо (a; b) — iнтервал сталостi,
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сумiжний з множиною несталостi, i y0 = f(x0), де x0 ∈ (a; b), то y0 є атомом розподi-
лу випадкової величини Y = f(X), маса якого бiльша або рiвна b− a (для монотонних
функцiй f вона рiвна, а для немонотонних, взагалi кажучи, може бути бiльшою). Разом
з цим сума мас всiх атомiв дорiвнює сумi довжин iнтервалiв сталостi, тобто 1. Отже,
розподiл випадкової величини Y чисто дискретний.

Наслiдок 2. Якщо F — функцiя розподiлу канторiвського типу випадкової величини
ξ = ∆ξ1ξ2...ξn..., а X має неперервний розподiл, то Y = Fξ(X) має нетривiальну дискретну
складову розподiлу, тобто є або дискретною, або нетривiальною сумiшшю дискретного
i неперервного розподiлiв.

Зауваження 4. Рiзнi класи сингулярних функцiй, що задовольняють умови теореми 5,
можна знайти у роботах [7, 15].

Зауваження 5. Теорема 5 дає алгоритм отримання великого класу чисто дискретних
розподiлiв випадкових величин, точковi спектри яких щiльнi у вiдрiзку.
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We consider discrete distributions of random variables, defined by various two-symbol
systems of encoding of real numbers (with zero and non-zero redundancy, with one and two
bases, in particular with different sings), and study structural, topological, metric, and structurally
fractal properties their point spectra. The general criterion for random variable with independent
digits of two-symbol representation to have discrete distribution (analog of the P. L’ evi theorem
for sum of random series with discretely distributed terms) is proved and properties of its
spectrum are described. In the paper we study discrete distributions of values of functions of
the Cantor type of a random continuously distributed argument.


