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НЕПЕРЕРВНА НIДЕ НЕ МОНОТОННА ФУНКЦIЯ, ОЗНАЧЕНА В

ТЕРМIНАХ ЛАНЦЮГОВОГО A-ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ

У роботi вивчаються структурнi та варiацiйнi властивостi одного континуального класу
нiде не монотонних неперервних функцiй необмеженої варiацiї, означених рiвностями

f(x = ∆A3
α1α2...αn...) = ∆A2

β1β2...βn...
,

β1 =

{
1 при α1 = 2,

0 при α1 ̸= 2,
βn+1 =

{
βn при αn + αn+1 ̸= 2,

1− βn при αn + αn+1 = 2,
αn ∈ {0, 1, 2}, n ∈ N,

аргумент [0; a1, a2, ..., an, ...] = ∆A3
α1α2...αn... i значення f(x) = [0; b1, b2, ..., bn, ...] = ∆A2

β1β2...βn...
,

якої подаються у формi ланцюгового дробу, елементи якого належать три- та двосимволь-
нiй множинi вiдповiдно, а саме: an = eαn ∈ {e0, e1, e2}, bn = τβn ∈ {τ0, τ1}. Дослiджувана
функцiя є аналогом функцiї Буша-Вундерлiха та Трибiн-функцiї.

Ключовi слова i фрази: ланцюговий дрiб, ланцюгове зображення чисел, цилiндр, непе-
рервна нiде не монотонна функцiя, множина рiвня функцiї, функцiя необмеженої варiацiї.
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Вступ

Множина неперервних функцiй, якi не мають промiжкiв монотонностi [10, 16], у
просторi C[0; 1] є множиною другої категорiї Бера i мiстить всi нiде не диференцiйовнi
функцiї [13]. Тому iснує природний iнтерес до її представникiв. Серед них є функцiї
обмеженої i функцiї необмеженої варiацiї [3, 6], нiде не диференцiйовнi i майже скрiзь у
розумiннi мiри Лебега диференцiйовнi, зокрема функцiї сингулярнi [10] (похiдна такої
функцiї рiвна нулю майже скрiзь). Разом з цим нiде не монотоннi функцiї вивченi недо-
статньо. В силу об’єктивних причин сьогоднi розвиваються в основному iндивiдуальнi
теорiї нiде не монотонних та недиференцiйовних функцiй (функцiй Такагi, Серпiнського
тощо). Однiй з таких присвячена дана робота. В нiй розглядається функцiя, аргумент i
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значення якої подаються у формi ланцюгового дробу: аргумент — A3-дробом, елементи
якого належать триелементнiй множинi {e0, e1, e2}, а значення функцiї — A2-дробом,
елементами якого є два додатнi числа {τ0, τ1}.

«Несамоподiбнiсть», що є властивiстю ланцюгового зображення чисел [9], створює
певнi труднощi у розв’язаннi метричних задач, але вони долаються бiлiпшецевiстю та-
ких зображень.

Зазначимо, що дослiджувана в цiй роботi функцiя є аналогом функцiї Буша-Вундерлiха [1,
5], Трибiн-функцiї [11, 12] та її узагальнень [8, 15, 16].

1 Ланцюгове A2-зображення чисел вiдрiзка [1
2
; 1]

Нехай As ≡ {0, ..., s − 1} — алфавiт, Ls ≡ As × As × . . . — простiр послiдовностей
елементiв алфавiту; 0 < τ0 < τ1, τ0τ1 = 1

2
, Aτ ≡ {τ0; τ1}, Lτ ≡ Aτ × Aτ × . . . ;

Вiдомо [2], що для будь-якого t ∈ [ 1
2τ1

; 1
2τ0

] iснує послiдовнiсть (bk) ∈ Lτ така, що

t =
1

b1 +
1

b2 + ...

≡ [0; b1, b2, . . . , bk, . . .]. (1)

Нескiнченний ланцюговий дрiб (1) називається ланцюговим Aτ -дробом, а його сим-
волiчний запис [0; b1, b2, . . . , bk, . . .] — ланцюговим A2-зображенням числа x.

Iснують числа, що мають два представлення Aτ -дробом. Вони мають вигляд
[0; b1, b2, ..., bm, τ0, (τ0, τ1)] = [0; b1, b2, ..., bm, τ1, (τ1, τ0)],

решта чисел мають єдине представлення Aτ -дробом (тут круглi дужки символiзують
перiод). Їх називають Aτ -бiнарними числами. Решта чисел мають єдине представлення.
Їх називають Aτ -унарними числами. Множина Aτ -бiнарних чисел є злiченною всюди
щiльною у вiдрiзку [ 1

2τ1
; 1
2τ0

] [9].
Представлення числа Aτ -дробом легко кодується засобами алфавiту A2, а саме:

x = [0; b1, b2, . . . , bk, . . .] ≡ ∆A2
β1β2...βk...

,

де βk = i, якщо bk = τi, k ∈ N , i ∈ A2, тобто bk = τβk
. Запис ∆A2

β1β2...βk...
називається

A2-зображенням числа x.

Означення 1. A2-цилiндром рангу m з основою c1...cm називається множина ∆A2
c1...cm

усiх чисел t, що мають зображення t = ∆A2
c1...cmβ1β2...

, де (βn) ∈ L2.

Безпосередньо з наведеного означення A2-цилiндра маємо

1) ∆A2
c1...cm

= ∆A2
c1...cm0 ∪∆A2

c1...cm1;

2) A2-цилiндр ∆A2
c1...cm

є вiдрiзком з кiнцями: ∆A2

c1...cm(01) i ∆A2

c1...cm(10), причому який з
них лiвий, а який правий залежить вiд парностi (непарностi) числа m.

3) довжина цилiндра ∆A2
c1...cm

обчислюється за формулою

|∆A2
c1...cm

| = 2τ1 − 2τ0
(qm−1 + 2τ0qm)(qm−1 + 2τ1qm)

≤ 1

q2m−1

,
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де qm — знаменник m-го порядку пiдхiдного дробу, тобто знаменник рацiонального
числа, що є значенням виразу [0; a1, a2, ..., am], який обчислюється за формулами
q0 = 1, q1 = b1, qn+1 = bn+1qn + qn−1, де bn = τcn .

2 Ланцюгове A3-зображення числа

Нехай 0 < e0 < e1 < e2, Ae ≡ {e0, e1, e2}, L ≡ Ae × Ae × .... Розглядається множина
E значень усiх ланцюгових дробiв за елементами множини Ae. Легко показати, що

minE = [0; (es−1, e0)] =

√
e0es−1(e0es−1 + 4)− e0es−1

2es−1

≡ d0,

maxE = [0; (e0, es−1)] =

√
e0es−1(e0es−1 + 4)− e0es−1

2e0
≡ d1.

Теорема 1. [14] Якщо виконуються умови e0e2 =
4
3

i 2e1 = e0 + e2, то множина значень
ланцюгових дробiв за елементами множини Ae збiгається з вiдрiзком [d0; d1].

Тодi [7] для будь-якого числа x ∈ [ 2
3e2

; 2
3e0

] iснує послiдовнiсть (ak) ∈ Le така, що

x = [0; a1, a2, a3, ..., an, ...]. (2)

Вираз виду (2) називається ланцюговим Ae-зображенням числа x.
У роботi [14] показано, що при виконаннi умов теореми 1, iснують числа, якi мають

два A3-зображення. Це числа виду:

[0; a1, a2, ..., am, ei, (e0, e2)] = [0; a1, a2, ..., am, ei+1, (e2, e0)], i ∈ {0, 1}. (3)

Їх називають Ae-бiнарними числами. Множина Ae-бiнарних чисел є злiченною всюди
щiльною у вiдрiзку [ 2

3e2
; 2
3e0

]. Решта чисел мають єдине зображення. Їх називають Ae-
унарними числами.

Ланцюгове Ae-зображення [0; a1, a2, . . . , ak, . . .] числа x засобами класичного трисим-
вольного алфавiту A3 = {0, 1, 2} можна перекодувати у A3-зображення:

x = [0; a1, a2, . . . , ak, . . .] ≡ ∆A3
α1α2...αk...

,

де αk = i, якщо ak = ei, k ∈ N , i ∈ A3, тобто ak = eαk
. Зображення ∆A3

α1α2...αk...
називати-

мемо A3-зображенням числа x.

Означення 2. A3-цилiндром рангу m з основою c1...cm називається множина ∆A3
c1...cm

усiх чисел x, що мають зображення x = ∆A3
c1...cmα1α2...

, де (αn) ∈ L3.

A3-цилiндри мають наступнi властивостi:

1) ∆A3
c1...cm

=
2∪

i=0

∆A3
c1...cmi;

2) A3-цилiндр ∆A3
c1...cm

є вiдрiзком з кiнцями: ∆A3

c1...cm(e0e2)
i ∆A3

c1...cm(e2e0)
, причому який

з них лiвий, а який правий залежить вiд парностi (непарностi) числа m;
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3) довжина цилiндра ∆A3
c1...cm

обчислюється за формулою

|∆A3
c1...cm

| = 6e2 − 6e0
(2qm−1 + 3e0qm)(2qm−1 + 3e2qm)

,

де qm — знаменник значення ланцюгового дробу [0; a1, ..., am] i an = ecn , ecn ∈ Ae,
n = 1,m.

3 Основний об’єкт дослiдження

Розглядається функцiя f , означена рiвностями

f(x = ∆A3
α1α2...αn...) = ∆A2

β1β2...βn...
, де (4)

β1 =

{
1, якщо α1 = 2,

0, якщо α1 ̸= 2,
βn+1 =

{
βn, якщо αn + αn+1 ̸= 2,

1− βn, якщо αn + αn+1 = 2,
n ∈ N. (5)

Лема 1. Означення функцiї f рiвностями (4) i (5) є коректним.

Доведення. Коректнiсть означення функцiї рiвнiстю (4) могла би порушуватись в A3-
бiнарних точках:

∆A3

α1α2...αnc(02)
= ∆A3

α1α2...αn[c+1](20), де c ∈ {0, 1}, αn ∈ {0, 1, 2},

якби ця формула давала б рiзнi значення для рiзних зображень. Покажемо, що це не
так. Розглянемо

f(∆A3

α1α2...αnc(02)
) = ∆A2

β1...βnβn+1(βn+2[1−βn+2])
,

f(∆A3

α1α2...αn[c+1](20)) = ∆A2

β1...βnβ′
n+1(β

′
n+2[1−β′

n+2])
.

Очевидно, що c+ 0 ̸= 2 i c+ 1 + 2 ̸= 2, а тому βn+2 = βn+1 i β′
n+2 = β′

n+1, а отже,

∆A2

β1...βnβn+1(βn+1[1−βn+1])
= ∆A2

β1...βnβ′
n+1(β

′
n+1[1−β′

n+2])
, (6)

оскiльки, якщо βn+1 = β′
n+1, то (6) очевидна, а якщо βn+1 ̸= β′

n+1, тобто βn+1 = 1−β′
n+1,

то рiвнiсть (6) правильна, як рiвнiсть двох A2-бiнарних зображень.

Теорема 2. Функцiя f є неперервною нiде не монотонною функцiєю.

Доведення. Неперервнiсть функцiї f в A3-бiнарних точках є наслiдком коректностi
означення функцiї. Доведемо неперервнiсть функцiї в A3-унарних точках вiдрiзка [d0; d1].

Розглянемо довiльно вибрану A3-унарну точку x0 = ∆A3
α1α2...αk...

. Нехай f(x0) =

∆A2
β1...βm.... Якщо x ̸= x0, то iснує номер k такий, що αk(x) ̸= αk(x0), але αi(x) = αi(x0)

i = 1, k − 1, причому умова x → x0 рiвносильна умовi k → ∞. З означення фун-
кцiї бачимо, що для довiльного достатньо близького до x0 числа x iснує m, таке що
f(x) ∈ ∆A2

β1...βm
. Тодi

|f(x)− f(x0)| ≤ |∆A2
β1...βm

|.
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Оскiльки |∆A2
β1...βm

| → 0 при m → ∞, то

lim
x→x0

|f(x)− f(x0)| ≤ lim
m→∞

|∆A2
β1...βm

| = 0.

Тому lim
x→x0

|f(x) − f(x0)| = 0 i lim
x→x0

f(x) = f(x0). Таким чином функцiя f є неперерв-
ною в точцi x0. Оскiльки x0 — довiльна A3-унарна точка, то функцiя f неперервна
на всiй множинi A-унарних чисел. Для доведення нiде не монотонностi функцiї f до-
сить довести, що вона немонотонна в довiльному iнтервалi. Оскiльки для довiльного
(a; b) ⊂ [0; 1] легко вказати A3-цилiндр, що цiлком йому належить, то достатньо довести
немонотоннiсть функцiї на довiльному цилiндрi ∆A3

c1c2...cm
. Виберемо три точки x1, x2,

x3, що належать одному цилiндру ∆A3
c1c2...cm

. Нехай

x1 = ∆A3

c1c2...cm1(02), x2 = ∆A3

c1c2...cm11(02), x3 = ∆A3

c1c2...cm12(02).

Згiдно правил порiвняння чисел за їх A3-зображеннями маємо, що (x1−x2)(x2−x3) > 0.
Тодi

f(x1) = ∆A2

β1...βmuu([1−u]u), f(x2) = ∆A2

β1...βmu[1−u]([1−u]u), f(x3) = ∆A2

β1...βmuu([1−u]u),

де u ∈ A2. Звiдки бачимо, що (f(x1) − f(x2))(f(x2) − f(x3)) < 0, а тому на цилiндрi
∆A

c1c2...cm
функцiя f немонотонна. В силу довiльностi вибору цилiндра ∆A

c1c2...cm
функцiя

f є нiде не монотонною в усiй областi визначення.

4 Множини рiвнiв функцiї f

Означення 3. Множиною рiвня y0 ∈ Ef функцiї f називається множина точок x ∈ Df

така, що f−1(y0) = {x ∈ Df : f(x) = y0}.

Лема 2. Образом A3-цилiндра рангу k при вiдображеннi f є A2-цилiндр того ж рангу,
причому кiлькiсть прообразiв цилiндра ∆A2

β1...βk
дорiвнює

Nk ≡ N(∆A2
β1...βk

) = 2
k−β1−

k−1∑
i=1

|βi+1−βi|
. (7)

Доведення. Розглянемо цилiндр ∆A3
α1...αk

i точку, що йому належить x0 = ∆A3
α1...αkγ1γ2...

.
Нехай y0 = f(x0) = ∆A2

β1...βkt1...
, тодi iснує деякий цилiндр рангу k такий, що мiстить

y0, тобто y0 ∈ ∆A2
β1...βk

. Покажемо, що iснують точки цилiндра ∆A3
α1...αk

, образи яких є
кiнцями цилiндра ∆A2

β1...βk
. Такими є точки x1 = ∆A3

α1...αk([2−αk]αk)
i x2 = ∆A3

α1...αk(αk[2−αk])
,

оскiльки
f(x1) = ∆A2

β1...βk(βk[1−βk])
, f(x2) = ∆A2

β1...βk−1βk([1−βk]βk)
.

В силу неперервностi функцiї f , цилiндр ∆A3
α1...αk

повнiстю вiдобразиться в ∆A2
β1...βk

.
Для доведення другої частини леми використаємо метод математичної iндукцiї. Про-

образами цилiндрiв 1-го рангу є:

f−1(∆A3
1 ) = ∆A2

2 , f−1(∆A3
0 ) = {∆A2

1 ,∆A2
0 }.



Неперервна нiде не монотонна функцiя 241

Прообразами цилiндрiв 2-го рангу є:

f−1(∆A3
10 ) = ∆A2

20 , f
−1(∆A3

11 ) = {∆A2
21 ,∆

A2
22 };

f−1(∆A3
00 ) = {∆A2

10 ,∆
A2
12 ,∆

A2
00 ,∆

A2
01 }, f−1(∆A3

01 ) = {∆A2
11 ,∆

A2
02 }.

При k = 1 рiвнiсть (7) виконується.
Припустимо, що вона виконується для k = n. Розглянемо k = n+1. Цилiндр ∆A2

β1...βn

згiдно з припущенням має Nn прообразiв. Якщо βn+1 = βn, то згiдно означення функцiї
кiлькiсть прообразiв не змiниться, тобто

Nn ≡ N(∆A2
β1...βn

) = 2
n−β1−

n−1∑
i=1

|βi+1−βi|−|βn+1−βn|
= Nn+1 = N(∆A2

β1...βnβn
).

Якщо βn+1 ̸= βn, то кiлькiсть альтернатив на (n+ 1)-ому кроцi подвоюється, тобто

N(∆A2

β1...βn[1−βn]
) = 2N(∆A2

β1...βn
) = 2 · 2

n−β1−
k−1∑
i=1

|βi+1−βi|
= 2

n−β1−
k−1∑
i=1

(|βi+1−βi|)−|[1−βk]−βk|
=

= 2
n−β1−

k∑
i=1

|βi+1−βi|
.

Лема 3. Множина рiвня y0 = ∆A2

(0) є континуальною нiде не щiльною множиною нульо-
вої мiри Лебега.

Доведення. Згiдно з означенням функцiї множину рiвня y0 = ∆A2

(0) можна задати

f−1(y0) = {x ∈ [d0; d1] : x = ∆A3
α1α2...αn..., де α1 ∈ {0, 1}, αn+1 + αn ̸= 2},

тобто жодна пара цифр (αn+1, αn) зображення аргумента f не дорiвнює жоднiй з ком-
бiнацiй (20), (02), (11).

Для доведення континуальностi множини f−1 покажемо, що iснує вiдображення мiж
точками множини рiвня f(∆A3

α1α2...αn...) i точками z = ∆2
z1z2...zn...

, де zn ∈ {0, 1}, одини-
чного вiдрiзка [0; 1]. Таким може бути вiдображення h:

h(αn, αn+1) = zn =

{
0, якщо αn + αn+1 ∈ {0, 4},
1, якщо αn + αn+1 ∈ {1, 3}.

З еквiвалентностi множин f−1(y0) i [0; 1] маємо їх рiвнопотужнiсть.
Доведемо нуль-мiрнiсть множини рiвня f−1(y0). Розглянемо множину F , таку що

F = {x : x = ∆A3
c1c2...cm..., c2k+1c2k+2 ̸= 11, k ∈ Z0}.

Очевидно, що f−1(y0) ⊂ F . Тому коли λ(F ) = 0, то λ(f−1(y0)) = 0. Нехай

F0 ≡ [d0; d1], Fm = {x : x = ∆A3
c1c2...

, c2k+1c2k+2 ̸= 11, k ∈ 0,m− 1}.

Тодi мають мiсце включення F ⊂ Fm+1 ⊂ Fm ⊂ ... ⊂ F0, i (Fm+1 \ Fm) ∩ F = ∅,

F =
∞∩

m=1

Fm = lim
m→∞

Fm. В силу монотонностi мiри Лебега i λ(F ) ≤ λ(Fm), m ∈ N маємо,
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що λ(F ) = lim
m→∞

λ(Fm). Оскiльки F1 = [d0; d1] \∆A3
11 , то λ(F1) > 0. Подамо мiру Лебега

множини Fm у виглядi:

λ(Fm) =
2

e2 − e0

λ(Fm)

λ(F0)
=

2

e2 − e0

λ(Fm)

λ(Fm−1)
· λ(Fm−1)

λ(Fm−2)
· ... · λ(F1)

λ(F0)
.

Тодi

λ(F ) = lim
m→∞

λ(Fm) =
2

e2 − e0

∞∏
m=1

λ(Fm)

λ(Fm−1)
.

Оскiльки Fm−1 \ Fm ≡ Fm, то Fm = Fm−1 \ Fm, а тому

λ(F ) =
2

e2 − e0

∞∏
m=1

λ(Fm−1 \ Fm)

λ(Fm−1)
=

2

e2 − e0

∞∏
m=1

(1− λ(Fm)

λ(Fm−1)
).

Вiдомо [9], що iснують такi числа C1 i C2, що метричне вiдношення довжин цилiндрiв
вiдокремлене вiд нуля та одницi, тобто

0 < C1 <
|∆A3

c1c2...ck11
|

|∆A3
c1c2...ck |

< C2 < 1.

Тодi
λ(Fm)

λ(Fm−1)
≥ 1− C2 > 0.

А отже,
∞∑

m=1

λ(Fm)
λ(Fm−1)

= ∞. А тому, оскiльки не виконується необхiдна умова збiжностi

нескiнченного добутку, то

2

e2 − e0

∞∏
m=1

(1− λ(Fm)

λ(Fm−1)
) = 0.

Отже, λ(F ) = 0, а тому λ(f−1(y0)) = 0.
Для доведення нiде не щiльностi множини f−1(y0) покажемо, що для довiльного

цилiндра ∆A3
c1...cm

iснує iнтервал, що йому належить, який не мiстить точок множи-
ни f−1(y0). Таким iнтервалом є ∇A3

c1c2...cmij, де (i, j) ∈ {(0, 2), (2, 0), (1, 1)} i ∆A3
c1c2...cm

\
∇A3

c1c2...cmij = {∆A3

c1c2...cmij(e0e2)
,∆A3

c1c2...cmij(e2e0)
}.

Зауваження 1. Зазначимо, що останнi множини є предметом iнтересу при дослiдженнi
розв’язкiв динамiчних рiвнянь на часових шкалах [4].

Зауваження 2. Якщо ∆A2
β1...βk

= f(∆A3
α1...αk

), то найменше i найбiльше значення f на
цилiндрi ∆A3

α1...αm
дорiвнює min∆A2

β1...βm
i max∆A2

β1...βm
. Таким чином, коливання (рiзниця

максимума i мiнiмума) функцiї f на A3-цилiндрi дорiвнює довжинi його образу |∆A2
β1...βk

|.

Теорема 3. Функцiя f має необмежену варiацiю.



Неперервна нiде не монотонна функцiя 243

Доведення. Враховуючи зауваження 2, варiацiя V (f) функцiї f є бiльшою, нiж сумарна
довжина Vk образiв усiх A3-цилiндрiв рангу k для будь-якого k ∈ N , тобто

V (f) > Vk =
1∑

α1=0

1∑
α2=0

...
1∑

αk=0

|f(∆A3
α1α2...αk

)|.

Оскiльки iснує лише один A2-цилiндр 2-го рангу ∆A2
10 , що є образом цилiндра 2-го рангу

∆A3
20 , а решта цилiндрiв є образом принаймнi трьох цилiндрiв 2-го рангу i це стосується

довiльного цилiндра ∆A2
α1...α2m

, то, враховуючи автомодельнiсть графiка функцiї i бiлi-
пшецевiсть основного метричного вiдношення для A3-зображення чисел, iснує номер m

такий, що
Vm > m(τ0 − τ1)− |f(∆A3

20...20︸︷︷︸
m

)| > 2.

За iндукцiєю V2km > 2k+1, а тому lim
k→∞

V2km = ∞, отже, f має необмежену варiацiю.
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We study structural and variational properties of one continued class of nowhere monotonic
continuous functions unbounded variational, defined equality

f(x = ∆A3
α1α2...αn...) = ∆A2

β1β2...βn...
,

β1 =

{
1 if α1 = 2,

0 if α1 ̸= 2,
βn+1 =

{
βn if αn + αn+1 ̸= 2,

1− βn if αn + αn+1 = 2,
αn ∈ {0, 1, 2}, n ∈ N,

argument and values of which presented by form continued fraction. Elements an of conti-
nued fraction [0; a1, a2, ..., an, ...], consist to three- and two-symbol sets (Ae = {e0, e1, e2}
Aτ = {τ0, τ1}) corresponding. The function is analog of Bush-Wunderlich function and Tribin-
function.


