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1 Вступ

У 1890 роцi Джузеппе Пеано [8] опублiкував приклад неперервної кривої, що про-
ходить через кожну точку квадрата [0, 1]2. Криву з такими властивостями називають
кривою Пеано. Фактично, Пеано побудував неперервне сюр’єктивне вiдображення з оди-
ничного вiдрiзка [0, 1] на квадрат [0, 1]2. Мотивацiєю цього дослiдження Пеано став один
(тепер вже класичний) результат Ґеорґа Кантора про те, що множина точок одиничного
вiдрiзка має таку ж саму потужнiсть, як i множина точок одиничного квадрату.

Згiдно з теоремою Гана-Мазуркевича [3], [6] (див. також доведення в [5, p. 129]) га-
усдорфовий топологiчний простiр X є неперервним образом одиничного вiдрiзка тодi
i тiльки тодi, коли X компактний, метризовний, зв’язний, локально зв’язний i непо-
рожнiй. Гаусдорфовий неперервний образ вiдрiзка називається простором Пеано або
континуумом Пеано. Серпiнський довiв, що зв’язний компактний метричний простiр
X є континуумом Пеано тодi i тiльки тодi, коли для кожного ε > 0 простiр X можна
покрити зв’язними множинами дiаметра ≤ ε [9] (див. також [7]).

З огляду на цi результати природно виникають питання про дослiдження незв’я-
зних метричних просторiв X, для яких iснує неперервна сюр’єкцiя мiж X та X2. Так,
Серпiнський [9] охарактеризував рацiональнi числа як метричний злiченний простiр
без iзольованих точок. Гаусдорф [4] описав iррацiональнi числа як метричний, сепа-
рабельний, повнометризовний, нульвимiрний i нiде не локально компактний простiр.
Загальний результат на цю тему, з якого випливають обидвi теореми, як Серпiнського,
так i Гаусдорфа, можна знайти в [1, Theorem 1].
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З вищезгаданих характеризацiй випливає, зокрема, що квадрат Q2 є неперервним
образом множини Q (а точнiше, гомеоморфний їй), так само, як квадрат iррацiональних
чисел гомеоморфний множинi iррацiональних чисел.

Таким чином, цiкаво було б знайти опис iнших незв’язних пiдмножин числової пря-
мої, крiм тих, що гомеоморфнi Q чи R \Q, для яких є неперервна сюр’єкцiя мiж самою
множиною та її квадратом.

В цiй статтi ми зупинимося на злiченних множинах, множина iзольованих точок
яких може бути непорожньою. Основним результатом є отримана нами характериза-
цiя (Теорема 2): квадрат злiченного регулярного топологiчного простору X буде його
неперервним образом тодi i тiльки тодi, коли X не є компактним.

Результати статтi доповiдалися на мiжнароднiй конференцiї до 55-рiччя факульте-
ту математики та iнформатики Чернiвецького нацiонального унiверситету iменi Юрiя
Федьковича [10].

2 Достатня умова властивостi Пеано для регулярних просторiв

Скрiзь у статтi пiд злiченною множиною ми розумiємо нескiнченну злiченну мно-
жину.

Означення 1. Ми кажемо, що топологiчний простiр X має властивiсть Пеано, якщо
квадрат цього простороу є його неперервним образом, тобто, iснує неперервна сюр’єкцiя
f : X → X2.

Означення 2. Топологiчний простiр X є злiченно компактним, якщо кожна його не-
скiнченна пiдмножина має граничну точку. Це рiвносильно тому, що з кожного злiчен-
ного вiдкритого покриття простору X можна вибрати скiнченне пiдпокриття.

Означення 3. Для пiдмножини A топологiчного простору X позначимо її похiдну
множину

Ad = {x ∈ X : x ∈ A \ {x}}.

Покладемо A(0) = A, A(1) = Ad i припустимо, що множини A(ξ) визначенi при всiх
ξ < α для деякого ординала α < ω1. Визначимо

A(α) =

 (A(ξ))d, якщо α = ξ + 1,∩
ξ<α

A(ξ), якщо α граничне.

Рангом Кантора-Бендиксона простору X називається величина

r(X) = min{α : X(α+1) = X(α)}.

Легко бачити, що якщо X – T1-простiр, то множина Ad, а також всi множини A(α)

замкненi для довiльної множини A ⊆ X. Для T0-просторiв, якi не є T1-просторами, це
вже не так: нехай R – множина всiх дiйсних чисел з топологiєю, породженою iнтерва-
лами {(−∞, a) : a ∈ R}, i нехай A = {0}; тодi множина Ad = (0,+∞) не є замкненою в
цiй топологiї.
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Твердження 1. Для злiченного регулярного топологiчного простору X наступнi умови
рiвносильнi:

(i) X не є злiченно компактним;

(ii) iснує злiченне покриття (Un : n ∈ ω) простору X, яке складається з попарно
неперетинних вiдкрито-замкнених множин.

Доведення. (i) ⇒ (ii). Припустимо, що X не є компактним. Тодi в ньому iснує нескiн-
ченний дискретний пiдпростiр A ⊆ X. Оскiльки X регулярний, то вiн лiнделефовий [2,
3.8.1] i нульвимiрний [2, 6.2.8]. Будучи лiнделефовим, X є паракомпактним i колективно
нормальним [2, 5.1.18], тому iснує дискретна сiм’я U = {Ua : a ∈ A} вiдкрито-замкнених
множин в X, така, що a ∈ Ua для кожного a ∈ A. Тодi {X \

∪
U , Ua : a ∈ A} є шуканим

покриттям.
(ii) ⇒ (i). Нехай P = {Un : n ∈ ω} є диз’юнктним покриттям простору X вiдкрито-

замкненими множинами Un. Припустимо вiд супротивного, що X є компактним. Вибе-
ремо довiльну точку xn ∈ Un для кожного n ∈ ω. Оскiльки множина A = {xn : n ∈ ω}
є нескiнченною, то вона має граничну точку a ∈ Ad. Припустимо, що a ∈ Um для де-
якого m ∈ ω. Тодi множина {n : x ∈ Um} є нескiнченною, що суперечить диз’юнктностi
покриття P .

Зауваження 1. Для злiченного гаусдорфового простору злiченна компактнiсть рiвно-
сильна компактностi.

Зауваження 2. В доведеннi iмплiкацiї (ii) ⇒ (i) не використовується регулярнiсть
простору X.

Наслiдок 1. Мiж довiльним злiченним регулярним некомпактним простором X та
довiльним злiченним топологiчним простором Y iснує неперервна сюр’єкцiя.

Доведення. Розглянемо диз’юнктне покриття (Uk : k ∈ ω) простору X, яке складається
з вiдкрито-замкнених множин, iснування якого гарантує Твердження 1. Нехай Y =

{yn : n ∈ ω} – довiльна нумерацiя елементiв простору Y . Тодi вiдображення f : X → Y ,
визначене за правилом

f(x) = yn якщо x ∈ Un,

є шуканою неперервною сюр’єкцiєю.

З останнього факту негайно випливає наступний наслiдок.

Наслiдок 2. Кожний злiченний регулярний некомпактний простiр X має властивiсть
Пеано.

Зауваження 3. Нам невiдомо, чи iснує злiченний гаусдорфовий некомпактний простiр
X без властивостi Пеано.
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3 Необхiдна умова властивостi Пеано

Теорема 1. Нехай X – злiченний гаусдорфовий простiр з властивiстю Пеано. Тодi X
не є компактним.

Доведення. Мiркуючи вiд супротивного, припустимо, що X є компактним, i розглянемо
неперервну сюр’єкцiю f : X → X2. Позначимо Y = X2.

Крок 1. Y (α) ⊆ f(X(α)) для кожного α ∈ [0, ω1).

Доведення. За трансфiнiтною iндукцiєю. Для α = 0 маємо Y (0) = f(X(0)). Припустимо,
що включення Y (ξ) ⊆ f(X(ξ)) виконується для всiх ξ < α i нехай p ∈ Y (α).

Розглянемо випадок iзольованого α, тобто, α = ξ + 1. Тодi p ∈ Y (ξ) \ {p}. Виберемо
нескiнченну послiдовнiсть (pn) точок pn ∈ Y (ξ), таку, що pn → p i pn ̸= p. За iндуктивним
припущенням для кожного n ∈ N iснує точка xn ∈ X(ξ) така, що pn = f(xn). Оскiльки X

компактний, множина {xn : n ∈ N} має граничну точку x. Тодi x ∈ X(α). З неперервностi
f випливає, що

f(x) ∈ {pn : n ∈ N}.

Оскiльки X гаусдорфовий, то f(x) = p.
Нехай тепер α граничне. Тодi p ∈ Y (ξ) ⊆ f(X(ξ)) для всiх ξ < α. Виберемо xξ ∈ X(ξ) =

X(ξ−1) \ {xξ} так, що p = f(xξ). Оскiльки X компактний, iснує гранична точка x мно-
жини {xξ : ξ < α}, x ̸= xξ. З неперервностi f маємо включення f(x) ∈ {f(xξ) : ξ < α} =

{p}.

Крок 2. Iснує α < ω1 таке, що множина X(α) скiнченна i непорожня.

Доведення. Нехай β = r(X) – ранг Кантора-Бендиксона простору X i τ(X) – топологiя
простору X. Покажемо, що X(β) = ∅. Вiд супротивного, припустимо, що iснує x0 ∈ X(β).
Для кожного k ∈ ω та кожного елемента s ∈ {0, 1}k визначимо точку xk

s та її вiдкритий
окiл Uk

s iндуктивно наступним чином.
При k = 0 покладемо

x0
∅ = x0, U0

∅ = X(β).

Використовуючи те, що точка x0 не є iзольованою, виберемо x1 ∈ X(β), x1 ̸= x0. Оскiльки
простiр X(β) гаусдорфовий, виберемо вiдкритi неперетиннi околи U0 та U1 точок x0 та
x1, вiдповiдно. Тепер для k = 1 i s ∈ {0, 1} покладемо

xs
1 = xs, U s

1 = Us.

Нехай для всiх 0 ≤ n < k i s ∈ {0, 1}n визначенi точки xn
s та їх вiдкритi околи Un

s .
Зафiксуємо s ∈ {0, 1}k i визначимо xk

s та Uk
s . Нехай s = (t, i), де t ∈ {0, 1}k−1, i ∈ {0, 1}.

Покладемо
xk
(t,0) = xk−1

t .

Оскiльки xk
(t,0) не iзольована, то iснує точка xk

(t,1) ∈ Uk−1
t , така, що xk

(t,1) ̸= xk
(t,0). З

гаусдорфовостi X(β) випливає, що iснують вiдкритi неперетиннi околи Uk
(t,0) i Uk

(t,1) точок
xk
(t,0) i xk

(t,1), вiдповiдно. Без обмеження загальностi, можна вважати, що Uk
s ⊆ Uk−1

t .
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Визначимо тепер iн’єктивне вiдображення φ : {0, 1}ω → X(β). Зафiксуємо s ∈ {0, 1}ω.
Якщо s = (s0, s1, . . . sn, 0, 0, . . . , 0) для деякого n, то покладемо

φ(s) = x(s0,s1,...,sn).

Iнакше, нескiнченна послiдовнiсть

xs0 , x(s0,s1), x(s0,s1,s2), . . .

має граничну точку x. Покладемо в цьому випадку

φ(s) = x.

Покажемо, що так визначене вiдображення φ є iн’єкцiєю. Нехай s, t ∈ {0, 1}ω, s ̸= t. Тодi
iснує таке n, що sn ̸= tn. Оскiльки за побудовою φ(s) ∈ U(s0,s1,...,sn), φ(t) ∈ U(t0,t1,...,tn) i
U(s0,s1,...,sn) ∩ U(t0,t1,...,tn) = ∅, то φ(s) ̸= φ(t).

З iн’єктивностi вiдображення φ i незлiченностi множини {0, 1}ω випливає незлiчен-
нiсть множини X(β) ⊆ X. А це суперечить умовi теореми. Отже, X(β) = ∅.

Якщо β – граничне, то X(β) =
∩
ξ<β

X(ξ) = ∅, що суперечить компактностi простору

X, адже (X(ξ))ξ<β – спадна послiдовнiсть замкнених множин. Таким чином, β = α + 1

для деякого ординала α < ω1. Тодi X(α) ̸= ∅. Якщо X(α) нескiнченна, то X(α+1) була б
непорожня за компактнiстю X.

Отже, X(α) – скiнченна i непорожня множина.

Крок 3. Якщо X(α) ̸= ∅, то множина Y (α) нескiнченна, α ≥ 0.

Доведення. Зауважимо, що твердження негайно випливає з включення

X(α) ×X ⊆ Y (α). (1)

Покажемо справедливiсть цього включення iндукцiєю по α.
При α = 0 включення очевидне. У випадку α = 1 розглянемо довiльне x ∈ Xd

i y ∈ X. Легко бачити, що (x, y) ∈ (X2)d. Припустимо, що включення (1) правильне
для всiх ξ < α i доведемо його для α. Нехай α = ξ + 1 i (x, y) ∈ X(α) × X. Звiдси за
припущенням

(x, y) ∈ X(ξ) \ {x} ×X = (X(ξ) \ {x})×X ⊆ Y (ξ) \ {(x, y)} ⊆ Y (α).

Аналогiчно можна показати, що (1) правильне i для граничного α.

Повернемося до доведення теореми. Згiдно з кроком 2, iснує ординал α < ω1, такий,
що множина X(α) скiнченна i непорожня. Тодi образ f(X(α)) є скiнченною непорожньою
множиною. З кроку 1 випливає, що Y (α) ⊆ f(X(α)), а значить, множина Y (α) скiнченна.
Крок 3 дає рiвнiсть X(α) = ∅ i суперечнiсть.

Таким чином, простiр X не є компактним.
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4 Основний результат

З наслiдку 2 i теореми 1 безпосередньо випливає характеризацiя злiченних регуляр-
них просторiв з властивiстю Пеано.

Теорема 2. Нехай X – злiченний регулярний простiр. Тодi наступнi умови рiвносильнi:

(i) X має властивiсть Пеано.

(ii) X не є компактним.
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Horoshkevych S., Karlova O.O. Countable spaces with Peano property, Bukovinian Math. Journal.
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In 1890, Giuseppe Peano published an example of a continuous curve passing through every
point of the square [0, 1]2. A curve with such properties is called a Peano curve. In fact, Peano
constructed a continuous surjective mapping from the unit segment [0, 1] to the square [0, 1]2.
Peano’s research was motivated by one result of George Cantor that the set of points of a unit
segment has the same cardinality as the set of points of a unit square.

According to the Hahn-Mazurkevich theorem the Hausdorff topological space X is a conti-
nuous image of a unit segment [0, 1] if and only if when X is compact, metrizable, connected,
locally connected and nonempty. The Hausdorff continuous image of a segment is called Peano
space or Peano continuum. Sierpinski proved that a connected compact metric space X is a
Peano continuum if and only if for every ε > 0 the space X can be covered by connected sets
of the diameter ≤ ε.

Therefore, naturally arises question about the investigation of disconnected metric spaces X
for which there is a continuous surjection between X and X2. Sierpinski characterized rational
numbers as a metric countable space without isolated points. Hausdorff described irrational
numbers as a metric, separable, completely metrizable, zero-dimensional and nowhere locally
compact space.

It follows, in particular, that the square Q2 is a continuous image of the set Q and the
square of irrational numbers is a continuous image of the set of irrational numbers. Thus, it
would be interesting to find a description of other disconnected subsets of the real line, except
those that are homeomorphic to Q or R \Q.

In this article we will focus on countable sets such that the set of isolated points of which
may not be empty. The main result is the following (see Theorem 2): the square of a countable
regular topological space X is its continuous image if and only if X is not compact.


