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РIЗНI ТИПИ КВАЗIМЕТРИЧНИХ I ЧАСТКОВО МЕТРИЧНИХ

ПРОСТОРIВ

Одержано топологiчнi характеризацiї рiзних типiв квазiметричних просторiв, якi були
уведенi в [5]. У класi метризовних частково метричних просторiв побудовано приклади,
якi описують зв’язки мiж всiма типами цих просторiв.
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1 Вступ

Поняття часткової метрики i частково метричного простору увiв С.Метьюс у 1992
роцi. Це поняття виникло як певне послаблення поняття метричного простору i застосо-
вувалось в дослiдженнях семантики мов програмування (дивись [4], [9]), де виникають
негаусдорфовi топологiчнi моделi [10].

Функцiя p : X2 → [0,+∞) називається частковою метрикою на множинi X (дивись
[2], [3]), якщо

(p1) x = y ⇔ p(x, x) = p(x, y) = p(y, y);

(p2) p(x, x) ≤ p(x, y);

(p3) p(x, y) = p(y, x);

(p4) p(x, z) ≤ p(x, y) + p(y, z)− p(y, y)

для довiльних x, y, z ∈ X.
Ясно, що часткова метрика p є метрикою на X тодi i тiльки тодi, коли p(x, x) = 0

на X. Крiм того, для часткової метрики p функцiя qp : X
2 → [0,+∞),

qp(x, y) = p(x, y)− p(x, x),

є квазiметрикою на X, тобто
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(q1) qp(x, x) = 0;

(q2) qp(x, z) ≤ qp(x, y) + qp(y, z);

(q3) x = y ⇔ qp(x, y) = qp(y, x) = 0

для довiльних x, y, z ∈ X. Крiм того, функцiя dp : X
2 → [0,+∞),

dp(x, y) = 2p(x, y)− p(x, x)− p(y, y),

є метрикою на X.
Топологiя частково метричного простору (X, p) – це топологiя квазiметричного про-

стору (X, qp) (дивись [3, теорема 4.1]), у якiй базу околiв довiльної точки x ∈ X утво-
рюють кулi B(x, ε) = {y ∈ X : qp(x, y) < ε}. У зв’язку з уведенням частково метричних
просторiв природно постало питання про вивчення топологiчних i тополого-метричних
властивостей цих просторiв, яке, зокрема, дослiджувалось у роботах [7], [5], [8], [6].

Наступнi поняття для частково метричних просторiв були уведенi в [5], але ми тут
розглянемо їх у загальнiшiй ситуацiї квазiметричних просторiв.

Означення 1. Квазiметричний простiр (X, q) називається

- секвенцiально рiвнобедреним, якщо lim
n→∞

q(y, xn) = q(y, x) для довiльних y ∈ X i
збiжної до точки x ∈ X послiдовностi точок xn ∈ X;

- секвенцiально рiвностороннiм, якщо послiдовнiсть точок yn ∈ X збiгається до
точки x ∈ X, як тiльки iснує така збiжна до x послiдовнiсть точок xn ∈ X, що
lim
n→∞

q(yn, xn) = 0;

- секвенцiально симетричним, якщо послiдовнiсть точок xn ∈ X збiгається до то-
чки x ∈ X, як тiльки lim

n→∞
q(xn, x) = 0;

- метрикоподiбним, якщо lim
n→∞

q(xn, x) = 0 для довiльної збiжної до точки x ∈ X

послiдовностi точок xn ∈ X.

Як зауважили автори в [5], поклавши xn = x для кожного n ∈ N в означеннi се-
квенцiально рiвностороннього простору (X, q), ми одержимо, що послiдовнiсть точок
yn ∈ X збiгається до точки x ∈ X, як тiльки lim

n→∞
q(yn, x) = 0, тобто має мiсце наступна

iмплiкацiя.

Твердження 1. Кожний секвенцiально рiвностороннiй квазiметричний простiр є се-
квенцiально симетричним.

Разом з тим, автори в [5, Question 8.5] сформулювали таке питання.

Питання 1. Якими є подальшi зв’язки мiж поняттями з означення 1 для частково
метричних просторiв?
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У роботi [6] фактично одержано наступний результат, хоча вiн i сформульований
для частково метричних просторiв, але його доведення залишається вiрним i для ква-
зiметричних просторiв.

Теорема 1. Нехай (X, q) – квазiметричний простiр. Тодi

(1) якщо X метрикоподiбний, то X секвенцiально рiвнобедрений;

(2) якщо X метрикоподiбний i секвенцiально симетричний, то X секвенцiально рiв-
ностороннiй.

У данiй роботi ми подамо топологiчну характеризацiю уведених в означеннi 1 рi-
зних типiв квазiметричних просторiв i наведемо приклади, якi вказують на вiдсутнiсть
iнших, вiдмiнних вiд поданих у твердженнi 1 i теоремi 1, iмплiкацiй мiж цими типами
просторiв у класi метризовних частково метричних просторiв.

2 Допомiжнi поняття i твердження

Нехай (X, q) – квазiметричний простiр. Легко бачити, що функцiя q−1 : X2 → R,
q−1(x, y) = q(y, x), також є квазiметрикою на X, яка називається спряженою до ква-
зiметрики q. Крiм того, сума dq = q + q−1 є метрикою на X, яку ми називатимемо
метрикою, породженою квазiметрикою q. Разом з метрикою dq розглядають також
метрику ϱq(x, y) = max{q(x, y), q(y, x)} на X, яка еквiвалентна до метрики dq, адже
ϱq ≤ dp ≤ 2ϱq.

Для квазiметричного простору (X, q) через τq ми позначатимемо топологiю на X, яка
породжена квазiметрикою q. При цьому базу околiв точки x ∈ X утворюють вiдкритi
кулi Bq(x, ε) = {y ∈ X : qp(x, y) < ε} або замкненi кулi B[x, ε] = {y ∈ X : qp(x, y) ≤ ε}.
Топологiю, породжену спряженою квазiметрикою, ми позначаємо символом τq−1 , а то-
пологiю, породжену метрикою dq (чи ϱq) – символом τdq .

Ми будемо використовувати наступнi добре вiдомi властивостi квазiметричних про-
сторiв.

Твердження 2 (Proposition 1.5, [1]). Нехай (X, q) – квазiметричний простiр. Тодi

(1) довiльна вiдкрита куля Bq(x, r) є τq-вiдкритою множиною;

(2) довiльна замкнена куля Bq[x, r] є τq−1-замкненою множиною, але не обов’язково є
τq-замкненою множиною;

(3) топологiя τdq є сильнiшою, нiж топологiї τq i τq−1 ;

(4) послiдовнiсть точок xn ∈ X збiгається до деякої точки x ∈ X в топологiї τdq тодi
i тiльки тодi, коли послiдовнiсть точок xn збiгається до точки x ∈ X в топологiях
τq i τq−1 ;

(5) для кожного x ∈ X функцiя f : X → R, f(y) = q(x, y), є τq-напiвнеперервною
зверху i τq−1-напiвнеперервною знизу;
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(6) для кожного y ∈ X функцiя g : X → R, g(x) = q(x, y), є τq-напiвнеперервною
знизу i τq−1-напiвнеперервною зверху.

З вищесформульованих властивостей (3) − (6) випливає, що квазiметика q є нарi-
зно неперервною вiдносно метричної топологiї τdq . Наступне твердження уточнює цю
властивiсть.

Твердження 3. Нехай (X, q) – квазiметричний простiр. Тодi функцiя f : X2 → R,
f(x, y) = q(x, y), є неперервною вiдносно топологiї добутку двох метричних просторiв
(X, dq).

Доведення. Для довiльних x, y, u, v ∈ X маємо

f(x, y)− f(u, v) = q(x, y)− q(u, v) ≤ q(x, u)+ q(u, v)+ q(v, y)− q(u, v) ≤ dq(x, u)+dq(y, v),

i, аналогiчно,

f(u, v)− f(x, y) ≤ dq(u, x) + dq(v, y) = dq(x, u) + dq(y, v).

Отже, |f(u, v) − f(x, y)| ≤ dq(x, u) + dq(y, v) для довiльних x, y, u, v ∈ X i функцiя f

неперервна вiдносно топологiї добутку двох метричних просторiв (X, dq).

Нагадаємо, що топологiя частково метричного простору (X, p) – це топологiя ква-
зiметричного простору (X, qp), i, крiм того, dp = dqp . Топологiчнi властивостi часткової
метрики дає наступне твердження.

Твердження 4 (Lemma 3 [1], Твердження 2.3 [7]). Нехай (X, p) – частково метричний
простiр. Тодi функцiя f : X2 → R, f(x, y) = p(x, y), є сукупно напiвнеперервною зверху
i нарiзно неперервною в кожнiй точцi дiагоналi ∆ = {(x, x) : x ∈ X}.

Наступне твердження показує, що часткова метрика також є неперервною вiдносно
вiдповiдної метрики.

Твердження 5. Нехай (X, p) – частково метричний простiр. Тодi функцiя f : X2 → R,
f(x, y) = p(x, y), є сукупно неперервною вiдносно метрики dp.

Доведення. Оскiльки f(x, y) = p(x, y) = qp(x, y) + p(x, x), то згiдно з твердженням 4
достатньо перевiрити неперервнiсть вiдносно метрики dp функцiї g : X → R, g(x) =

p(x, x).
Для довiльних x, y ∈ X маємо

g(y)− g(x) = p(y, y)− p(x, x) ≤ p(x, y)− p(x, x) = qp(x, y) ≤ dp(x, y).

Аналогiчно, g(x)−g(y) ≤ dp(x, y), i тому функцiя g неперервна вiдносно метрики dp.

Для топологiчного простору X з топологiєю τ i множини A ⊆ X символом A
τ ми

позначаємо замикання множини A в топологiї τ .
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Нехай (X, q) частково метричний простiр. Для кожної непорожньої множини A ⊆ X

розглянемо функцiї qA : X → R i qA : X → R, якi визначаються формулами

qA(x) = inf{q(a, x) : a ∈ A} i qA(x) = inf{q(x, a) : a ∈ A}.

Наступнi властивостi функцiї qA значною мiрою були одержанi у [1, твердження 1.5],
а для частково метричних просторiв у [6, лема 2.3].

Твердження 6. Нехай (X, q) – квазiметричний простiр, i A ⊆ X – непорожня множина.
Тодi

(1) qA = qB на X, де B = A
τq−1 ;

(2) qA(x) = 0 тодi i тiльки тодi, коли x ∈ A
τq−1 ;

(3) qA(x)− qA(y) ≤ q(y, x) для довiльних x, y ∈ X;

(4) функцiя qA є напiвнеперервною зверху вiдносно топологiї τq;

(5) функцiя qA є напiвнеперервною знизу вiдносно топологiї τq−1 ;

(6) функцiя qA є неперервною вiдносно топологiї τdq .

Доведення. (1). Оскiльки A ⊆ B, то qB ≤ qA. Тепер нехай b ∈ B, x ∈ X i ε > 0. Iснує
така точка a ∈ A, що q(a, b) < ε. Тодi

q(b, x) ≥ q(a, x)− q(a, b) ≥ qA(x)− ε,

i отже, q(b, x) ≥ qA(x) для кожного b ∈ B, i тому qB ≥ qA.
(2). Зрозумiло, що qA(x) = 0 тодi i тiльки тодi, коли iснує така послiдовнiсть точок

an ∈ A, що lim
n→∞

q(an, x) = 0, а це означає, що x ∈ A
τq−1 .

(3). Для довiльних x, y ∈ X маємо

qA(x) = inf{q(a, x) : a ∈ A} ≤ inf{q(a, y) + q(y, x) : a ∈ A} =

= inf{q(a, y) : a ∈ A}+ q(y, x) = qA(y) + q(y, x).

(4), (5). З умови (2) негайно випливає, що функцiя qA є τq-напiвнеперервна зверху в
кожнiй точцi y ∈ X i τq−1-напiвнеперервна ззнизу в кожнiй точцi x ∈ X.

(6). Для довiльних x, y ∈ X, використовуючи умову (2), одержимо

|qA(x)− qA(y)| = max{qA(x)− qA(y), qA(y)− qA(x)} ≤ max{q(y, x), q(x, y)} ≤ dq(x, y).

Зауважимо, що qA = q−1
A , звiдки негайно випливають подiбнi властивостi функцiї

qA.

Твердження 7. Нехай (X, q) – квазiметричний простiр, i A ⊆ X – непорожня множина.
Тодi
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(1) qA = qB на X, де B = A
τq ;

(2) qA(x) = 0 тодi i тiльки тодi, коли x ∈ A
τq ;

(3) qA(x)− qA(y) ≤ q(x, y) для довiльних x, y ∈ X;

(4) функцiя qA є напiвнеперервною знизу вiдносно топологiї τq;

(5) функцiя qA є напiвнеперервною зверху вiдносно топологiї τq−1 ;

(6) функцiя qA є неперервною вiдносно топологiї τdq .

3 Топологiчна характеризацiя квазiметричних просторiв рiзних типiв

Розпочнемо з характеризацiї секвенцiально рiвнобедрених квазiметричних просто-
рiв.

Теорема 2. Нехай (X, q) – квазiметричний простiр. Тодi наступнi умови еквiвалентнi:

(i) простiр (X, q) секвенцiально рiвнобедрений;

(ii) квазiметрика q є τq-неперервною вiдносно другої змiнної;

(iii) для довiльних x ∈ X i r > 0 замкнена куля B[x, r] = {y ∈ X : q(x, y) ≤ r} є
замкненою множиною.

Якщо квазiметрика q породжена деякою частковою метрикою p на X, тобто q = qp, то
умови (i)− (iii) рiвносильнi також такiй умовi

(iv) часткова метрика p є нарiзно τq-неперервною.

Доведення. Iмплiкацiя (i) ⇔ (ii) негайно випливає з означення секвенцiально рiвнобе-
дреного квазiметричного простору i того, що довiльний квазiметричний простiр задо-
вольняє першу аксiому злiченностi.

(ii) ⇔ (iii). Зафiксуємо точку x ∈ X i розглянемо функцiю f : X → R, f(y) =

q(x, y). Якщо функцiя f неперервна, то для кожного r ≥ 0 множина B[x, r] = f−1([0, r])

замкнена, як прообраз замкненої множини при неперервному вiдображеннi.
Навпаки, якщо всi кулi B[x, r] є замкненими множинами, то для довiльного iнтер-

валу (a, b) ⊆ R прообраз

f−1((a, b)) = {y ∈ X : a < q(x, y) < b} = Bq(x, a) \Bq[x, b]

є вiдкритою множиною, як рiзниця вiдкритої i замкненої множини. Тому функцiя f є
неперервною.

(ii) ⇔ (iv). Оскiльки p(x, y) = qp(x, y) + p(x, x) для довiльних x, y ∈ X, то неперерв-
нiсть вiдносно другої змiнної функцiй p i qp рiвносильнi. Але функцiя p симетрична, то-
му неперервнiсть функцiї p вiдносно другої змiнної означає її нарiзну неперервнiсть.
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Нехай (X, q) – частково метричний простiр. Для довiльних непорожнiх множин
A,B ⊆ X покладемо

q(A,B) = inf{q(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.

Зрозумiло, що
q(A,B) = inf{qA(b) : b ∈ B} = inf{qB(a) : a ∈ A},

i, крiм того, q(A,B) = q−1(B,A).

Теорема 3. Нехай (X, q) – квазiметричний простiр. Тодi наступнi умови еквiвалентнi:

(i) простiр (X, q) секвенцiально рiвностороннiй;

(ii) q(A,B) > 0 для довiльних непорожнiх неперетинних у квазiметричному просторi
(X, q) замкненої множини A i злiченно компактної множини B.

Доведення. (i) ⇒ (ii). Нехай A ⊆ X – τq-замкнена множина i B ⊆ X – τq-злiченно
компактна множина такi, що A ∩ B = ∅. Припустимо, що q(A,B) = 0, тобто iснують
послiдовностi точок an ∈ A i bn ∈ B такi, що lim

n→∞
q(an, bn) = 0. За злiченною компа-

ктнiстю множини B виберемо пiдпослiдовнiсть (bnk
)∞k=1, яка збiгається до деякої точки

b ∈ B. З умови (i) випливає, що послiдовнiсть (ank
)∞k=1 також збiгається до точки b.

Тому b ∈ A, адже множина A замкнена. Отже, b ∈ A ∩B, що дає нам суперечнiсть.
(ii) ⇔ (i). Нехай послiдовностi точок xn ∈ X i yn ∈ X такi, що lim

n→∞
q(yn, xn) = 0 i

послiдовнiсть точок xn збiгається до точки x ∈ X. Покажемо, що послiдовнiсть точок
yn також збiгається до точки x. Достатньо показати, для кожного ε > 0 множина

Mε = {n ∈ N : q(x, yn) ≥ ε}

скiнченна.
Зафiксуємо ε > 0. Знайдемо такий номер n1 ∈ N, що для кожного n ≥ n1 виконується

нерiвнiсть q(x, xn) < ε
2
. Розглянемо замкнену множину A = X \ Bq(x, ε) i злiченно

компактну множину B = {xn : n ≥ n1}∪{x}. Зрозумiло, що A∩B = ∅ i q(A,B) = δ > 0

згiдно з умовою (ii). Виберемо такий номер n2 ∈ N, що для кожного n ≥ n2 виконується
нерiвнiсть q(yn, xn) < δ. Тодi n ̸∈ Mε для кожного n ≥ max{n1, n2}, i тому множина Mε

скiнченна.

Тепер перейдемо до характеризацiї метрикоподiбних i секвенцiально симетричних
квазiметричних просторiв.

Теорема 4. Нехай (X, q) – квазiметричний простiр. Тодi наступнi умови еквiвалентнi:

(i) простiр (X, q) метрикоподiбний;

(ii) топологiя τq є сильнiшою, нiж топологiя τq−1 ;

(iii) топологiя τq збiгається з топологiєю τdq ;

(iv) квазiметрика q є неперервною вiдносно топологiї добутку двох просторiв (X, τq);
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(v) квазiметрика q є τq-неперервною вiдносно першої змiнної;

(vi) квазiметрика q є τq-неперервною вiдносно першої змiнної у всiх точках дiагоналi
∆ = {(x, x) : x ∈ X};

(vii) для довiльної непорожньої множини A ⊆ X функцiя qA є τq-неперервною;

(viii) для довiльної непорожньої множини A ⊆ X функцiя qA є τq-неперервною.

Доведення. (i) ⇔ (ii). Згiдно з означенням, квазiметричний простiр (X, q) – метрикопо-
дiбний тодi i тiльки тодi, коли довiльна τq-збiжна до x ∈ X послiдовнiсть точок xn ∈ X

також є τq−1-збiжною до x. А це i означає, що топологiя τq квазiметричного простору
(X, q) є сильнiшою, нiж топологiя τq−1 , адже обидвi цi топологiї задовольняють першу
аксiому злiченностi.

(ii) ⇔ (iii). Згiдно з твердженням 2 (4), для довiльної послiдовностi точок xn ∈ X її
τdq -збiжнiсть до деякої точки x ∈ X рiвносильна τq-збiжностi до x, що i означає рiвнiсть
τdq = τq.

(iii) ⇒ (iv) ⇒ (v) ⇒ (vi) ⇒ (i). Iмплiкацiя (iii) ⇒ (iv) випливає з твердження 5, а
iмплiкацiї (iv) ⇒ (v) ⇒ (vi) є очевидними. Залишилось довести iмплiкацiю (vi) ⇒ (i).
Нехай послiдовностi точок xn ∈ X збiгається до точки x ∈ X вiдносно топологiї τq. Тодi
за умовою (vi) маємо lim

n→∞
q(xn, x) = q(x, x) = 0. Отже, (X, q) є метрикоподiбним, тобто

виконується (i).
(iii) ⇒ (vii) ⇒ (ii). Iмплiкацiя (iii) ⇒ (vii) випливає з твердження 6 (6). Доведемо

iмплiкацiю (vi) ⇒ (i). Нехай A ⊆ X – довiльна непорожня τq−1-замкнена множина. Тодi
за твердженням 6 (2) i умовою (vii) множина A = (qA)

−1 (0) є τq-замкненою. Отже,
кожна τq−1-замкнена множина A ⊆ X є τq-замкненою, що i означає умову (ii).

(iii) ⇒ (viii) ⇒ (i). Iмплiкацiя (iii) ⇒ (viii) випливає з твердження 7 (6). Доведемо
iмплiкацiю (viii) ⇒ (i). Нехай послiдовностi точок xn ∈ X збiгається до точки x ∈ X

вiдносно топологiї τq. Згiдно з умовою (viii) функцiя q{x} є τq-неперервною в точцi x.
Тому

lim
n→∞

q(xn, x) = lim
n→∞

q{x}(xn) = q{x}(x) = q(x, x) = 0.

Отже, (X, q) є метрикоподiбним, тобто виконується (i).

Зауважимо, що (q−1)
−1

= q i dq = dq−1 для довiльної квазiметрики q. Тому, секвенцi-
альна симетричнiсть квазiметричного простору (X, q) рiвносильна мектрикоподiбностi
квазiметричного простору (X, q−1) i має мiсце наступне твердження.

Теорема 5. Нехай (X, q) – квазiметричний простiр. Тодi наступнi умови еквiвалентнi:

(i) простiр (X, q) секвенцiально симетричний;

(ii) топологiя τq−1 є сильнiшою, нiж топологiя τq;

(iii) топологiя τq−1 збiгається з топологiєю τdq ;

(iv) квазiметрика q є неперервною вiдносно топологiї добутку двох просторiв (X, τq−1);
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(v) квазiметрика q є τq−1-неперервною вiдносно другої змiнної;

(vi) квазiметрика q є τq−1-неперервною вiдносно другої змiнної у всiх точках дiагоналi
∆ = {(x, x) : x ∈ X};

(vii) для довiльної непорожньої множини A ⊆ X функцiя qA є τq−1-неперервною;

(viii) для довiльної непорожньої множини A ⊆ X функцiя qA є τq−1-неперервною.

Наслiдок 1. Квазiметричний простiр (X, q) метрикоподiбний i секвенцiально симетри-
чний тодi i тiльки тодi, коли на X топологiї просторiв (X, q), (X, q−1) i (X, dq) збiгаються.

4 Приклади

Твердження 8. Iснує метризовний компактний частково метричний простiр (X, p),
який є секвенцiально рiвнобедреним i секвенцiально рiвностороннiм (отже, i секвенцi-
ально симетричним), але не є метрикоподiбним.

Доведення. Нехай X = {xn : n = 0, 1, . . . }, причому всi елементи xn рiзнi. Легко бачити,
що функцiя p : X2 → R,

p(x, y) = p(y, x) =


1, x = y = x0,

0, x = y = xn, n ∈ N,
1 + 1

n
, x = x0, y = xn, n ∈ N,

1 + 1
n
+ 1

k
, x = xn, y = xk, k, n ∈ N, k ̸= n,

є частковою метрикою на X. Справдi, аксiоми (p1) − (p3) є очевидними, а перевiрка
умови (p4) для рiзних x, y, z ∈ X (iнакше ця аксiома випливає з попереднiх) є досить
простою.

Зауважимо, що

qp(x, y) =


0, x = y ∈ X,
1
n
, x = x0, y = xn, n ∈ N,

1 + 1
n
, y = x0, x = xn, n ∈ N,

1 + 1
n
+ 1

k
, x = xn, y = xk, k, n ∈ N, k ̸= n,

Тому в просторi (X, p) всi точки xn, де n ∈ N, є iзольованими i xn → x0. Отже, (X, p)

є метризовним компактом. А в топологiї τdp всi точки є iзольованими, тому τqp ̸= τdp i
простiр (X, p) не є метрикоподiбним.

Оскiльки
lim
n→∞

qp(xk, xn) = 1 + 1
k
= qp(xk, x0),

то функцiя qp є неперервною вiдносно другої змiнної, i за теоремою 2 простiр (X, p) є
секвенцiально рiвнобедреним.

Залишилось показати, що простiр (X, p) є секвенцiально рiвностороннiм. Нехай A ⊆
X – замкнена множина в (X, p) i B ⊆ X – компактна множина в (X, p) такi, що
A ∩B = ∅. Доведемо, що qp(A,B) > 0.
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Розглянемо два випадки. Спочатку нехай x0 ̸∈ A. Оскiльки q(xn, x) ≥ 1 для кожного
n ∈ N i довiльного x ∈ X \ {xn}, то qp(A,B) ≥ 1 > 0. Тепер нехай x0 ∈ A. Тодi
компактна множина B є скiнченною, тобто iснує скiнченна множина M ⊆ N така, що
B = {xn : n ∈ M}. Оскiльки q(x, xn) ≥ 1

n
для кожного n ∈ N i довiльного x ∈ X \ {xn},

то
qp(A,B) = inf{qp(a, xn) : a ∈ A, n ∈ M} ≥ min{ 1

n
: n ∈ M} > 0.

Отже, згiдно з теоремою 3 простiр (X, p) є секвенцiально рiвностороннiм.

Твердження 9. Iснує метризовний секвенцiально симетричний i секвенцiально рiвно-
бедрений частково метричний простiр (X, p), який не є секвенцiально рiвностороннiм,
а отже, i метрикоподiбним.

Доведення. Нехай X = {xn : n = 0, 1, . . . } ∪ {yk : k ∈ N}, причому всi елементи xn i yk
рiзнi. Розглянемо функцiю p : X2 → R,

p(x, y) = p(y, x) =



1, x = y = x0,

0, x = y = xn, n ∈ N,
2, x = y = yn, n ∈ N,
1 + 1

n
, x = x0, y = xn, n ∈ N,

1 + 1
n
+ 1

k
, x = xn, y = xk, k, n ∈ N, k ̸= n,

2 + 1
n
, x = x0, y = yn, n ∈ N,

2 + 1
n
+ 1

k
, x = xn, y = yk, k, n ∈ N,

2 + 1
n
+ 1

k
, x = yn, y = yk, k, n ∈ N, k ̸= n,

яка, аналогiчно, як у попередньому прикладi є частковою метрикою на X. Крiм того,
всi точки крiм x0 є iзольованими i xn → x0 в просторi (X, p), а в топологiї τq−1

p
всi точки

є iзольованими. Тому (X, p) є метризовним компактом i секвенцiально симетричним.
Для кожного k ∈ N маємо

lim
n→∞

qp(xk, xn) = 1 + 1
k
= qp(xk, x0)

i
lim
n→∞

qp(yk, xn) = 2 + 1
k
= qp(yk, x0).

Тому функцiя qp є неперервною вiдносно другої змiнної, i за теоремою 2 простiр (X, p)

є секвенцiально рiвнобедреним.
Разом з тим, qp(yn, xn) = 2

n
i qp(x0, yn) = 1 + 1

n
для кожного n ∈ N. Отже, простiр

(X, p) не є секвенцiально рiвностороннiм.

Нехай S – довiльна множина. Через l+1 (S) ми позначаємо множину всiх функцiй
x : S → [0,+∞) таких, що носiй suppx = {s ∈ S : x(s) ̸= 0} не бiльш, нiж злiченний i
ряд

∑
s∈S

x(s) =
∑

s∈suppx

x(s) збiжний.

Для побудови прикладiв частково метричних просторiв ми будемо використовувати
наступну конструкцiю [7, Приклад 2.4].
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Твердження 10. Функцiя p(x, y) =
∑
s∈S

max{x(s), y(s)} є частковою метрикою на про-

сторi X = l+1 (S).

Твердження 11. Iснує метризовний секвенцiально рiвностороннiй частково метри-
чний простiр (X, p), який не є секвенцiально рiвнобедреним.

Доведення. Розглянемо частково метричний простiр з [8, приклад 4.5]. Нехай S = {0, 1}.
Покладемо

x0(s) =

{
1, s = 0,

0, s = 1,
i xn(s) =

{
1
2
− 1

n+1
, s = 0,

1
n+1

, s = 1,

для кожного n ∈ N. Функцiя

p(x, y) = max{x(0), y(0)}+max{x(1), y(1)}

є частковою метрикою на просторi

X = {x0} ∪ {xn : n ∈ N},

в якому всi точки xn, де n ∈ N, є iзольованими i xn → x0. Отже, (X, p) є метризовним
компактом. Крiм того, мiркуючи аналогiчно, як в попередньому прикладi, ми одержу-
ємо, що простiр (X, p) є секвенцiально рiвностороннiм.

З iншого боку, для довiльного k ∈ N маємо

lim
n→∞

p(xk, xn) = lim
n→∞

(1
2
− 1

max{k,n}+1
+ 1

min{k,n}+1
) = 1

2
+ 1

k+1
̸= 1 + 1

k+1
= p(xk, x0).

Тому функцiя p не є неперервною вiдносно другої змiнної, i за теоремою 2 простiр (X, p)

не є секвенцiально рiвнобедреним.

Твердження 12. Iснує метрикоподiбний частково метричний простiр (X, p), який не
є секвенцiально симетричним, а отже, i не є секвенцiально рiвностороннiм.

Доведення. Нехай S = {0, 1}. Покладемо

x0(s) =

{
1, s = 0,

0, s = 1,
i xn(s) =

{
1− 1

n
, s = 0,

1 + 1
n
, s = 1,

для кожного n ∈ N. Згiдно з твердженням 8 функцiя

p(x, y) = max{x(0), y(0)}+max{x(1), y(1)}

є частковою метрикою на просторi

X = {x0} ∪ {xn : n ∈ N}.

Зауважимо, що

p(x0, x0) = 1, p(x0, xn) = 2 + 1
n

i p(xn, xk) = 2− 1
max{n,k} +

1
min{n,k} ,
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звiдки

qp(x0, xn) = qp(xn, x0) + 1 = 1 + 1
n

i qp(xn, xk) =
1

min{n,k} −
1

max{n,k}

для довiльних n, k ∈ N.
Легко бачити, що всi точки є iзольваними в просторi (X, qp), тому простiр (X, p) не

є секвенцiально рiвностороннiм. Крiм того, xn → x0 в просторi (X, (qp)
−1). Тому згiдно

з теоремою 5 простiр (X, p) не є секвенцiально симетричним.

Твердження 13. Iснує метризовний секвенцiально симетричний частково метричний
простiр (X, p), який не є секвенцiально рiвнобедреним (а отже, i метрикоподiбним) i не
є секвенцiально рiвностороннiм.

Доведення. Нехай S = {0, 1, 2}. Покладемо

xn(s) =


1− 1

n
, s = 0,

1
n
, s = 1,

0, s = 2,

i yn(s) =


1− 1

n
, s = 0,

0, s = 1,

1 + 1
n
, s = 2,

для кожного n ∈ N, а також

x0(s) =

{
2, s = 0,

0, s ∈ {1, 2}.

Згiдно з твердженням 8 функцiя p(x, y) =
2∑

s=0

max{x(s), y(s)} є частковою метрикою на

просторi
X = {x0} ∪ {xn, yn : n ∈ N}.

Зауважимо, що

p(x0, xn) = p(x0, yn)− 1 = 2 + 1
n
, p(xn, yk) = 2 + 1

min{n,k}

i
p(xn, xk) = p(yn, yk)− 1 = 1− 1

max{n,k} +
1

min{n,k} ,

звiдки
qp(x0, xn) + 1 = qp(xn, x0) = qp(yn, x0) = qp(x0, yn) = 1 + 1

n
,

qp(xn, xk) = qp(yn, yk) =
1

min{n,k} −
1

max{n,k} i qp(xn, yk) = 1 + qp(yk, xn) = 1 + 1
min{n,k}

для довiльних n, k ∈ N.
Легко бачити, що всi точки є iзольованими в просторi (X, (qp)

−1), всi точки x ∈
{xn, yn : n ∈ N} є iзольованими в просторi (X, qp) i xn → x0 в просторi (X, qp), причому
qp(yn, x0) ≥ 1 для всiх номерiв n. Тому частково метричний простiр (X, p) є метри-
зовним i секвенцiально симетричним. Крiм того, qp(yn, xn) = 1

n
для кожного n ∈ N i

yn ̸→ x0 в просторi (X, qp). Отже, частково метричний простiр (X, p) не є секвенцiально
рiвностороннiм. Разом з тим, для довiльного k ∈ N маємо

qp(yk, xn) =
1

min{n,k} → 1
k
̸= 1 + 1

k
= qp(yk, x0).

(X, p) не є секвенцiально рiвнобедреним.
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Як випливає з поданих у цьому пунктi прикладiв, жодних iнших iмплiкацiй, крiм
викладених у вступi в твердженнi 1 i теоремi 1, якi пов’язують поняття з означення 1,
немає навiть у класi метризовних частково метричних просторiв.
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The notion of a partial metric space was introduced by S. Matthews [2] in 1992. This
notion arose as a certain extension of the notion of metric spaces and was used in computer
science, where there are non-Hausdorff topological models. A function p : X2 → [0,+∞) is
called a partial metric on X if for all x, y, z ∈ X the following conditions hold: (p1) x =

y if and only if p(x, x) = p(x, y) = p(y, y); (p2) p(x, x) ≤ p(x, y); (p3) p(x, y) = p(y, x);
(p4) p(x, z) ≤ p(x, y) + p(y, z)− p(y, y).

The topology of a partial metric space (X, p) is generated by the corresponding quasi-metric
qp(x, y) = p(x, y) − p(x, x). Topological and metrical properties of partial metric spaces have
been studied by many mathematicians. According to [5], a quasi-metric space (X, q) is called:
sequentially isosceles if lim

n→∞
q(y, xn) = q(y, x) for any y ∈ X and every sequence of xn ∈ X

that converges to x ∈ X; sequentially equilateral if a sequence of yn ∈ X converges to x ∈ X

while there exists a convergent to x sequence of xn ∈ X with lim
n→∞

q(yn, xn) = 0; sequentially
symmetric a sequence of xn ∈ X converges to x ∈ X while lim

n→∞
q(xn, x) = 0; metric-like if

lim
n→∞

q(xn, x) = 0 for every convergent to x ∈ X sequence of xn ∈ X. It was proved in [5] and [6]
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that: (i) every sequentially equilateral quasi-metric space is sequentially symmetric; (ii) every
metric-like quasi-metric space is sequentially isosceles; (iii) every metric-like and sequentially
symmetric quasi-metric space is sequentially equilateral.

A topological characterization of sequentially isosceles, sequentially equilateral, sequentially
symmetric and metric-like quasi-metric spaces were obtained. Moreover, examples which show
that there are no other connections between the indicated types of spaces, except for (i)− (iii)

even in the class of metrizable partial metric spaces have been constructed.


