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НЕОБХIДНА I ДОСТАТНЯ ОЗНАКА IСНУВАННЯ ВНУТРIШНЬОГО

ЧАСУ НА ОРIЄНТОВАНIЙ МНОЖИНI

В роботi доведено необхiдну i достатню умову iснування внутрiшнього часу на орiєн-
тованiй множинi без синхронiзацiї.
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Вступ

Тематика даної статтi тiсно пов’язана iз теорiєю мiнливих множин. Основною мо-
тивацiєю для введення мiнливих множин послужила шоста проблема Гiльберта, тобто
проблема математично строгого формулювання основ теоретичної фiзики. Ця пробле-
ма була поставлена Д. Гiльбертом ще в 1900 р., але на сьогоднi залишається дуже акту-
альною [11]. Iдея звернення до теоретико-множинної термiнологiї та iнтуїцiї в цьому
контекстi виглядає цiлком природною, оскiльки довiльну картину нашої оточуючої “фi-
зичної” дiйсностi можна уявляти як множину певних об’єктiв. Проте, коли ми придиви-
мось уважнiше до будь-якої з “множин”, якi ми зустрiчаємо в реальностi, то помiтимо
певнi особливостi, якi вiдрiзняють цi “множини” вiд тих, що зустрiчаються в класичнiй
теорiї множин. Наприклад, множина всiх горобцiв Чернiвецької областi є множиною в
сенсi класичної теорiї множин лише тодi, коли ми спостерiгаємо цю множину в певний,
фiксований, момент часу. Проте, коли ми поглянемо на цю множину протягом певно-
го промiжку часу, то зауважимо, що ця множина не має сталого складу елементiв зi
сталими властивостями. З iнтуїтивної точки зору мiнливi множини це — сукупностi об’-
єктiв, якi, на вiдмiну вiд елементiв звичайних (статичних) множин, можуть перебувати
в процесi постiйних трансформацiй, тобто — змiнювати свої властивостi, з’являтись чи
зникати, розпадатись на декiлька частин чи, навпаки, декiлька об’єктiв можуть злива-
тись в один. Крiм того картина еволюцiї мiнливої множини може залежати вiд способу
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спостереження, тобто вiд системи вiдлiку. Проблема побудови математичної теорiї мiн-
ливих множин, тобто “множин” iз перелiченими вище властивостями, в рiзних формах
ставилась, зокрема в роботах [4, 2, 5, 1, 3]. На математично строгому теорiя мiнливих
множин рiвнi була побудована в роботах [7, 8, 9, 6] та iн. Найбiльш повний i система-
тичний виклад цiєї теорiї можна знайти в препринтi [10].

Орiєнтованi множини є базовим найелементарнiшим поняттям теорiї мiнливих мно-
жин, i їх можна трактувати як найпримiтивнiшi абстрактнi моделi сукупностей мiнли-
вих об’єктiв, що еволюцiонують в рамках однiєї (фiксованої) системи вiдлiку. Поняття
орiєнтованої множини та часу на орiєнтованiй множинi було введено в роботах [8, 7]
(див. також [10, роздiл 1]).

Означення 1. Нехай, M — довiльна непорожня множина (M ̸= ∅).
Довiльне рефлексивне бiнарне вiдношення ▹−− на M (тобто таке, що ∀x ∈M x▹−−x)

будемо називати орiєнтацiєю, а пару M = (M,▹−−) будемо називати орiєнтованою
множиною. При цьому множину M будемо називати базовою, або множиною всiх
елементарних станiв орiєнтованої множиниM i будемо позначати її через Bs(M), а
вiдношення ▹−− будемо називати напрямним вiдношенням змiн (трансформацiй)
M i будемо позначати його через ←

M
.

У випадку, коли вiдомо, про яку орiєнтовану множинуM йде мова, в позначеннi←
M

символ M будемо опускати, вживаючи позначення “←”. Для елементiв x, y ∈ Bs(M)

запис y←x слiд розумiти, як “елементарний стан y є результатом трансформацiй, або
“трансформацiйним нащадком” елементарного стану x”. Наприклад, уявiмо собi, що орi-
єнтована множинаM моделює поведiнку деякої популяцiї горобцiв за певний промiжок
часу T ⊆ R. Тодi Bs(M) — це множина всiх станiв всiх горобцiв даної моделi за про-
мiжок часу T [1]. В такiй моделi для елементiв x1, x2 ∈ Bs(M) запис x2←x1 природно
вживати тодi i тiльки тодi, коли x1 i x2 є станами одного й того ж самого горобця
в моменти часу t1, t2 ∈ T такi, що t1 ≤ t2 (пiдкреслимо, що тут вiдношення ≤ означає
стандартний порядок на полi дiйсних чисел R).

Нагадаємо, що лiнiйно упорядкованою множиною називається довiльна упорядко-
вана пара виду T = (T,≤), де ≤ — рефлексивне, асиметричне та транзитивне бiнарне
вiдношення на T, таке, що для довiльних t, τ ∈ T має мiсце хоча б одна з умов t ≤ τ

або τ ≤ t. Вiдношення ≤ називають нестрогим лiнiйним порядком на T. Це вiдношення
породжує вiдношення строгого лiнiйного порядку на T таке, що для довiльних t, τ ∈ T

умова t < τ виконується тодi i тiльки тодi, коли t ≤ τ i t ̸= τ .

Означення 2. Нехай,M — орiєнтована множина i T = (T,≤) — лiнiйно упорядкована
множина. Вiдображення ψ : T → 2Bs(M) називається часом на M, якщо виконуються
такi умови:

З яких конкретно математичних об’єктiв складатиметься множина Bs(M) залежить вiд того, що нас
цiкавитиме в данiй моделi i вiд рiвня деталiзацiї самої моделi. Зокрема, якщо (для простоти) обмежи-
тись примiтивною кiнематичною моделлю, в якiй кожен горобець приймається за матерiальну точку, то
елементами x ∈ Bs(M) (тобто елементарними станами горобцiв) будуть об’єкти виду x = (x1, x2, x3),
а саме, координати центрiв мас всiх горобцiв вiдносно певної, зручної для нас системи вiдлiку l у всi
моменти часу t ∈ T .
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1. Для довiльного елементарного стану x ∈ Bs(M) iснує елемент t ∈ T такий, що
x ∈ ψ(t).

2. Якщо x1, x2 ∈ Bs(M), x2←x1 i x1 ̸= x2, то iснують елементи t1, t2 ∈ T такi, що
x1 ∈ ψ (t1), x2 ∈ ψ (t2) i t1 < t2 (тобто має мiсце часова роздiльнiсть послiдовних
неоднакових елементарних станiв).

При цьому:

• Елементи t ∈ T будемо називати моментами часу.

• Пару H = (T, ψ) = ((T,≤) , ψ) будемо називати хронологiзацiєюM.

Будемо говорити, що орiєнтовану множину M можна хронологiзувати , якщо
iснує хоч одна хронологiзацiя M. Виявляється, що будь-яку орiєнтовану множину M
завжди можна хронологiзувати. Найпростiший спосiб це зробити — взяти лiнiйно-
упорядковану множину T = (T,≤), що мiстить не менше двох елементiв (тобто
card (T) ≥ 2) i покласти:

ψ(t) := Bs(M) (t ∈ T) .

Легко перевiрити, що для функцiї ψ(·) виконуються умови означення 2. Бiльш нетри-
вiальнi способи хронологiзацiї орiєнтованих множин розглянутi, наприклад, в роботах
[8, 7] (див. також [10, роздiл 1]). Зокрема в зазначених роботах було введено поняття
внутрiшнього часу, а також дослiджувалось питання про iснування внутрiшнього часу
на орiєнтованiй множинi з певною умовою на синхронiзацiю. Зазначимо, що з iнтуї-
тивної точки зору внутрiшнiй час на орiєнтованiй множинi — це такий час, хiд якого
можна “спостерiгати i фiксувати” “живучи всерединi” цiєї орiєнтованої множини (ма-
тематично строге означення даного поняття буде дано в наступному роздiлi статтi).
Повнiстю розв’язати питання про iснування внутрiшнього часу на орiєнтованiй множи-
нi iз заданою синхронiзацiєю в [8, 7] так i не вдалося. Отримано лише достатнi умови
на iснування такого часу. Проте, виявляється, що, якщо вiдкинути додатковi умови на
синхронiзацiю, то задача про iснування внутрiшнього часу на орiєнтованiй множинi без
синхронiзацiї досить нескладно розв’язується в повному обсязi. I дана стаття присвя-
чена розв’язанню саме цiєї задачi.

1 Основнi означення та позначення

В цьому роздiлi будуть сформульованi найважливiшi означення та введенi позначе-
ння, необхiднi для викладу основних результатiв.

Позначення 1. На довiльнiй орiєнтованiй множинi M введемо додатково наступне
бiнарне вiдношення:

I Для довiльних x, y ∈ Bs(M) будемо позначати y
+←
M
x тодi i тiльки тодi, коли:

y←
M
x i x ̸↚

M
y.

I У випадках, коли не виникає непорозумiнь замiсть позначення y
+←
M
x будемо ви-

користовувати позначення y
+←x.
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Означення 3. НехайM — орiєнтована множина.
1) Будемо говорити, що множина B ⊆ Bs(M) монотонно послiдовна множинi

A ⊆ Bs(M) в орiєнтованiй множинiM, якщо iснують такi елементи x ∈ A i y ∈ B, що
y

+←
M
x. В цьому випадку будемо використовувати позначення позначення B←(+)

M
A.

2) Нехай Q ⊆ 2Bs(M) — деяка система пiдмножин множини Bs(M). Будемо говори-
ти, що множина B ∈ Q транзитивно монотонно послiдовна множинi A ∈ Q вiдно-

сно Q (використовуючи позначення B
Q

�(+)
M

A), якщо iснує така послiдовнiсть множин

C0, C1, · · · , Cn ∈ Q (n ∈ N), що C0 = A, Cn = B i для довiльного k ∈ 1, n Ck←(+)
M

Ck−1.

У випадку, коли наперед вiдомо, про яку орiєнтовану множину M йде мова в по-

значеннях←(+)
M

i
Q

�(+)
M

символM будемо опускати, вживаючи, замiсть них позначення

←(+) i
Q

�(+) вiдповiдно. Також будемо вживати позначення B ̸↚(+)A у випадку, якщо
умова B←(+)A не має мiсця.

Означення 4. Нехай M — орiєнтована множина, а ψ : T → 2Bs(M) — час на M
(заданий на лiнiйно упорядкованiй множинi T = (T,≤)).

Вiдображення h : T → 2Bs(M) будемо називати хронометричним процесом (для
часу ψ), якщо:

1) h(t) ⊆ ψ(t) для довiльного t ∈ T.

2) Для довiльних t, τ ∈ T умова t < τ має мiсце тодi i тiльки тодi, коли h(τ)
h(T)

�(+)h(t)
i h(t) ̸= h(τ), де h(T) = {h(t) | t ∈ T};

Час ψ на орiєнтованiй множинi M будемо називати внутрiшнiм, якщо для цього
часу iснує хоч один хронометричний процес.

Iнтуїтивний змiст термiну “внутрiшнiй час” полягає в тому, що якщо час на орiєнто-
ванiй множинi є внутрiшнiм, його можна “помiряти” в межах цiєї орiєнтованої множини,
використовуючи хронометричний процес в якостi “годинника”, а стани хронометричного
процесу в якостi iндикаторiв моментiв часу.

В подальшому буде корисним наступне твердження.

Твердження 1. Нехай M — орiєнтована множина, а ψ : T → 2Bs(M) — час на M
(заданий на лiнiйно упорядкованiй множинi T = (T,≤)). Якщо вiдображення h : T →
2Bs(M) має такi властивостi:

1) h(t) ⊆ ψ(t) для довiльного t ∈ T;
2) h (t) ̸= h (τ) при t ̸= τ ;

3) якщо t, τ ∈ T i t ̸= τ то має мiсце хоч одна з умов h(τ)
h(T)

�(+)h(t) або h(t)
h(T)

�(+)h(τ);
4) якщо t, τ ∈ T, h (t) ̸= h (τ) i h(τ)←(+)h(t) то t < τ ,

то h є хронометричним процесом для часу ψ.

Доведення. Враховуючи умову 1) даного твердження досить довести, що:
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(*) Для довiльних t, τ ∈ T умова t < τ має мiсце тодi i тiльки тодi, коли h(τ)
h(T)

�(+)h(t)
i h(t) ̸= h(τ).

а) Нехай, h(τ)
h(T)

�(+)h(t) i h(t) ̸= h(τ). Тодi iснує число n ∈ N i iснують моменти часу
τ0, . . . , τn ∈ T такi, що τ0 = t, τn = τ i ∀k ∈ 1, n (h (τk)←(+)h (τk−1)). Звiдси, враховуючи
умови 2) i 4) даного твердження випливає, що для довiльного k ∈ 1, n має мiсце нерiв-
нiсть τk−1 ≤ τk. Справдi, нехай k ∈ 1, n. Якщо h (τk) ̸= h (τk−1), то з умови 4) даного
твердження випливає, що τk−1 < τk. Якщо ж h (τk) = h (τk−1), то з умови 2) даного твер-
дження отримуємо, τk−1 = τk. Оскiльки h (τ0) = h (t) ̸= h (τ) = h (τn), то iснує номер
k0 ∈ 1, n такий, що h (τk0) ̸= h (τk0−1). Для такого номера k0 на основi умови 4) даного
твердження отримаємо нерiвнiсть τk0−1 < τk0 . Таким чином маємо, τ0 ≤ τ1 ≤ · · · ≤ τn,
причому для деякого k0 ∈ 1, n має мiсце строга нерiвнiсть τk0−1 < τk0 . Тому τ0 < τn. I
враховуючи, що τ0 = t i τn = τ отримуємо нерiвнiсть t < τ . Таким чином справедливе
наступне твердження:

(*1) Якщо h(τ)
h(T)

�(+)h(t) i h(t) ̸= h(τ) то t < τ .

б) Нехай t < τ . Тодi, згiдно з умовою 2) даного твердження, h (t) ̸= h (τ). Припустимо,

що умова h(τ)
h(T)

�(+)h(t) не виконується. Тодi, згiдно з умовою 3) даного твердження,

маємо, h(t)
h(T)

�(+)h(τ). Звiдси, використовуючи твердження (*1), доведене в пунктi а),
отримуємо нерiвнiсть τ < t, яка суперечить нерiвностi t < τ . Отже, зроблене припуще-

ння — помилкове. Тому виконуються умови h(τ)
h(T)

�(+)h(t) i h (t) ̸= h (τ).
З доведених вище пунктiв а) i б) випливає справедливiсть твердження (*), сформу-

льованого на початку доведення, яке й необхiдно було довести.

2 Тривiально-статичний внутрiшнiй час на статичнiй орiєнтованiй
множинi

Означення 5. Орiєнтовану множину M будемо називати статичною, якщо для до-
вiльних x, y ∈ Bs(M) умова y←x має мiсце тодi i тiльки тодi, коли x = y. Орiєнтовану
множинуM будемо називати нестатичною, якщо вона не є статичною.

Питання про iснування внутрiшнього часу на статичнiй орiєнтованiй множинi
розв’язується досить легко. Справдi, нехай M — статична орiєнтована множина. Роз-
глянемо довiльну одноелементну лiнiйно упорядковану множину (наприклад T = {1}
зi стандартним порядком на множинi натуральних чисел, який в даному випадку зада-
ється єдиним спiввiдношенням 1 ≤ 1). Покладемо

ψst (t) := Bs(M) (t ∈ T). (1)

Тодi вiдображення ψst : T → 2Bs(M) буде внутрiшнiм часом на M з хронометричним
процесом

hst(t) = Bs(M) = ψst(t) (t ∈ T). (2)
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Справдi:
а) Перша умова означення 2 для вiдображення ψst (t) виконується тривiальним чи-

ном, а виконання другої умови цього означення випливає iз включення:{
(x1, x2) ∈ Bs(M)×2| (x2←x1)& (x1 ̸= x2)

}
= ∅ ⊆

⊆
{
(x1, x2) ∈ Bs(M)×2| ∃t1, t2 ∈ T ((x1 ∈ ψst (t1))& (x2 ∈ ψst (t2))& (t1 < t2))

}
,

де X×2 = X × X означає декартовий квадрат (довiльної) множини X . Отже, вiдобра-
ження ψst є часом на (статичнiй) орiєнтованiй множинiM.

б) Умова 1) означення 4 для вiдображення hst випливає з рiвностi (2), а умова 2)
цього означення для hst на теоретико-множиннiй мовi переписується у виглядi:

{
(t, τ) ∈ T×2 | t < τ

}
=

{
(t, τ) ∈ T×2 |

(
hst(τ)

hst(T)

�(+)hst(t)

)
&(hst(t) ̸= hst(τ))

}
. (3)

Рiвнiсть (3), очевидно, має мiсце, оскiльки обидвi множини в лiвiй i правiй частинi
цiєї рiвностi є порожнiми. Час ψst, побудований в формулi (1) (на одноелементнiй лi-
нiйно упорядкованiй множинi) будемо називати тривiально-статичним часом на
орiєнтованiй множинiM. Таким чином маємо наступний висновок:

Твердження 2. На будь-якiй статичнiй орiєнтованiй множинi M завжди iснує
тривiально-статичний внутрiшнiй час.

Також нескладно переконатися, що в статичнiй орiєнтованiй множинi може iсну-
вати лише тривiально-статичнiй внутрiшнiй час. Справдi, нехай ψ : T → 2Bs(M) —
внутрiшнiй час на статичнiй орiєнтованiй множинiM, заданий на лiнiйно упорядкова-
нiй множинi T = (T,≤). Тодi для часу ψ iснує хронометричний процес h : T→ 2Bs(M).
Припустимо, що card (T) ̸= 1. Тодi card (T) > 1, а отже iснують елементи t1, t2 ∈ T

такi, що t1 < t2. Оскiльки h — хронометричний процес, то, за означенням 4, з нерiв-

ностi t1 < t2 випливає спiввiдношення h (t2)
h(T)

�(+)h (t1), тобто (за означенням 3, пункт
2)) iснує число n ∈ N i iснують моменти часу τ0, . . . , τn ∈ T такi, що τ0 = t1, τn = t2
i ∀k ∈ 1, n (h (τk)←(+)h (τk−1)). Зокрема маємо h (τ1)←(+)h (τ0). Тому, за означенням
3, пункт 1), iснують такi елементи x ∈ h (τ0) i y ∈ h (τ1), що y +←x, тобто такi, що y←x

i x ̸↚ y (див. позначення 1). Звiдси, в силу рефлексивностi вiдношення ← на Bs(M),
випливає, що x ̸= y. Отже, в орiєнтованiй множинi M iснують елементи x, y ∈ Bs(M)

такi, що y←x i x ̸= y, що суперечить умовi, що орiєнтована множина M є статичною
(див. означення 5). Тому припущення про те, що card (T) ̸= 1 є помилковим. Отже,
card (T) = 1. Тобто, множину T можна подати у виглядi T = {t0}. Звiдси, в силу
умови 1 означення 2, маємо ψ (t0) = Bs(M). Тому ψ(t) = Bs(M) (∀t ∈ T = {t0}) тобто,
згiдно з формулою (1), ψ(t) = ψst (t) (∀t ∈ T). Отже, внутрiшнiй час ψ є тривiально-
статичним. Таким чином ми довели наступне твердження:

Твердження 3. Будь-який внутрiшнiй час ψ на довiльнiй статичнiй орiєнтованiй мно-
жинiM є тривiально-статичним.
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3 Iснування внутрiшнього часу на нестатичнiй орiєнтованiй
множинi.

Таким чином, нетривiальним залишається питання про iснування внутрiшнього часу
в нестатичних орiєнтованих множинах. Теорема нижче дає розв’язок цього питання, а
також питання про iснування невпинного внутрiшнього часу. Для формулювання цiєї
теореми сформулюємо спочатку означення невпинного часу.

Означення 6. Час ψ : T → 2Bs(M) на орiєнтованiй множинi M (де (T,≤) — лiнiйно
упорядкована множина) будемо називати невпинним, якщо не iснує моментiв часу
t1, t2 ∈ T таких, що t1 < t2 i для довiльного t ∈ T такого, що t1 ≤ t ≤ t2 має мiсце
рiвнiсть ψ(t) = ψ (t1).

Теорема 1. Для довiльної нестатичної орiєнтованої множиниM наступнi твердження
рiвносильнi:

It1 НаM iснує внутрiшнiй час.

It2 НаM iснує невпинний внутрiшнiй час.

It3 Iснує хоч одна пара елементiв x, y ∈ Bs(M) така, що y +←x.

Доведення. Доведення будемо проводити за схемою It2⇒It1⇒It3⇒It2.
It2⇒It1. Iмплiкацiя It2⇒It1 — очевидна.
It1⇒It3. Нехай на нестатичнiй орiєнтованiй множинi M iснує внутрiшнiй час ψ,

заданий на лiнiйно упорядкованiй множинi T = (T,≤). Оскiльки орiєнтована множина
M — нестатична, то (за означенням 5) iснують елементи x1, x2 ∈ Bs(M) такi, що
x2←x1 i x1 ̸= x2. Оскiльки вiдображення ψ : T → 2Bs(M) є часом, то (за означенням
часу) iснують моменти часу t1, t2 ∈ T такi, що x1 ∈ ψ (t1), x2 ∈ ψ (t2) i t1 < t2. Отже,
лiнiйно упорядкована множина T = (T,≤) мiстить елементи t1, t2 ∈ T такi, що t1 < t2.
Нехай, h — хронометричний процес для внутрiшнього часу ψ. Тодi (за означенням 4)

з нерiвностi t1 < t2 випливає спiввiдношення h (t2)
h(T)

�(+)h (t1). Останнє спiввiдношення
(за означенням 3, пункт 2)) означає, що iснує число n ∈ N i iснують моменти часу
τ0, . . . , τn ∈ T такi, що τ0 = t1, τn = t2 i ∀k ∈ 1, n (h (τk)←(+)h (τk−1)). Зокрема маємо
h (τ1)←(+)h (τ0). Тому, за означенням 3, пункт 1), iснують такi елементи x ∈ h (τ0)

i y ∈ h (τ1), що y
+←x. Враховуючи, що, за означенням 4 та означенням часу h (τi) ⊆

ψ (τi) ⊆ Bs(M) (i ∈ {0, 1}), маємо, x, y ∈ Bs(M). Отже, iснують x, y ∈ Bs(M) такi, що
y

+←x.

It3⇒It2. Нехай в орiєнтованiй множинiM iснують елементи x, y ∈ Bs(M) такi, що
y

+←x. Тодi, оскiльки (за означенням орiєнтованої множини) вiдношення← рефлексивне
на Bs(M), маємо x ̸= y. Розглянемо лiнiйно упорядковану множину T := {1, 2, 3} зi
стандартним вiдношенням порядку ≤ на множинi натуральних чисел (1 ≤ 1, 2 ≤ 2,
3 ≤ 3, 1 < 2, 2 < 3, 1 < 3). Покладемо T := (T,≤). Розглянемо вiдображення ψ : T →
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2Bs(M), що задається формулою:

ψ(t) :=


Bs(M) \ {y} , t = 1

Bs(M), t = 2

Bs(M) \ {x} , t = 3.

(4)

Доведемо, що так визначене вiдображення ψ є часом на орiєнтованiй множинiM.
а) Нехай, x̃ ∈ Bs(M). Тодi x̃ ∈ ψ (2) (тобто ∀x̃ ∈ Bs(M) ∃t̃ ∈ T

(
x̃ ∈ ψ

(
t̃
))

.
б) Нехай, x̃, ỹ ∈ Bs(M), ỹ← x̃ i x̃ ̸= ỹ. Тодi при x̃ ̸= y маємо x̃ ∈ Bs(M)\{y} = ψ (1),

ỹ ∈ Bs(M) = ψ (2), де 1 < 2. Якщо ж x̃ = y то маємо ỹ ̸= x, бо коли припустити,
що ỹ = x, то iз спiввiдношення ỹ← x̃ отримаємо спiввiдношення x← y, яке супере-
чить спiввiдношенню y

+←x, заданому за умовою. Тому в цьому випадку отримаємо
x̃ ∈ Bs(M) = ψ (2), ỹ ∈ Bs(M) \ {x} = ψ (3), де 2 < 3. Отже у всiх випадках для
довiльних x̃, ỹ ∈ Bs(M) таких, що ỹ← x̃ i x̃ ̸= ỹ iснують моменти часу t̃1, t̃2 ∈ T такi,
що x̃ ∈ ψ

(
t̃1
)
, ỹ ∈ ψ

(
t̃2
)

i t̃1 < t̃2.
З пунктiв а) i б), за означенням часу, випливає, що вiдображення ψ є часом на

орiєнтованiй множинiM. Доведемо, що час ψ є внутрiшнiм. Покладемо:

h (t) := ψ (t) ∩ {x, y} =


{x} , t = 1

{x, y} , t = 2

{y} , t = 3.

(5)

Тодi h (T) = {h (1) ,h (2) ,h (3)} = {{x} , {x, y} , {y}}. Для вiдображення h, заданого
формулою (5) на множинi T = {1, 2, 3}, маємо:

h(2)←(+)h(1), h(1) ̸↚(+)h(2);

h(3)←(+)h(2), h(2) ̸↚(+)h(3);

h(3)←(+)h(1), h(1) ̸↚(+)h(3).

 (6)

З рiвностi (5) випливає, що вiдображення h задовольняє умови 1), 2) твердження 1.
А з умов (6) випливає, що це вiдображення також задовольняє i умови 3) та 4) твер-
дження 1. Отже, згiдно з твердженням 1, h є хронометричним процесом для часу ψ.
Тому час ψ є внутрiшнiм. Оскiльки x ̸= y то, згiдно з формулою (4), для довiльних
τ1, τ2 ∈ T маємо ψ (τ1) ̸= ψ (τ2) при τ1 ̸= τ2. Отже, неможливою є ситуацiя, коли t1 < t2
i для довiльного t ∈ T такого, що t1 ≤ t ≤ t2 має мiсце рiвнiсть ψ(t) = ψ (t1). Тому, за
означенням 6, час ψ є невпинним. Отже, час ψ — невпинний i внутрiшнiй.

Зауваження 1. 1. Якщо орiєнтована множина задовольняє умову It3 теореми 1, то
внутрiшнiй час на нiй визначається, взагалi кажучи, неоднозначно. Зокрема, якщо крiм
елементiв x, y ∈ Bs(M) таких що y

+←x iснують елементи x1, y1 ∈ Bs(M) такi, що

y1
+←x1 i {x, y} ∩ {x1, y1} = ∅, то конструкцiя побудови внутрiшнього часу в доведеннi

теореми 1, при застосуваннi до елементiв x, y та x1, y1, дасть два рiзних внутрiшнi часи.
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2. Побудувати просто внутрiшнiй час на орiєнтованiй множинi, що задовольняє умо-
ву It3 теореми 1 нескладно. Для цього досить взяти лiнiйно упорядковану множи-
ну T = {1, 2} i покласти ψ (t) := Bs(M) (t ∈ T). Легко бачити, що так визначе-
не вiдображення ψ є часом (див. також [8, формула (1)]). Використовуючи твердже-
ння 1 нескладно довести, що хронометричним процесом для часу ψ є вiдображення

h (t) =

{
{x} , t = 1

{y} , t = 2
. Пiдкреслимо, що в iмплiкацiї It3⇒It2 доводиться iснування саме

невпинного внутрiшнього часу наM.
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The notion of oriented set is the most elementary technical notion of the theory of changeable
sets, which is needed for the general definition of changeable set notion. The main motivation
for building the theory of changeable sets was the sixth Hilbert problem, that is, the problem
of mathematically rigorous formulation of the fundamentals of theoretical physics.

From the formal point of view oriented set is the simplest relation system with one reflexive
binary relation. Oriented sets may be interpreted as simplest abstract models of sets of changing
objects, evolving in the framework of the single (specified) reference frame. From the other hand
in the framework of oriented sets we can give the mathematically strict and abstract definition
of the notion of time as some mapping from some linearly ordered set to the power set of
the set of elementary states of oriented set. Internal time may be considered as most natural
time for an oriented set. From intuitive point of view internal time is the time, which can be
“observed from the inside” of the oriented set. In the present paper we solve the problem of the
existence of internal time on an oriented set without any synchronization. We prove necessary
and sufficient condition for the existence of such time.


