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БIФУРКАЦIЯ ТОРIВ У ПАРАБОЛIЧНИХ СИСТЕМАХ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ IЗ МАЛОЮ ДИФУЗIЄЮ

Доведено iснування iнварiантних торiв автономної параболiчної системи диференцi-
альних рiвнянь з малою дифузiєю на колi. Вивчено питання iснування та стiйкостi бiжу-
чих хвиль такої системи. Iснування торiв у цiй параболiчнiй системi зводиться до подiбної
задачi для звичайних диференцiальних рiвнянь.
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Вступ

Ми використовуємо метод iнтегральних многовидiв Боголюбова i Митропольсько-
го [3]. Книга [4] повнiстю присвячена вивченню параболiчних систем. У книгах [5] i [6]
розглянута якiсна теорiя звичайних диференцiальних рiвнянь i параболiчних систем.
Тут розглянуто умови iснування iнтегральних многовидiв та бiфуркацiї перiодичних
розв’язкiв. У книзi [5] є також роздiл, присвячений рiвнянням iз запiзненням. Книга
[12] присвячена дослiдженню асимптотичної поведiнки розв’язкiв квазiлiнiйних пара-
болiчних рiвнянь iз запiзненням та їх застосуванню. Книга [2] присвячена фундамен-
тальним математичним аспектам теорiї бiфуркацiй для звичайних диференцiальних
рiвнянь. Iснування злiченного числа циклiв для гiперболiчних систем диференцiаль-
них рiвнянь з перетвореним аргументом розглядалося в [8]. Iснування та стiйкiсть як
завгодно великого скiнченного числа циклiв рiвняння спiнового горiння розглянуто в
[1, 9]. У цiй статтi дослiджено iснування та стiйкiсть як завгодно великого скiнченного
числа торiв параболiчної системи iз малою дифузiєю. Iснування торiв у цiй параболi-
чнiй системi зводиться до подiбної задачi для звичайних диференцiальних рiвнянь. Ми
шукаємо розв’язок параболiчної системи з перiодичною умовою у виглядi ряду Фур’є в
комплекснiй формi i вводимо норму у просторi коефiцiєнтiв розкладу Фур’є [7]. Подiбнi
задачi для диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними вивчалися, наприклад, у
працях [1, 9, 10, 11, 12].
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1. Основнi результати

Розглянемо нелiнiйну параболiчну систему

∂u

∂t
= εD

∂2u

∂x2
+ A0u+ εA1u+ F (u, u) (1)

з перiодичною умовою
u(t, x+ 2π) = u(t, x). (2)

Тут ε – малий додатний параметр, u ∈ Rn, D = diag(d1, d2, ..., dn), dk > 0 при 1 ≤ k ≤ n,
A0 = diag(iω1, iω2, ..., iωn), ωk > 0 при 1 ≤ k ≤ n, функцiя F (u, u) : R2n → R2n п’ять раз
неперервно диференцiйовна вiдносно u та u, F (0, 0) = 0, причому F має в нулi порядок
малостi вище першого.

Нехай виконується умова A:

p1ω1 + · · ·+ pnωn ̸= m при 0 < |p1|+ · · ·+ |pn| < 6,

де m, p1, . . . , pn – цiлi.
Перетворимо систему (1) за допомогою пiдстановки

u = v +
4∑

i=2

Wi(t, v, v), (3)

де W2, W3, W4 – форми вiдповiдно другого, третього i четвертого порядку. Перетворення
(3) можна пiдiбрати так, що рiвняння для v та v набудуть вигляду [2]

∂v

∂t
= εD

∂2v

∂x2
+ A0v + εA1v +G(v, v)v + V (v, v), (4)

∂v

∂t
= εD

∂2v

∂x2
+ A0v + εA1v +G(v, v)v + V (v, v),

де G(v, v) – дiагональна матриця з елементами gk(v, v) =
n∑

j=1

akjvjvj, 1 ≤ k ≤ n, на

дiагоналi, V (v, v) = O(|v|5) при |v| → 0.
При ε = 0 одержуємо систему звичайних диференцiальних рiвнянь. Нехай нульовий

розв’язок системи (4) при ε = 0 i V (v, v) ≡ 0 асимптотично стiйкий.
Дослiдимо iснування i стiйкiсть хвильових розв’язкiв задачi (1), (2). Розв’язок систе-

ми (4) будемо шукати у виглядi бiжучої хвилi v = θ(y), θ = (θ1, ..., θn)
T , y = (y1, ..., yn)

T ,

yk = σkt+ x, 1 ≤ k ≤ n, де функцiя θ(y) має перiод 2π. Позначимо
dθ

dy
=

(
dθ1
dy1

, ...,
dθn
dyn

)
.

Тодi одержимо систему

σ
dθ

dy
= A0θ + ε

[
D
d2θ

dy2
+ A1θ

]
+G(θ, θ)θ + V (θ, θ),

де σ = diag(σ1, σ2, ..., σn). Цю систему замiною
dθ

dy
= ϑ зведемо до вигляду

dθ

dy
= ϑ, σϑ = A0θ + ε

[
D
dϑ

dy
+ A1θ

]
+G(θ, θ)θ + V (θ, θ). (5)
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Iнтегральний многовид системи (5) можна зобразити у виглядi

ϑ = A0θσ
−1 + ε

[
DA2

0θσ
−3 + A1θσ

−1
]
+G(θ, θ)θσ−1 + V (θ, θ)σ−1.

Система на цьому многовидi набере вигляду
dθ

dy
= A0θσ

−1 + ε
[
DA2

0θσ
−3 + A1θσ

−1
]
+G(θ, θ)θσ−1 + V (θ, θ)σ−1.

Цю систему лiнiйною замiною можна звести до дiагонального вигляду в лiнiйнiй
частинi

dz

dy
= A0zσ

−1 + ε
[
DA2

0zσ
−3 + A2zσ

−1
]
+G(z, z)zσ−1 + V (z, z)σ−1 +O(ε2),

де A2 = diag(µ1, µ2, ...µn), µk – дiагональнi елементи матрицi A1.
Перейдемо до полярних координат, поклавши zk = rk exp(iφk), zk = rk exp(−iφk).

Тодi одержимо систему рiвнянь

drk
dyk

= ε

[
ξk
σk

− dkω
2
k

σ3
k

]
rk +

1

σk

rk

n∑
j=1

bkj(ε)r
2
j +

1

σk

Rk(r, φ),

dφk

dyk
=

ωk

σk

+ ε
ηk
σk

+
1

σk

n∑
j=1

ckj(ε)r
2
j +

1

σk

r−1
k Φk(r, φ),

де ξk = Re µk, ηk = Im µk, bkj = Re akj, ckj = Im akj, Rk(r, φ) = O(|r|5), Φk(r, φ) =

O(|r|5).
Нехай ξkσ

2
k > dkω

2
k, при 1 ≤ k ≤ n i система рiвнянь

ε

[
ξk −

dkω
2
k

σ2
k

]
+

n∑
j=1

bkj(ε)r
2
j = 0, 1 ≤ k ≤ n,

має розв’язок. Функцiї zk будуть мати перiод 2π, якщо
ωk

σk

= m + O(ε), m ∈ Z, тобто

σk =
ωk

m
+O(ε), 1 ≤ k ≤ n. Нехай виконуються нерiвностi

ξk > dkm
2, m ∈ Z, 1 ≤ k ≤ n, (6)

i система рiвнянь

ε
[
ξk − dkm

2
]
+

n∑
j=1

bkj(ε)r
2
j = 0, 1 ≤ k ≤ n, (7)

має розв’язок.
Теорема 1. Нехай ωk > 0 при 1 ≤ k ≤ n, для деякого цiлого m виконуються нерiв-

ностi (6), система рiвнянь (7) має розв’язок i виконується умова A. Тодi знайдеться
таке ε0 > 0, що при 0 < ε < ε0 задача (1), (2) має iнварiантний тор.

Розв’язки на торi будуть квазiперiодичними, якщо |(p, ω) + q| > γ|p|−n−1, ω =

(ω1, ω2, ..., ωn) при деякому γ > 0 цiлому q i векторi p = (p1, p2, ...pn) з цiлими еле-
ментами.

Для дослiдження стiйкостi iнварiантного тора потрiбно лiнеаризувати систему в око-
лi тора, здiйснити перетворення лiнеаризованої системи i дослiдити одержану систему.
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The aim of the present article is to investigate of some properties of quasiperiodic soluti-
ons of nonlinear autonomous parabolic systems with the periodic condition. The research
is devoted to the investigation of parabolic systems of differential equations with the help
of integral manifolds method in the theory of nonlinear oscillations. We prove the existence
of quasiperiodic solutions in autonomous parabolic system of differential equations with
weak diffusion on the circle. We study existence and stability of an arbitrarily large finite
number of tori for a parabolic system with weak diffusion. The quasiperiodic solution of
parabolic system is sought in the form of traveling wave. A representation of the integral
manifold is obtained. We seek a solution of parabolic system with the periodic condition
in the form of a Fourier series in the complex form and introduce the norm in the space of
the coefficients in the Fourier expansion. We use the normal forms method in the general
parabolic system of differential equations with weak diffusion. We use bifurcation theory
for ordinary differential equations and quasilinear parabolic equations. The existence of
quasiperiodic solutions in an autonomous parabolic system of differential equations on the
circle with small diffusion is proved. The problems of existence and stability of traveling
waves in the parabolic system with weak diffusion are investigated.


