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Лiтовченко В.A.

ПСЕВДОДИФЕРЕНЦIАЛЬНИЙ ОПЕРАТОР ПОСТА В ПРОСТОРАХ

ТИПУ S

Упродовж останнiх кiлькох десятилiть бурхливо розвивається теорiя дробового дифе-
ренцiювання та псевдодиференцiальних операторiв, якi природним способом узагальню-
ють та розширюють поняття класичної похiдної та диференцiальних операцiй. Причиною
такого розвитку є насамперед факт тiсного зв’язку псевдодиференцiальних операторiв i
дробового диференцiювання з важливими задачами аналiзу й сучасної математичної фi-
зики. З’ясувалось, що такi оператори вiдiграють важливу роль у теорiї аналiтичних кра-
йових задач (при дослiдженнi iндексу задачi, при зведеннi на межу областi i т.д.), в мiкро-
локальному аналiзi, в теорiї випадкових процесiв, за допомогою операторiв фрактального
диференцiювання описуються тепло-дифузiйнi процеси в пористих середовищах тощо.

Iснують рiзнi пiдходи до узагальнення класичної похiдної, реалiзацiя яких породила
рiзномаїття операцiй дробового диференцiювання та псевдодиференцiювання. У зв’язку з
цим виникає природна необхiднiсть у порiвняльнiй характеристицi цих узагальнень, яку
зручно проводити крiзь призму класичної форми дробового диференцiювання на елемен-
тах з "достатньо хорошими" властивостями. Крiм цього, зображення тої чи iншої операцiї
псевдодиференцiювання в такiй класичнiй формi дає змогу задiювати досить зручний
апарат перетворення Фур’є для аналiзу задач з цими операцiями.

У данiй роботi дослiджується питання про можливiсть зображення в просторах типу
S Гельфанда I.М. i Шилова Г.Є. псевдодиференцiального оператора Е.Поста a(Dx) в кла-
сичнiй формi дробового диференцiювання за умови, що його символ a(·) є згортувачем у
вихiдному просторi.

Ключовi слова i фрази: класична форма дробового диференцiювання, псевдодиферен-
цiальний оператор Поста, простори типу S, критерiй мультиплiкатора.
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Вступ

Думка про поширення операцiї диференцiювання dp

dxp на нецiлi значення p вини-
кла фактично на початку зародження диференцiального числення. Перша, зафiксова-
на iсторiєю спроба обговорення такої iдеї мiститься серед кореспонденцiї Г.Лейбнiца [1].
В одному з листiв Г.Лейбнiцу з приводу його теореми про диференцiювання добутку
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функцiй, Я.Бернуллi цiкавився про значення цiєї теореми у випадку нецiлого порядку
диференцiювання. Листуючись з Г.Лопiталем (1695 р.), а також з Уоллiсом (1697 р.),
Г.Лейбнiц зробив кiлька зауважень про можливiсть розгляду диференцiалiв i похiдних
порядку 1/2.

У 1738 р. Л.Ейлер робить припущення про те, що результату обчислення похiдної
dpxα

dxp можна надати змiст при нецiлому p [2]. Майже через столiття (1812 р.) П.Лаплас
висловив iдею про можливiсть диференцiювання нецiлого порядку функцiй, якi допу-
скають зображення iнтегралом

∫
p(ξ)ξ−xdξ. У трактатi С.Лякруа (1820 р.) повторено

думку Л.Ейлера та наведено явну формулу обчислення похiдної d1/2xα

dx1/2 [1].
Вiдчутний прорив у цьому напрямку зробив Ж.Фур’є в 1822 р., який запропонував

використати рiвнiсть

dpf(x)

dxp
=

∫
R

ξp
∫
R

f(η) cos
(
η(x− ξ) + pπ/2

)
dηdξ (1)

для означення похiдної нецiлого порядку. Це було перше означення похiдної довiльного
додатного порядку вiд "довiльної"функцiї [1].

Згодом з’явилися працi Н.Абеля [1, 3], пов’язанi з розв’язанням проблеми про тауто-
хрону, в яких прослiдковується iдея введення поняття дробового iнтегрування як обер-
неної операцiї до диференцiювання. А вiдтак, була серiя праць Ж.Лiувiлля [4, 5, 6, 7, 8],
яка зробила його по праву творцем уже достатньо повноцiнної на сьогоднi теорiї дро-
бового iнтегро-диференцiювання.

Аналiзуючи праву частину рiвностi (1) та зважаючи на наявнiсть у нiй невласних iн-
тегралiв, приходимо до висновку, що операцiю дробового диференцiювання в розумiннi
Фур’є можна визначити лише для тих функцiй f , якi забезпечують коректнiсть правої
частини цiєї рiвностi. Такими функцiями можуть бути, наприклад, елементи простору
S Л.Шварца [12].

Оскiльки F [S] = S, де F - оператор перетворення Фур’є, i в S визначена операцiя
множення на многочлен довiльного степеня, то для похiдних функцiї f ∈ S справджу-
ється наступна формула:

dpf(x)

dxp
= F−1

[
(iξ)pF [f ](ξ)

]
(x), p ∈ Z+, x ∈ R. (2)

Якщо тепер у (2) замiсть p ∈ Z+ покласти α ≥ 0, а вираз (iξ)α розумiти як
|ξ|αe(απi/2)signξ, то одержимо оператор Aα дробового диференцiювання порядку α у про-
сторi S:

(Aαf)(·) = F−1
[
(iξ)αF [f ](ξ)

]
(·), f ∈ S, (3)

при цьому (iξ)α називають символом оператора Aα, а саму рiвнiсть (3) - класичною
формою дробового диференцiювання.

У 1867 р. А.Грюнвальд [9], а в 1868 р. - А.В.Летнiков [10] розвивають iдею Ж.Лiувiлля
означення дробового iнтегро-диференцiювання, яка полягає в розширеннi формули Б.Рiмана

f (n)(x) = lim
h→0

(∆n
hf)(x)

hn
, n ∈ N, x ∈ R,
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на випадок нецiлих n (тут ∆n
hf = (E − τh)

nf - скiнченна рiзниця порядку n функцiї
f з кроком h). Замiнивши в цiй рiвностi натуральне n на довiльне α > 0, одержимо
дробову похiдну Грюнвальда-Летнiкова:

f
α)
± (x) = lim

h→0

(∆α
±hf)(x)

hα
, α > 0.

Тут

(∆α
hf)(x) = ((E − τh)

αf)(x) ≡
∞∑
k=0

(−1)kCk
αf(x− kh),

де Ck
α = (−1)k−1αΓ(k−α)

Γ(1−α)Γ(k+1)
- узагальнений бiномiальний коефiцiєнт, а Γ(·) - гамма-функцiя

Ейлера.
Для елементiв f ∈ L1(R) виконується рiвнiсть [1]

F [∆α
hf ](ξ) = (1− eiξh)αF [f ](ξ), ξ ∈ R.

Звiдси, врахувавши
lim
h→0

(1− e±iξh)/h = ∓iξ,

для всiх f ∈ S одержуємо формулу

f
α)
± (x) = F−1

[
(∓iξ)αF [f ](ξ)

]
(x), x ∈ R,

тобто в просторi S дiстаємо зображення фрактальної похiдної Грюнвальда-Летнiкова в
класичнiй формi дробового диференцiювання.

У 1930 р. Е.Пост узагальнює похiдну Грюнвальда-Летнiкова [11]. Вiн зауважив, що
(E − τh)

α - узагальнена рiзниця, породжена степеневою функцiєю (·)α, i запропонував
у конструкцiї Грюнвальда-Летнiкова розглядати узагальнену рiзницю a(E − τh), яка
вiдповiдає аналiтичнiй функцiї a(·):

a(ξ) =
∞∑
k=0

ak(ξ − 1)k, ak := a(k)(1)/k!. (4)

Псевдодиференцiальний оператор a(Dx) Поста означується рiвнiстю

a(Dx)f = lim
h→0

a
(
(E − τh)/h

)
f, Dx := d/dx, (5)

де

a
(
(E − τh)/h

)
f =

∞∑
k=0

ak
(
(E − τh)/h− E

)k
f. (6)

Дана робота присвячена дослiдженню можливостi зображання в просторах типу S

псевдодиференцiального оператора a(Dx) в класичнiй формi дробового диференцiюва-
ння.
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1 Попереднi вiдомостi

Нехай C∞(R) – клас нескiнченно диференцiйовних на R функцiй, а S – простiр
Л.Шварца швидко спадних на нескiнченностi елементiв C∞(R) [12]. Для α > 0 i β > 0

покладемо

Sβ
α = {φ ∈ S| ∃B > 0 ∃c > 0∃δ > 0 ∀k ∈ Z+ ∀x ∈ R : |Dk

xφ(x)| ≤ cBkkβke−δ|x|1/α}.

З вiдповiдною топологiєю сукупнiсть Sβ
α – злiченно-нормований повний досконалий про-

стiр, який називається простором типу S Гельфанда i Шилова [12].
Простiр Sβ

α нетривiальний при α + β ≥ 1; його елементи продовжуються у компле-
ксний простiр C до цiлих функцiй при β < 1. У цьому просторi визначенi й неперервнi
операцiї додавання, множення, згортки та зсуву τh, а також, оператор F перетворення
Фур’є, причому виконується топологiчна рiвнiсть F [Sβ

α] = Sα
β .

Означення 1. Функцiя a ∈ C∞(R) називається мультиплiкатором у просторi Sβ
α, якщо:

1) af ∈ Sβ
α (∀f ∈ Sβ

α);
2) операцiя множення на a неперервна в просторi Sβ

α.

Правильне таке твердження.

Теорема 1. [13] Елемент a ∈ C∞(R) – мультиплiкатор у просторi Sβ
α тодi й лише тодi,

коли
∀δ > 0 ∃c > 0 ∃B > 0 ∀k ∈ Z+ ∀ξ ∈ R : |Dk

ξa(ξ)| ≤ cBkkβkeδ|ξ|
1/α

.

З огляду на це твердження, стає очевидним наступний наслiдок.

Наслiдок 1. Кожен мультиплiкатор a у просторi Sβ
α при β < 1 допускає розвинення

на R у ряд Тейлора (4).

У наступному пунктi дослiдимо умови зображення пседодиференцiального операто-
ра a(Dx) Поста у класичнiй формi дробового диференцiювання.

2 Оператор Поста в просторах Sβ
α

Надалi розглядатимемо простiр Sβ
α з α > 0, 0 < β < 1, i вважатимемо, що функцiя

a(·) – мультиплiкатор у Sβ
α. Завдання полягає в тому, щоб довести можливiсть зображе-

ння в просторi Sα
β пседодиференцiального оператора a(Dx), що визначається рiвнiстю

(5), у вiдповiднiй класичнiй формi дробового диференцiювання (3).
Для цього нам знадобляться наступнi допомiжнi твердження.

Лема 1. Функцiя φh(x) =
1−eihx

h
при h ̸= 0 на R має такi властивостi:

1) φh(·) ∈ C∞(R), причому

(φh(x))
(k)
x = −ikhk−1eihx (∀k ∈ N); (7)
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2) виконується гранична рiвнiсть

lim
h→0

φh(x) = −ix; (8)

3) правильнi спiввiдношення:

|φh(x)| ≤ 2/|h|; |φh(x)| = |x|. (9)

Доведення. Властивостi 1), 2) очевиднi. Нерiвнiсть з (9) також стає очевидною, якщо
зважити на те, що |eihx| = 1.

Обгрунтуємо виконання другого спiввiдношення з (9). Для цього, скористаємось
зображенням

φh(x) = −ixeiθhx, θ ∈ (0; 1),

яке справджується згiдно з теоремою Лагранжа про скiнченнi прирости. Звiдси вже
знаходимо:

|φh(x)| = | − ixeiθhx| = |x|.

Лема 2. Нехай f ∈ Sα
β , α > 0, β > 0, тодi для k ∈ Z+, h ̸= 0 i ξ ∈ R виконується

зображення (
(E − τh)/h− E

)k
f = F−1

[(
φh(ξ)− 1

)k
F [f ](ξ)

]
. (10)

Доведення. Дiйсно, оскiльки

((
(E − τh)/h− E

)k
f
)
(x) =

k∑
l=0

C l
k

(((
(E − τh)/h

)l
(−E)k−l

)
f
)
(x) =

=
k∑

l=0

C l
k

(−1)k−l

hl

((
(E − τh)

l
)
f
)
(x) =

k∑
l=0

C l
k

(−1)k−l

hl

l∑
m=0

Cm
l (−1)mf(x−mh), (11)

то для f ∈ Sα
β маємо:

F
[(
(E − τh)/h− E

)k
f
]
(ξ) =

k∑
l=0

C l
k

(−1)k−l

hl

l∑
m=0

Cm
l (−1)mF [f(x−mh)](ξ) =

=
k∑

l=0

C l
k

(−1)k−l

hl

l∑
m=0

Cm
l (−1)meimhξF [f ](ξ) =

(
φh(ξ)− 1

)k
F [f ](ξ). (12)

Ураховуючи властивостi функцiї φh(·) (див. лему 1) згiдно з теоремою 1 переконує-
мось у тому, що при кожному фiксованому k ∈ N i h ̸= 0 функцiя µk,h(·) =

(
φh(·)−1

)k –
мультиплiкатор у кожному просторi Sβ

α, тодi
(
µk,hF [f ]

)
(·) ∈ Sβ

α, тобто для
(
µk,hF [f ]

)
(·)

iснує обернене перетворення Фур’є. Зважаючи на це, безпосередньо з рiвностi (12) при-
ходимо до зображення (10).

Основний результат сформулюємо у виглядi наступного твердження.
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Теорема 2. Нехай 0 < α, 0 < β < 1 i a(·) – мультиплiкатор у вiдповiдному просторi
Sβ
α, тодi псевдодиференцiальний оператор Поста a(Dx) неперервно вiдображає простiр

Sα
β у себе, причому виконується рiвнiсть(

a(Dx)f
)
(x) = F−1

[
a(−iξ)F [f ](ξ)

]
(x) (∀f ∈ Sα

β ∀x ∈ R). (13)

Доведення. З огляду на властивостi оператора перетворення Фур’є F у просторах ти-
пу S, а також на те, що a(·) мультиплiкатор, доведення цiєї теореми потребує лише
обгрунтування правильностi формули (13).

Передусiм установимо рiвнiсть

F
[
a
(
(E − τh)/h

)
f
]
(ξ) = a

(
φh(ξ)

)
F [f ](ξ), h ̸= 0, ξ ∈ R, f ∈ Sα

β , (14)

тобто покажемо, що

F
[ ∞∑

k=0

ak
(
(E − τh)/h− E

)k
f
]
=

∞∑
k=0

akF
[(
(E − τh)/h− E

)k
f
]
.

Згiдно з лемою 2 попередня рiвнiсть набуває вигляду∫
R

eixξ
∞∑
k=0

ak

((
(E − τh)/h− E

)k
f
)
(x)dx =

∞∑
k=0

ak
(
φh(ξ)− 1

)k
F [f ](ξ). (15)

Доведення рiвностi (15) зводиться до обгрунтуваня можливостi внесення iнтегралу
пiд знак суми, що в лiвiй частинi цiєї рiвностi.

Дослiдимо на збiжнiсть функцiйний ряд
∞∑
k=0

ak

((
(E − τh)/h − E

)k
f
)
(x). Для цього

оцiнимо його загальний член. Скориставшись зображенням (10), нерiвнiстю (9) i твер-
дженням теореми 1, знаходимо:

|ak
((

(E − τh)/h− E
)k
f
)
(x)| = |ak||F−1

[(
φh(ξ)− 1

)k
F [f ](ξ)

]
| ≤

≤ |ak|
2π

∫
R

|F [f ](ξ)|
(
|φh(ξ)|+ 1

)k
dξ ≤ |ak|

2π

(
1 +

2

|h|

)k ∫
R

|F [f ](ξ)|dξ =

=
|a(k)(1)|
2πk!

(
1 +

2

|h|

)k ∫
R

|F [f ](ξ)|dξ ≤ cBkkβkeδ

2πk!

(
1 +

2

|h|

)k ∫
R

|F [f ](ξ)|dξ =

= c0
Ak

hk
βk

k!
≡ bk(h), h ̸= 0, x ∈ R, k ∈ Z+, f ∈ Sα

β .

Оскiльки β ∈ (0; 1), то числовий ряд
∞∑
k=0

bk(h) збiгається при кожному h ̸= 0. Тодi, згiдно

з теоремою Вейєрштрасса про мажорантний ряд, функцiйний ряд
∞∑
k=0

ak

((
(E − τh)/h−

E
)k
f
)
(x) збiгається рiвномiрно щодо x на R при h ̸= 0. Отже, правильною є рiвнiсть

A∫
−A

eixξ
∞∑
k=0

ak

((
(E− τh)/h−E

)k
f
)
(x)dx =

∞∑
k=0

ak

A∫
−A

eixξ
((

(E− τh)/h−E
)k
f
)
(x)dx, (16)
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для всiх A > 0, ξ ∈ R та h ̸= 0.
Доведемо тепер рiвномiрну збiжнiсть щодо A > 0 ряду з правої частини попередньої

рiвностi. Це забезпечить виконання при h ̸= 0 граничного спiввiдношення

lim
A→+∞

∞∑
k=0

A∫
−A

eixξak

((
(E − τh)/h− E

)k
f
)
(x)dx =

∞∑
k=0

akF
[(
(E − τh)/h− E

)k
f
]
,

а вiдтак, i виконання рiвностi (14).
Згiдно iз зображенням (11), для A > 0, ξ ∈ R i h ̸= 0 маємо:

∞∑
k=0

∣∣∣ak A∫
−A

eixξ
((

(E − τh)/h− E
)k
f
)
(x)dx

∣∣∣ ≤ ∞∑
k=0

|ak|
A∫

−A

∣∣∣(((E − τh)/h− E
)k
f
)
(x)

∣∣∣dx ≤

≤
∞∑
k=0

|ak|
∫
R

∣∣∣(((E − τh)/h− E
)k
f
)
(x)

∣∣∣dx ≤
∞∑
k=0

|ak|
k∑

l=0

C l
k

|h|l
l∑

m=0

Cm
l

∫
R

|f(x−mh)|dx =

=

∫
R

|f(z)|dz
∞∑
k=0

|ak|
k∑

l=0

C l
k

|h|l
l∑

m=0

Cm
l =

∫
R

|f(z)|dz
∞∑
k=0

|ak|
(
1 +

2

|h|

)k

.

Звiдси, враховуючи те, що a(·) – мультиплiкатор у просторi Sβ
α при β ∈ (0; 1), приходимо

до рiвномiрної стосовно A > 0 збiжностi ряду з (16).
Далi, звачаючи на рiвнiсть (7) та на те, що a(·) – мультиплiкатор у просторi Sβ

α,
згiдно з твердженням теореми 1 переконуємось у тому, що при кожному h ̸= 0 функцiя
a
(
φh(·)

)
– також мультиплiкатор у Sβ

α. Тодi a
(
φh(·)

)
F [f ](·) ∈ Sβ

α, h ̸= 0. Враховуючи
цей факт, з рiвностi (14) знаходимо, що(

a
(
(E − τh)/h

)
f
)
(·) = F−1

[
a
(
φh(ξ)

)
F [f ](ξ)

]
(·), h ̸= 0, f ∈ Sα

β .

Залишилось обгрунтувати граничний перехiд у наступнiй рiвностi:

lim
h→0

F−1
[
a
(
φh(ξ)

)
F [f ](ξ)

]
(·) = F−1

[
lim
h→0

a
(
φh(ξ)

)
F [f ](ξ)

]
(·). (17)

Для цього потрiбно встановити рiвномiрну щодо h ∈ [−1; 1] збiжнiсть iнтеграла

Ih(x) =

∫
R

e−ixξa
(
φh(ξ)

)
F [f ](ξ)dξ, x ∈ R. (18)

Оскiльки F [f ](·) ∈ Sβ
α, то

∃δ0 > 0∃c > 0∀ξ ∈ R : |F [f ](ξ)| ≤ c0e
−δ0|ξ|1/α .

Згiдно з теоремою 1, для числа δ1 = δ0/2 iснує константа c0 > 0 така, що для всiх
{ξ, h} ⊂ R виконується оцiнка∣∣a(φh(ξ)

)∣∣ ≤ c0e
δ1|φh(ξ)|1/α = c0e

δ1|ξ|1/α
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(тут ми скористалися рiвнiстю (9)). Тодi

|Ih(x)| ≤
∫
R

∣∣a(φh(ξ)
)
F [f ](ξ)

∣∣dξ ≤ cc0

∫
R

e−δ1|ξ|1/αdξ, {x, h} ⊂ R.

Звiдси вже стає очевидною зазначена рiвномiжна збiжнiсть iнтегралу (18).
Таким чином, правильнiсть рiвностi (13) обгрунтовано.

Зауваження. Як у випадку класичного дробового диференцiювання, формулу (13)
можна покласти в основу для поширення поняття диференцiювання за Постом на шир-
шi класи функцiй a та f , при яких iснуватиме права частина рiвностi (13).

3 Висновки

У просторах Sα
β , α > 0, β < 1, встановлено зображення оператора диференцiювання

Поста a(Dx) в класичнiй формi дробового диференцiювання за умови, що його символ
a(·) є згортувачем у вихiдному просторi Sα

β . Цей факт вiдкриває широкi можливостi
для застосування класичного методу перетворення Фур’є до розв’язування задачi Кошi
для рiвнянь з псевдодиференцiальним оператором Поста.
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During the last few decades, the theory of fractional differentiation and pseudo-differential
operators, which naturally generalize and extend the concepts of classical derivative and di-
fferential operations, has been rapidly developing. The reason for this development is pri-
marily the close connection of pseudo-differential operators and fractional differentiation with
important problems of analysis and modern mathematical physics. It turned out that such
player operators play an important role in the theory of analytical boundary-value problems
(in the study of the index of the problem, in reduction to the boundary of the region, etc.), in
microlocal analysis, in the theory of random processes, with the help of fractal differentiation
operators heat-diffusive processes in porous media, etc.

There are different approaches to the generalization of the classical derivative, the implementati-
on of which gave rise to a variety of fractional differentiation and pseudodifferentiation operati-
ons. In this connection, there is a natural need for a comparative characterization of these
generalizations, which is convenient to conduct through the prism of the classical form of fracti-
onal differentiation on elements with "sufficiently good" properties. In addition, the representati-
on of this or that pseudo-differentiation operation in such a classical form makes it possible to
use a rather convenient Fourier transform apparatus for the analysis of problems with these
operations.

In this work, the question of the possibility of representation in S type spaces of I.M.
Gelfand is investigated. and Shilova G.E. pseudo-differential operator E. Post a(Dx) in the
classical form of fractional differentiation, provided that its symbol a(·) is a convolution in the
original space.


