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ПРО КЛАСИЧНИЙ ФУНДАМЕНТАЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧI

КОШI ДЛЯ ОДНОГО КЛАСУ УЛЬТРАПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ

ТИПУ КОЛМОГОРОВА

Дослiдження присвячене ультрапараболiчним рiвнянням з двома групами просторо-
вих змiнних, якi з’являються в задачах, що описують азiйськi опцiони на ринку фiнансо-
вих послуг. Клас цих рiвнянь за виконання певних умов є узагальненням добре вiдомого
виродженого параболiчного рiвняння дифузiї з iнерцiєю А.М.Колмогорова. Ранiше для
рiвнянь з цього класу було побудовано так званий фундаментальний L-розв’язок. У цiй
роботi для таких рiвнянь побудовано i дослiджено класичний фундаментальний розв’язок
задачi Кошi. На коефiцiєнти рiвняння було накладено спецiальнi умови Гельдера вiдносно
просторових змiнних.
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Вступ

На фiнансовому ринку облiгацiї та акцiї, зазвичай, називаються первинними фiнан-
совими активами. На ринку вторинних цiнних паперiв (деривативiв) платiжнi зобов’я-
зання – це iнструменти з часом виконання T , за якими виплачується певна винагорода
[12, С. 356]. Європейське платiжне зобов’язання або європейський опцiон залежить ли-
ше вiд основних цiн в момент T . Наприклад, європейський опцiон купiвлi зi страйковою
цiною K i датою виконання T на одиницю акцiї S = St, t ≤ T – це контракт, який дає йо-
го покупцю (власнику опцiону) право купити одиницю основного (первинного) активу
S у момент часу T за погодженою цiною K.
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У працi [2] Ф.Блек i М.Шоулс довели, що справедлива цiна європейський опцiону
як функцiя цiни активу i часу V (St, t) за деяких припущень щодо фiнансового ринку є
розв’язком такого диференцiального рiвняння з частинними похiдними:

−rV (S, t) +
∂V (S, t)

∂t
+ rS

∂V (S, t)

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2V (S, t)

∂S2
= 0, (S, t) ∈ R+ × (0, T ), (1)

з кiнцевою умовою V (ST , T ) = max{ST −K, 0}, де r – безризикова вiдсоткова ставка, σ
– волатильнiсть, тобто мiра варiативностi цiни акцiї.

На вiдмiну вiд європейського опцiону, виплата за азiйським деривативом залежить
вiд усiєї траєкторiї значення цiни, а не лише вiд кiнцевого значення. Одним iз мето-
дiв дослiдження варiантiв азiйських опцiонiв є включення змiнних, що залежать вiд
траєкторiї цiни, до простору станiв. Це вперше було зроблено в працях [15, 1].

Наприклад, якщо цiна азiйського опцiону також залежать вiд середньої цiни пер-

винного активу At = 1
t

t∫
0

Sτdτ , t ≤ T , то для V як функцiї уже вiд трьох величин

V = V (St, At, t) = V (S,A, t) отримується таке рiвняння з частинними похiдними:

∂V (S,A, t)

∂t
+ rS

∂V (S,A, t)

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2V (S,A, t)

∂S2
− rV (S,A, t) +

1

t
(S −A)

∂V (S,A, t)

∂A
= 0,

(S,A, t) ∈ R+ × R+ × (0, T ), (2)

з кiнцевою умовою V (ST , AT , T ) = g(ST , AT ), де g залежить вiд типу опцiону. Напри-
клад, для азiйського опцiону купiвлi з усередненою цiною i виплатою K: g(ST , AT ) =

max{AT −K, 0}.
Зуважимо, що рiвння (2) має тип рiвняння дифузiї з iнерцiєю, фундаментальний

розв’язок якого у явному виглядi побудував А.М.Колмогоров у працi [11].
Тобто, як бачимо, розширення простору станiв за рахунок включення змiнних, що

залежать вiд траєкторiї цiни, призводить до вироджених рiвнянь з частинними похi-
дними, якi не є рiвномiрно параболiчними.

У загальному випадку математичнi моделi опцiонiв зводяться до фiнансової моделi
марковського типу, динамiка в якiй визначається стохастичним диференцiальним рiв-
нянням в N -вимiрному просторi станiв

dXt = (BXt + b(t,Xt))dt+ σ(t,Xt)dWt, (3)

де Wt – d-вимiрний стандартний вiнерiвський процес, d ≤ N , σ = σ(t, x) – матриця
розмiру N × d, B = (bij) – стала матриця розмiру N ×N , вектор b = (b1, ..., bN) такий,
що bd+1 = ... = bN = 0.

За певних припущень на матрицi σ,B, b в працi [13] доведено iснування та єдинiсть
слабкого розв’язку рiвняння (3), а в [3] доведено, що густина ймовiрностей перходу цього
розв’язку є фундаментальним розв’язком задачi Кошi (далi - ФРЗК) для рiвняння

L1u :=
1

2

d∑
i,j=1

aij(t, x)∂xi
∂xj

u(t, u)+
N∑

i,j=1

bijxj∂xi
u(t, x)+

d∑
i=1

bi(t, x)∂xi
u(t, x)+ ∂tu(t, x) = 0,

(4)
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де елементи матрицi (aij(t, x))di,j=1 визначаються через елементи матрицi σ(t, x). Заува-
жимо, що при цьому на елементи матрицi σ та вектора b, зокрема, ставилися умови
обмеженостi i неперервностi за Гельдером, а накладенi на матрицю B умови еквiва-
лентнi тому, що для оператора L1 з фiксованими в кожнiй точцi (t, x) коефiцiєнтами
виконується умова гiпоелiптичностi Л.Хермандера.

Математичнi моделi опцiонiв дослiджувалися у багатьох працях. Рiвняння типу (4),
якi є ультрапараболiчними рiвняннями типу Колмогорова, у дещо загальнiшому виглядi

L2u :=

p0∑
i,j=1

aij(t, x)∂xi
∂xj

u+

p0∑
i=1

ai(t, x)∂xi
u+ c(t, x)u+

N∑
i,j=1

bijxi∂xj
u− ∂tu = 0, (5)

де 1 ≤ p0 < N , матриця A0 := (ai,j)
p0
i,j=1 симетрична та додатно визначена, а матриця

B := (bi,j)
N
i,j=1 зi сталими дiйсними едементами має вигляд

∗ B1 O ... O

∗ ∗ B2 ... O

... ... ... ... ...

∗ ∗ ∗ ... Br

∗ ∗ ∗ ... ∗

 ,

вивчалися рядом iталiйських математикiв, зокрема, у працях [14, 5, 6]. Тут Bj – матрицi
розмiру pj−1 × pj, ранг яких дорiвнює pj, де p0, p1, ..., pr – натуральнi числа такi, що
p0 ≥ p1 ≥ ... ≥ pr ≥ 1, p0 + p1 + ...+ pr = N , O – нульовi матрицi вiдповiдних розмiрiв, а
∗-блоки є довiльними.

У рiвняннi (5) за вказаних умов на матрицю B оператор L2 є гiпоелiптичним, а
також iнварiантним вiдносто деякої групи розширень. Вiдповiдно до цiєї групи в [14]
введено спецiальну умову B-гельдеровостi, яка накладається на коефiцiєнти aij, ai та
c.

Серед основних задач дослiдження моделей азiйських опцiонiв при їх зведеннi до
ультрапараболiчних рiвнянь типу Колмогорова є побудова, дослiдження iснування, єд-
ностi та власнивостей (наприклад, таких як невiд’ємнiсть, властивiсть нормальностi,
формула згортки) ФРЗК як густини ймовiрностей переходу мiж станами стохастично-
го процесу, заданого вiдповiдним стохастичним диференцiальним рiвнянням типу (3).

1 Рiвняння з двома групами просторових змiнних

У випадку двох груп просторових змiнних рiвняння (5) можна записати у такому
виглядi:

Lu(t, x) := (SB − A(t, x, ∂x1))u(t, x) = 0, (t, x) ∈ Π(0,T ], (6)

якщо n1, n2 – натуральнi числа такi, що n2 ≤ n1, n := n1 + n2; x := (x1, x2), xi :=

(xi1, ..., xinj
), i ∈ {1, 2}; Π(0,T ] := {(t, x)| t ∈ (0, T ], x ∈ Rn},

SB := ∂t −
n2∑
j=1

(
n1∑
s=1

bsjx1s

)
∂x2j

, (7)
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A(t, x, ∂x1) :=
n1∑

i,j=1

aij(t, x)∂x1i
∂x1j

+
n1∑
i=1

ai(t, x)∂x1i
+ a0(t, x).

Диференцiальний вираз (7) у матричнiй формi має вигляд

SB = ∂t − (x,BDx), (8)

де B – матриця розмiру n× n, яка має таку структуру:

B :=

(
O B1

O O

)
, (9)

B1 – матриця, складена з дiйсних чисел bij, i ∈ {1, ..., n1}, j ∈ {1, ..., n2}, O – нульо-
вi матрицi вiдповiдних розмiрiв, Dx := col(∂x11 , ..., ∂x1n1

, ∂x21 , ..., ∂x2n2
), (·, ·) – калярний

добуток в Rn.
Використовуватимемо умови:
А1. Матриця (9), в якiй блок B1, записаний у виглядi

(
B1

1

B1
2

)
, де B1

1 , B1
2 – матрицi

вiдповiдно розмiрiв n2 × n2, (n1 − n2)× n2, задовольняє умову detB1
1 ̸= 0;

А2. Iснує така стала δ > 0, що для кожної точки (t, x) ∈ Π[0,T ] i σ1 ∈ Rn1 виконується
нерiвнiсть

Re
n1∑

i,j=1

aij(t, x)σ1iσ1j ≥ δ

n1∑
i=1

σ2
1i. (10)

Використовуватимемо вирази, якi пов’язують просторовi змiннi мiж собою iз залу-
ченням елементiв матрицi B:

X(h) := (X1(h), X2(h)), Xi(h) := (Xi1(h), ..., Xini
(h)), i ∈ {1, 2}, (11)

X1j(h) := x1j, j ∈ {1, ..., n1},

X2j(h) := x2j + h

n1∑
i=1

bijx1i, j ∈ {1, ..., n2}, h ∈ R.

Твердження 1. При виконаннi умови A1 замiна просторових змiнних

x̂1j =


n1∑
i=1

bijx1i, j ∈ {1, ..., n2},

x1j, j ∈ {n2 + 1, ..., n1};

x̂2j = x2j, j ∈ {1, ..., n2}

є невиродженою.

Перетворення змiнних з Твердження 1 можна записати у матричному виглядi

x̂′ = Ux′ (12)

де матриця U має блочно-дiагональну структуру:

U :=

(
U1 O

O U2

)
,
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U1 :=

 b11 ... bn21

... . . . ...
b1n2 ... bn2n2

 , U2 = In2 :=

1 ... 0
... . . . ...
0 ... 1

 .

У формулi (12) i надалi штрих означає транспонування матрицi.
Безпосереднiм обчисленням переконуємося, що визначник матрицi U :

|U | = |U1| · |U2| = |B1
1 | ̸= 0,

що доводить Твердження 1.
Структура замiни змiнних (12) та її невиродженiсть доводять наступне твердження.

Твердження 2. При виконаннi умови A1 замiна просторових змiнних (12) зводить
рiвняння (6) до рiвняння

(SB̂ − Â(t, x̂, ∂x̂1))û(t, x̂) = 0, (t, x̂) ∈ Π(0,T ], (13)

в якому

B̂ :=

(
O B̂1

O O

)
, B̂1 :=

(
In2

O

)
In2 – одинична матриця порядку n2, O – нульовi матрицi вiдповiдних розмiрiв, дифе-
ренцiальний вираз Â(t, x̂, ∂x̂1) має той самий вигляд, що й вираз A(t, x, ∂x1), його коефi-
цiєнти âij, âi, i â0 виражаються через вираженi в нових змiнних x̂ коефiцiєнти aij, ai i
a0 та елементи матриць B1.

При цьому з виконання умови A2 для рiвняння (6) випливає умова Â2 для рiвняння
(13), яка фактично не вiдрiзняється вiд умови A2.

2 L-розв’язки

Подiбно до означень з працi [3] введемо такi означення.
Функцiя u називається диференцiйовною за Лi в точцi (t, x) вiдносно векторного

поля, заданого диференцiальним виразом (7), якщо iснує скiнченна границя

(SL
Bu)(t, x) := lim

h→0

1

h
(u(γ(t, x, h))− u(γ(t, x, 0))),

де γ(t, x, h) := (t−h, (ehB
′
x′)′), h ∈ R, – iнтегральна крива заданого векторного поля, яка

проходить через точку (t, x). Границя (SL
Bu)(t, x) називається похiдною Лi вiд функцiї

u в точцi (t, x) вiдносно заданого векторного поля.
Якщо врахувати структуру матрицi B, то можна переконатися, що матрична екс-

понента ehB
′ розкладається у скiнченну суму, i отримати, що

(ehB
′
x′)′ = X(h), γ(t, x, h) = (t− h,X(h)),

де вираз X(h) заданий формулою (11).
Зауважимо, що якщо iснують похiднi ∂tu i ∂x2j

u в точцi (t, x), то (SL
Bu)(t, x) =

(SBu)(t, x).
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Функцiю u називатимемо L-розв’язком рiвняння (6) в Π(0,T ], якщо iснують у Π(0,T ]

неперервнi похiдна Лi SL
Bu та звичайнi похiднi ∂x1j

u, j ∈ {1, ..., n1}, ∂x1j
∂x1su, {j, s} ⊂

{1, ..., n1}, i в кожнiй точцi (t, x) ∈ Π(0,T ] задовольняється рiвняння

(SL
B − A(t, x, ∂x1))u(t, x) = 0, (t, x) ∈ Π(0,T ], (14)

Зауважимо, що якщо коефiцiєнти виразу A не залежать вiд просторових змiнних,
то L-розв’язки є звичайними класичними розв’язками рiвняння.

Для формулювання теореми введемо такi позначення та означення: M := (n1 +

3n2)/2, Mk := (|k1|+ 3|k2|)/2, якщо k ∈ Zn
+, k := (k1, k2), kl := (kl1, ..., klnl

), l ∈ {1, 2};
xt := (t−1/2x1, t

−3/2x2), x := (x1, x2), xl := (xl1, ..., xlnl
), l ∈ {1, 2};

Ec(t, x; τ, ξ) := exp

{
−c

2∑
l=1

(t− τ)1−2l|Xl(t− τ)− ξl|2
}

, t > τ , {x, ξ} ⊂ Rn, де вирази для

Xl, l ∈ {1, 2}, заданi в (11);

d(x, ξ) :=
2∑

i=1

|xi − ξi|1/(2(i−1)+1), d(t, x; τ, ξ) := |t − τ |1/2 + d(x, ξ), ∆ξ
x := f(·, x) − f(·, ξ),

∆τ,ξ
t,x := f(t, x)− f(τ, ξ), де {t, τ} ⊂ R, {x, ξ} ⊂ Rn, f – деяка функцiя.

Функцiю f(t, x), (t, x) ∈ Π[0,T ] називатимемо B-гельдеровою з показником α ∈ (0, 1] в
Π[0,T ], якщо iснує така стала H > 0, що для будь-яких {(t, x), (τ, ξ)} ⊂ Π[0,T ] виконується
нерiвнiсть

∆τ,ξ
t,xf(t, x) ≤ H(d(t,X(t− τ); τ, ξ))α.

Теорема 1. Нехай для коефiцiєнтiв рiвняння (6) виконуються умови A1, A2, а також
умова

A3. Коефiцiєнти виразу A(t, x, ∂x1) обмеженi та B-гельдеровi з показником α ∈ (0, 1)

в Π[0,T ].
Тодi для рiвняння (6) iснує L-ФРЗК (iснує ФРЗК для рiвняння (14)) Z, для якого

справджується оцiнка

|∂k1
x1
Z(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−M−|k1|/2Ec(t, x; τ, ξ), |k1| ≤ 2;

|SL
BZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−M−1Ec(t, x; τ, ξ),

|∆x′

x ∂
k1
x1
Z(t, x; τ, ξ)| ≤ C(d(x, x′)α)(t− τ)−M−(|k1|+α)/2(Ec(t, x; τ, ξ)+

+Ec(t, x
′; τ, ξ)), |k1| ≤ 2;

|∆x′

x S
L
BZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C(d(x, x′)α)(t− τ)−M−1−α/2(Ec(t, x; τ, ξ) + Ec(t, x

′; τ, ξ));

|
∫
Rn

∂k1
x1
Z(t, x; τ, ξ)dξ| ≤ C(t− τ)−(|k1|−α)/2, 0 < |k1| ≤ 2;

|
∫
Rn

SL
BZ(t, x; τ, ξ)dξ| ≤ C(t− τ)−1+α/2,

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, x′, ξ} ⊂ Rn,

де C i c – додатнi сталi.
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Нехай для коефiцiєнтiв рiвняння (6) виконуються умови A1–A3, а також умова
A4. Коефiцiєнти виразу A(t, x, ∂x1) мають обмеженi та B-гельдеровi з показником

α ∈ (0, 1) в Π[0,T ] похiднi того ж самого вигляду, при яких вони стоять.
Тодi для рiвняння (6) iснує спряжене рiвняння

L∗v(τ, ξ) := S∗
Bv(τ, ξ)−

n1∑
i,j=1

∂ξ1i∂ξ1j(aij(τ, ξ)v(τ, ξ)) +

n1∑
i=1

∂ξ1i(ai(τ, ξ)v(τ, ξ))− (15)

−a0(τ, ξ)v(τ, ξ) = 0, (τ, ξ) ∈ Π[0,T ),

де

S∗
B := −∂τ +

n2∑
i=1

(
n1∑
j=1

bjiξ1j

)
∂ξ2i ,

i для коефiцiєнтiв цього рiвняння виконується умова A3. Тут риска над коефiцiєнтом
означає комплексне спряження.

Теорема 2. Якщо для коефiцiєнтiв рiвняння (6) виконуються умови A1–A4, то для
спраженого рiвняння (15) iснує L-ФРЗК Z∗, який зв’язаний з Z рiвнiстю

Z∗(τ, ξ; t, x) = Z(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x.ξ} ⊂ Rn,

i для Z є правильною формула згортки

Z(t, x; τ, ξ) =

∫
Rn

Z(t, x;λ, y)Z(λ, y; τ, ξ)dy, 0 ≤ τ < λ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn.

Твердження теорем 1 i 2 можна формально отримати, якщо в роботi [7] взяти n3 = 0.
Вони отримуться шляхом використанням замiни змiнних (12) та результатiв з моно-
графiї [4] для рiвнянь типу (13). Дiйсно, при виконаннi умов A3 i A4 на коефiцiєнти
рiвняння (6) для коефiцiєнтiв рiвняння (13) виконуються вiдповiдно умови Â3 i Â4, якi
вiдрiзняються вiд умов A3 i A4 тiльки тим, що в них X(h) замiнено на

X̂(h) := (UX ′(h))′, X̂ij(h) :=
i−1∑
s=0

1

s!
hsx̂(i−s)j, j ∈ {1, ..., ni}, i ∈ {1, 2}. (16)

3 Класичний фундаментальний розв’язок задачi Кошi

Нижче ставитимо на коефiцiєнти рiвняння (6) ще такi умови:
A5. Коефiцiєнти виразу A(t, x, ∂x1) (тобто функцiї aij, ai, a0) є обмеженими, непе-

рервними за t на вiдрiзку [0, T ] та гельдеровими за просторовими змiнними у такому
сенсi:
∃H1 > 0, ∃α1 ∈ (0, 1] ∀(t, x) ∈ Π[0,T ], ∀z1 ∈ Rn1 :

∣∣∆z1
x1
a(t, x)

∣∣ ≤ H1|x1 − z1|α1 ,

∃H2 > 0, ∃α2 ∈ (1/3, 2/3] ∀(t, x) ∈ Π[0,T ], ∀z2 ∈ Rn2 , ∀h ∈ [0, T ] :∣∣∆z2
x2
a(t, x)

∣∣ ≤ H2(h
3α2/2 + |X2(h)− z2|α2).
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A6. Коефiцiєнти виразу A(t, x, ∂x1) (тобто функцiї aij, ai, a0) є гельдеровими за про-
сторовими змiнними у такому сенсi:
∃H3 > 0 ∀(t, x) ∈ Π[0,T ], ∀zi ∈ Rni , i ∈ {1, 2}, ∀h ∈ [0, T ] :∣∣∆z1

x1
∆z2

x2
a(t, x)

∣∣ ≤ H3|x1 − z1|α1(h3α2/2 + |X2(h)− z2|α2),

де сталi α1 i α2 такi, як в умовi A5.
Очевидно, що при h = 0 з умови A5 випливають класичнi умови Гельдера для груп

просторових змiнних.

Теорема 3. Нехай для коефiцiєнтiв рiвняння (6) виконуються умови A1, A2, A5 i A6.
Тодi для нього iснує класичний ФРЗК Z, для якого справджуються оцiнки

|∂k
xZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−M−MkEc(t, x; τ, ξ),

|SBZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−M−1Ec(t, x; τ, ξ),

|∆zs
xs
∂k
xZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C|xs − zs|α

k
s (t− τ)−M−Mk−msαk

s (Ec(t, x; τ, ξ) + Ec(t, z
(s); τ, ξ)),

|∆zs
xs
SBZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C|xs − zs|α

0
s(t− τ)−M−1−msα0

s(Ec(t, x; τ, ξ) + Ec(t, z
(s); τ, ξ)),

|k1|/2+ |k2| ≤ 1, k = (k1, k2) ∈ Zn
+, 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, zs ∈ Rns , s ∈ {1, 2}, (17)

де αk
s ∈ (0, α1), якщо |k2| = 0 i α1 <

3
2
α2− 1

2
; αk

s ∈ (0, m1α1

ms
)), якщо |k2| = 1 i α1 <

3
2
α2− 1

2
;

αk
s ∈ (0, 3α2 − 1), якщо |k2| = 0 i α1 > 3

2
α2 − 1

2
; αk

s ∈ (0, m2α2−m1

ms
)), якщо |k2| = 1 i

α1 > 3
2
α2 − 1

2
; α0

s ∈ (0, α1), якщо α1 < 3
2
α2 − 1

2
; α0

s ∈ (0, 3α2 − 1), якщо α1 > 3
2
α2 − 1

2
;

z(1) := (z1, x2), z(2) := (x1, z2); α1, α2 – числа з умови A5.

Доведення. Застосуємо невироджену замiну змiнних (12) до рiвняння (6) та покладенi
в теоремi умови. На пiдставi Твердження 2 отримаємо рiвняння (13), а з умов A2, A5 i
A6 матимемо для нього вiдповiдно умови Â2, Â5 i Â6, якi вiдрiзняються вiд попереднiх
лише тим, що в них X(h) замiнено на X̂(h), якi визначенi в (16). На пiдставi результатiв
з праць [10, 8, 9] (зокрема, Теореми 1 з [10] i Теореми 3 з [8]) отримуємо доведення
твердження теореми.

Теорема 4. Нехай для коефiцiєнтiв рiвняння (6) виконуються умови Теореми 3, а
також умова

A7. В Π[0,T ] iснують обмеженi похiднi ∂x1i
∂x1j

aij i ∂x1i
ai, якi задовольняють за про-

сторовими змiнними умову Гельдера у сенсi A5 i A6.
Тодi для спраженого рiвняння (15) iснує класичний ФРЗК Z∗, який зв’язаний з Z

властивiстю нормальностi, тобто рiвнiстю

Z∗(τ, ξ; t, x) = Z(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (18)

i для Z є правильною формула згортки

Z(t, x; τ, ξ) =

∫
Rn

Z(t, x;λ, y)Z(λ, y; τ, ξ)dy, 0 ≤ τ < λ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn. (19)
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Доведення. Доведення тверджень теорем 4 здiйснюється на пiдставi формули Грiна-
Остроградського

t2∫
t1

dθ

∫
BR

(vLu− uL∗v)(θ, y)dy =

∫
BR

(vu)(θ, y)|t2θ=t1
dy−

−
t2∫

t1

dθ

∫
ΓR

(
n2∑
j=1

(
n1∑
s=1

bsjy1s

)
µ2j

)
(vu)(θ, y)dSy +

t2∫
t1

dθ

∫
ΓR

n1∑
j=1

Bj[v, u](θ, y)µ1jdSy, (20)

де 0 ≤ t1 < t2 ≤ T , BR – куля в Rn радiуса R з центром у початку координат, ΓR – її
межа, (µ11, ..., µ1n1 , µ21, ..., µ2n2) – орт зовнiшньої нормалi до ΓR,

Bj[v, u] := −
n1∑
l=1

(ajl∂y1luv − u∂y1l(ajlv)) + ajuv, j ∈ {1, ..., n1},

u i v – досить гладкi функцiї. Формула (20) є правильною i для функцiй u i v, якi мають
неперервнi похiднi за x1 до другого порядку та похiднi SBu i S∗

Bv. Це одержується, якщо
розглянути апроксимованi для u i v послiдовностi досить гладких функцiй, записати
для них формулу (20) i перейти в нiй до границi.

Якщо з такими функцiями u i v перейти в формулi (20) до границi при R → ∞, то
у дiйснозначному випадку отримаємо формулу

t2∫
t1

dθ

∫
Rn

(vLu− uL∗v)(θ, y)dy =

∫
Rn

(vu)(θ, y)|t2θ=t1
dy. (21)

На пiдставi оцiнок з Теореми 3 та аналогiчних оцiнок для Z∗, у формулу (21) можна
покласти u(θ, y) = Z(θ, y; τ, ξ), v(θ, y) = Z∗(θ, y; t, x), t1 = τ + ε i t2 = t− ε, де ε – досить
мале додатне число. Якщо пiсля цього в отриманiй рiвностi перейти до границi при
ε → 0, то отримаємо формулу (18).

Рiвнiсть (19) отримується так само, тiльки потрiбно взяти t1 = λ. Отримаємо рiв-
нiсть ∫

Rn

Z∗(λ, y; t, x)Z(λ, y; τ, ξ)dy =

∫
Rn

Z∗(t− ε, y; t, x)Z(t− ε, y; τ, ξ)dy, (22)

в якiй потрiбно перейти до границi при ε → 0 i використати формулу (18).

Теорема 5. (Єдинiсть нормального класичного ФРЗК). Iснує лише один нор-
мальний класичний ФРЗК, для якого справджуються оцiнки (17).

Доведення. Нехай Z1 i Z2 – два нормальнi класичнi ФРЗК рiвняння (6), для яких
справджуються оцiнки (17). Покладемо у формулi (21) u(θ, y) = Z1(θ, y; τ, ξ), v(θ, y) =
Z2(t, x; θ, y). Тодi одержимо рiвнiсть∫

Rn

Z1(t2, y; τ, ξ)Z2(t, x; t2, y)dy =

∫
Rn

Z1(t1, y; τ, ξ)Z2(t, x; t1, y)dy, (23)



Про класичний фундаментальний розв’язок задачi Кошi 123

для довiльних t1 i t2 з iнтервалу (τ, t). З довiльностi t1 i t2 випливає, що права i лiва
частини в (23) не залежать вiд t1 i t2, i можна в (23) перейти до границi, попрямувавши
t1 → τ , t2 → t. Отримаємо, що

Z1(t, x; τ, ξ) = Z2(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn.

Теорема 6. (Зображення коефiцiєнтiв рiвняння через ФРЗК). За виконання на
коефiцiєнти рiвняння (6) умов Теореми 5 для коефiцiєнтiв та класичного ФРЗК Z цього
рiвняння правильними є такi формули:

aij(t, x) = lim
τ→t

( 1

2(t− τ)

∫
Rn

(y1i − x1i)(y1j − x1j)Z(t, x; τ, y)dy
)
, (24)

ai(t, x) = lim
τ→t

( 1

t− τ

∫
Rn

(y1i − x1i)Z(t, x; τ, y)dy
)
, (25)

{i, j} ∈ {1, ..., n1},

a0(t, x) = lim
τ→t

( 1

t− τ

( t∫
τ

dθ

∫
Rn

Z(t, x; θ, y)dy − 1
))

, (26)

(t, x) ∈ Π(0,T ]

Доведення. Методику доведення формул проiлюструємо на прикладi коефiцiєнта a12.
Покладемо у формулi (21) u(θ, y) = (y11−x11)(y12−x12), v(θ, y) = Z(t, x; θ, y). Отримаємо
рiвнiсть

−
t2∫

t1

dθ

∫
Rn

Z(t, x; θ, y)(a12(θ, y) + a21(θ, y) + a1(θ, y)(y12 − x12) + a2(θ, y)(y11 − x11)+

+a0(θ, y)(y11 − x11)(y12 − x12))dy =

∫
Rn

(y11 − x11)(y12 − x12)Z(t, x; θ, y)|t2θ=t1
dy.

У нiй вiзьмемо t1 = τ , t2 = t − ε, потiм перейдемо до границi при ε → 0 i результат
подiлимо на t− τ . Враховуючи, що a12(θ, y) = a21(θ, y), матимемо, що

1

t− τ

t∫
τ

dθ

∫
Rn

Z(t, x; θ, y)a12(θ, y)dy =
1

2(t− τ)

∫
Rn

(y11 − x11)(y12 − x12)Z(t, x; τ, y)dy−

− 1

t− τ

t∫
τ

dθ

∫
Rn

(
a1(θ, y)(y12 − x12) + a2(θ, y)(y11 − x11)+

+a0(θ, y)
(y11 − x11)(y12 − x12)

2

)
Z(t, x; θ, y)dy,



124 Дронь В.С.

З останньої рiвностi випливає доведення формули (24) при i = 1, j = 2, оскiльки
границя при τ → t лiвої частини (7) дорiвнює a12(t, x) на пiдставi властивостей ФРЗК
Z i теореми про середнє значення для iнтегралiв, а другий доданок правої частини (7)
прямує до нуля на пiдставi припущень на функцiї a1, a2 i a0.

Доведення формули (24) при iнших значеннях i та j, а також формул (25) i (26)
здiйснюється аналогiчно.

Теорема 7. (Додатнiсть ФРЗК). За виконання на коефiцiєнти рiвняння (6) умов
Теореми 4 для класичного ФРЗК Z справджується нерiвнiсть:

Z(t, x; τ, ξ) > 0, 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn.

Доведення теореми здiйснюється аналогiчно до доведення властивостi 3.12 у моно-
графiї [4, C.213]. При цьому для послiдовностi функцiй

vν(t, x) :=

∫
Rn

Z(t, x; τ, ξ)gν(ξ)dξ, (t, x) ∈ Π(τ,T ],

з деякою послiдовнiстю дельтаподiбних функцiй gν , ν ≥ 1, використовується сильний
принцип максимуму i таке твердження принципу максимуму для необмежених обла-
стей.

Лема. Нехай коефiцiєнти рiвняння (6) задовольняють умови A1, A2 i умову
A8.Коефiцiєнти aij, ai, {i, j} ⊂ {1, ..., n1}, i a0 є неперервними функцiями в Π[0,T ] i

для всiх (t, x) ∈ Π[0,T ] виконуються оцiнки

|aij(t, x)| ≤ C0(|x|2 + 1), |ai(t, x)| ≤ C0(|x|+ 1), |aij(t, x)| ≤ C0

з деякою сталою C0 > 0;
а u : (0, T ] × Ω → R – функцiя, неперервна разом з похiдними, що входять у рiвняння
(6), де Ω = Rn \ BR0 , BR0 – куля в Rn радiуса R0 > 0 з центром у початку координат,
або Ω = Rn. Якщо

1) (Lu)(t, x) ≥ 0, (t, x) ∈ (0, T ]× Ω;
2) lim inf

(t,x)→(t0,x0)
u(t, x) ≥ 0 для кожної точки (t0, x0) ∈ ∂((0, T ]× Ω) \ {t = T};

3) рiвномiрно щодо t ∈ (0, T ) iснує lim inf
|x|→∞

u(t, x) ≥ 0,

то u(t, x) ≥ 0, (t, x) ∈ (0, T ]× Ω.

Зауважимо, що доведенi властивостi ФРЗК дозволяють отримати коректну розв’я-
знiсть задачi Кошi для рiвнянь (6) у класичному розумiннi.
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Надiйшло 25.11.2023

Dron’ V.S. On classical fundamental solution of the Cauchy problem for one class of ultra-
parabolic equations of Kolmogorov type, Bukovinian Math. Journal. 11, 2 (2023), 114–126.

The investigation is devoted to ultra-parabolic equations with two group of spatial variables
which appear in Asian options problems. Unlike the European option, the payout of Asian
derivative depends on the entire trajectory of the price value, not the final value only.

Among methods of researching of the Asian options, the one is to include dependent on the
price trajectory variables in the state space. The expansion of the state space by including of
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dependent on the price trajectory variables transforms the path-dependent problem for the Asi-
an option into an equivalent path-independent Markov problem. However, the increasing of the
dimension usually leads to partial differential equations which are not uniformly parabolic. The
class of these equations under some conditions is a generalization of the well-known degenerate
parabolic A.N.Kolmogorov’s equation of diffusion with inertia.

Mathematical models of the options have been studied in many works. Among the main
problems in the study of the Asian options models when they are reduced to ultra-parabolic
equations of the Kolmogorov type there are the following: the construction, researching of the
existence, uniqueness and properties (for instance, such as non-negativity, normality, convoluti-
on formula) of the fundamental solution of the Cauchy problem as the probability density of
the transition between the states of the stochastic process, which given by the corresponding
stochastic differential equation.

It has been constructed so called L-type fundamental solutions for equations from the class
previously, and some their properties have been established. In the work, it is formulated some
known results about L-type fundamental solutions.

In current research, for the equations from this class we build and study the classical
fundamental solutions of the Cauchy problem. For the coefficients of the equations we apply
special Hölder conditions with respect to spatial variables. We prove the existing of the classic
fundamental solutions and its properties such as estimates, including estimates of the derivati-
ves, normality, convolution formula, positivity etc.

The results obtained in the work can be used to receive the well-posedness of the Cauchy
problem for such equations in the classical sense.


