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НЕОДНОРIДНА КРАЙОВА ЗАДАЧА З НЕЛОКАЛЬНИМИ УМОВАМИ

ДЛЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ З ЧАСТИННИМИ

ПОХIДНИМИ З ОПЕРАТОРОМ УЗАГАЛЬНЕНОГО

ДИФЕРЕНЦIЮВАННЯ

Дослiджено неоднорiдну нелокальну крайову задачу для рiвняння з частинними по-
хiдними з оператором узагальненого диференцiювання B = z ∂

∂z , який дiє на функцiю
скалярної комплексної змiнної z. Доведено теорему єдиностi та теорему iснування розв’яз-
ку задачi у банахових просторах функцiй зi значеннями у шкалi соболєвських просторiв.
Показано коректнiсть за Адамаром задачi, що вiдрiзняє її вiд некоректної за Адамаром
задачi з багатьма просторовими комплексними змiнними, розв’язнiсть якої пов’язана з
проблемою малих знаменникiв.

Ключовi слова i фрази: крайова задача, нелокальна гранична умова, неоднорiдне рiв-
няння в частинних похiдних, функцiї комплексної змiнної.
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Вступ

Одним з найважливiших питань загальної теорiї диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними є встановлення умов коректностi крайових задач. У цьому планi порiв-
няно добре вивченi крайовi задачi для лiнiйних i нелiнiйних рiвнянь класичних типiв
та їх узагальнень, якi зберiгають властивостi вiдповiдного типу. Що стосується побу-
дови теорiї безтипних рiвнянь, то вона далеко не завершена, багато задач потребують
подальшого ретельного вивчення.

Серед некласичних крайових задач для рiвнянь з частинними похiдними та для
диференцiально-операторних рiвнянь важливе мiсце посiдають задачi з нелокальни-
ми крайовими умовами, якi пов’язують значення шуканих розв’язкiв та їх похiдних
у рiзних (двох або бiльше) граничних чи внутрiшнiх точках розглядуваної областi. У
загальному випадку такi задачi є некоректними за Адамаром, а їх розв’язнiсть зале-
жить вiд проблеми малих знаменникiв, якi виникають при побудовi загального розв’яз-
ку [7, 8, 10]. Коректнiсть нелокальних крайових задач для диференцiальних рiвнянь
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з частинними похiдними дослiджувалися у роботах багатьох авторiв (див. [3, 6, 11]),
при накладаннi додаткових обмежень на рiвняння, крайовi умови та областi розгляду
задач. Дослiдженню задач з нелокальними крайовими умовами за часом та умовами
перiодичностi за просторовими змiнними для рiвнянь з частинними похiдними присвя-
чено, зокрема, роботи [1, 4, 5], у яких для аналiзу оцiнок знизу малих знаменникiв було
використано методи i результати метричної теорiї чисел.

У статтi дослiджено неоднорiдну нелокальну крайову задачу для диференцiально-
го рiвняння з узагальненим оператором диференцiювання B = z ∂

∂z
за умови однiєї

комплексної змiнної. Встановлено критерiї однозначної розв’язностi задачi у просторi
функцiй зi значеннями у шкалi соболєвських просторiв. Показано, що для однiєї просто-
рової змiнної вiдповiднi знаменники не є малими i оцiнюються знизу деякими сталими.
Багатовимiрний випадок задачi для однорiдного рiвняння дослiджено у роботi [2], а
одновимiрний випадок задачi для однорiдного рiвняння в уточненiй шкалi просторiв
Соболєва дослiджено у роботi [9].

1 Введення просторiв та основних позначень

Позначимо через S область з множини C \ {0}, D = [0, T ]× S, де T > 0.
Нехай W – лiнiйний простiр скiнченних сум (основних функцiй) такого вигляду

P (z) =
∑

k Pkz
k, де z∈S, Pk – комплекснi коефiцiєнти, k — цiле число. Кожну основну

функцiю P (z) можна подати сумою трьох доданкiв P (z) = P0 + P1(z) + P2

(1
z

)
, де

P1(z) =
∑

k>0 Pkz
k i P2(w) =

∑
k>0 P−kw

k — многочлени з нульовими вiльними членами.
Простiр W′ — спряжений простiр з простором W; це простiр узагальнених функцiй

(лiнiйних неперервних функцiоналiв Q : W → C), якi є формальними рядами (рядами
Лорана) Q(z) =

∑
k∈ZQkz

k =
∑∞

k=−∞Qkz
k, де Z — множина цiлих чисел, що дiють на

основну функцiю P ∈ W за таким правилом: ⟨Q,P ⟩ =
∑
k

QkP̄k.

Введемо ще шкали просторiв {Hq(S)}q∈R i {Hn
q (D)}q∈R, де Hq(S) – гiльбертовий

простiр (пiдпростiр W′) функцiй ψ = ψ(z) =
∑

k∈Z ψkz
k, який отриманий поповненням

W за нормою

∥ψ∥Hq(S) =
(∑

k∈Z

k̃2q|ψk|2
)1/2

, k̃ =
√
1 + k2,

а Hn
q (D), n ≥ 0, — банахiв простiр функцiй u(t, z) таких, що похiднi

∂ru(t, z)

∂tr
для

r = 0, 1, . . . , n, що визначенi формулою
∂ru(t, z)

∂tr
=

∑
k∈Z

u
(r)
k (t)zk, для кожного t ∈ [0, T ]

належать до просторiв Hq−r(S) вiдповiдно i неперервнi за змiнною t у цих просторах.
Квадрат норми функцiї u у просторi Hn

q (D) обчислюється за формулою

∥u∥2Hn
q (D) =

n−1∑
r=0

max
[0,T ]

∥∥∥∂ru(t, ·)
∂tr

∥∥∥2

Hq−r(S)
.

Зауважимо, що Bsψ ∈ Hq−s(S) для всiх s ∈ N, якщо ψ ∈ Hq(S), де B – оператор
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узагальненого диференцiювання, тобто Bψ = z
∂ψ

∂z
, а степенi оператора B визначено

формулами B0ψ = ψ, Bsψ = B(Bs−1ψ) при s ∈ N (зокрема, маємо Bs
(
zk
)
= kszk).

2 Постановка задачi та дослiдження умов її розв’язностi

В областi D розглянемо неоднорiдну задачу з двоточковими нелокальними умовами
для диференцiально-операторного рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

Lu =
∑

s0+s1≤n

as0,s1B
s1
∂s0u

∂ts0
= f(t, z), (1)

Mmu = µ
∂mu

∂tm

∣∣∣∣
t=0

− ∂mu

∂tm

∣∣∣∣
t=T

= φm, m = 0, 1, . . . , n− 1, (2)

де as0,s1 ∈ C, µ ∈ C \ {0}, an,0 = 1 i, якщо s0 < n, то |as0,s1 | ≤ A для деякого A > 0;
u = u(t, z) – шукана функцiя, а φ0, φ1, . . . , φn−1 i f(t, z) – заданi функцiї.

Якщо виконується умова u ∈ Hn
q (D) для елемента u =

∑
k∈Z uk(t)z

k, то вiрними є
формули Bu =

∑
k∈Z kuk(t)z

k ∈ Hn
q−1(D), Lu ∈ H0

q−n(D), а також Mmu ∈ Hq−m(S) для
m = 0, 1, . . . , n− 1.

Означення. Пiд розв’язком задачi (1), (2) будемо розумiти функцiю u = u(t, z) з прос-
тору Cn([0, T ];W′), яка задовольняє рiвняння (1) i умови (2) та належить до Hn

q (D).

Розв’язок задачi (1), (2) шукаємо у виглядi ряду

u(t, z) =
∑
k∈Z

uk(t)z
k, (3)

де коефiцiєнти uk(t)– невiдомi функцiї, якi треба визначити.
Функцiя uk = uk(t) з формули (3) для кожного k ∈ Z є класичним розв’язком

вiдповiдної задачi для звичайного диференцiального рiвняння

n∑
j=0

bj(k)u
(n−j)
k = fk(t), (4)

µu
(m)
k

∣∣
t=0

− u
(m)
k

∣∣
t=T

= φmk, m = 0, 1, . . . , n− 1, (5)

де bj(k) =
∑j

s1=0 an−j,s1k
s1 – многочлени степеня не вище j, fk(t) – коефiцiєнти Фур’є

функцiї f(t, z), а φmk – коефiцiєнти Фур’є функцiї φm.
Розв’язок задачi (4), (5) можна подати у виглядi суми

uk(t) = wk(t) + vk(t), (6)

де wk(t) – розв’язок задачi для однорiдного рiвняння

n∑
j=0

bj(k)w
(n−j)
k = 0, (7)



130 Iлькiв В.С. , Страп Н.I., Волянська I.I.

з неоднорiдними умовами (5), а vk(t) – розв’язок задачi для неоднорiдного рiвняння (4)
з однорiдними умовами

µv
(m)
k

∣∣
t=0

− v
(m)
k

∣∣
t=T

= 0, m = 0, 1, . . . , n− 1. (8)

Знайдемо розв’язок задачi (7), (5).

Запишемо оператор L з рiвняння (1) у виглядi суми Lu =
∑n

j=0 bj(B)
∂n−j

∂tn−j
, де опе-

ратор bj(B) =
∑j

s1=0 an−j,s1B
s1 , j = 0, 1, . . . , n, є многочленом не вище j-го степеня вiд

оператора B, зокрема, b0(B) – одиничний оператор.
Для побудови розв’язку задачi (7), (5) у рiвняннi (7) пронормуємо коефiцiєнти bj(k),

j = 1, . . . , n, i подамо їх у виглядi добутку bj(k) = k̃j b̃j(k). Функцiї b̃j(k), як i коефiцiєнти
bj(k), лiнiйно залежать вiд параметрiв an−j,0, an−j,1, . . . , an−j,j i рiвномiрно обмеженi за
цiлочисловою змiнною k. Очевидно, справджується нерiвнiсть

∣∣b̃j(k)∣∣ ≤ j∑
s1=0

∣∣an−j,s1

∣∣ |k|s1
k̃j

≤ max
s1=0,1,...,j

∣∣an−j,s1

∣∣ j∑
s1=0

|k|s1

k̃j
, j = 1, . . . , n.

Оскiльки коефiцiєнти as0,s1 ∈ C рiвняння (1) розглядаємо у крузi радiуса A з центром
у початку координат комплексної площини, то отримаємо оцiнки∣∣b̃j(0)∣∣ = ∣∣an−j,0

∣∣ ≤ A,
∣∣b̃j(±1)

∣∣ ≤ (j + 1)2−j/2A ≤ 3A/2,

∣∣b̃j(k)∣∣ ≤ A

k̃j
|k|j+1

|k| − 1
<

A|k|
|k| − 1

, k ̸∈ {−1, 0, 1},

тобто
∣∣b̃j(k)∣∣ < 2A для всiх k ∈ Z. Звiси випливає, що для всiх (з врахуванням кратностi)

коренiв λ1(k), . . . , λn(k) многочлена

Pk(λ) =
n∏

j=1

(λ− λj(k)) = λn +
n∑

j=1

b̃j(k)λ
n−j

виконуються нерiвностi [12]:

|λj(k)| ≤ 1 + max
{
|b̃1|, . . . , |b̃n|

}
≤ 1 + 2A. (9)

Очевидно, що числа γj = k̃λj(k) є коренями вiдповiдного характеристичного рiвняння
γn + b1(k)γ

n−1 + . . .+ bn(k) = 0 для диференцiального рiвняння (7).
Позначимо через K множину тих цiлих чисел k, для яких многочлен Pk(λ) має

кратний корiнь.
Для рiзних коренiв λ1(k), . . . , λn(k), загальний розв’язок рiвняння (7) має вигляд

wk(t) =
n∑

l=1

Ckle
k̃λl(k)t, k ∈ Z \K, (10)

де Ckl – довiльнi комплекснi сталi, i належить до простору Cn[0, T ].
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Якщо uk(t) – розв’язок задачi (7), (5), то числа C̃kl =
(
µ− ek̃λl(k)T

)
Ckl, l = 1, 2, . . . , n,

утворюють розв’язок системи лiнiйних алгебричних рiвнянь
n∑

l=1

λml (k)C̃kl =
φm,k

k̃m
, m = 0, 1, . . . , n− 1 (11)

з матрицею Вандермонда
(
λm−1
l (k)

)n
m,l=1

. Навпаки, якщо числа C̃kl, де l = 1, 2, . . . , n,
утворюють розв’язок системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (11), то функцiя uk(t), що

визначена формулою (10), в якiй Ckl =
C̃kl

µ− ek̃λl(k)T
, є розв’язком задачi (7), (5).

Розв’язуючи систему (11) за правилом Крамера, одержуємо рiвностi

C̃kl =
n−1∑
j=0

∆jl(k)

∆(k)
k̃−jφjk, k ∈ Z \K,

де ∆(k) =
∏

1≤r<q≤n

(
λq(k) − λr(k)

)
– визначник Вандермонда, а ∆jl(k) — вiдповiднi ал-

гебричнi доповнення його елементiв для j = 0, 1, . . . , n − 1 i l = 1, 2, . . . , n (зокрема
∆01(k) = ∆(k) = 1, якщо n = 1).

Для того, щоб задача (7), (5) мала єдиний класичний розв’язок для кожного k ∈ Z\K
необхiдно i достатньо, щоб виконувалась умова µ ̸= ek̃λl(k)T для l = 1, . . . , n. З цiєї умови

випливає, що lnµ ̸= k̃λl(k)T + i2πm, або λl(k) ̸=
lnµ− i2πm

k̃T
для довiльних m ∈ Z та

l = 1, 2, . . . , n, де lnµ — головне значення логарифма.
У протилежному випадку, коли µ = ek̃λl(k)T для деякого l, iснує таке число m ∈ Z, що

корiнь λl(k) визначається за формулою: λl(k) =
lnµ− i2πm

k̃T
. Тому виконується рiвнiсть

(lnµ− i2πm)n

T nk̃n
+

n∑
j=1

b̃j(k)
(lnµ− i2πm)n−j

T n−j k̃n−j
= 0 чи еквiвалентна їй рiвнiсть

(lnµ− i2πm)n +
n∑

j=1

bj(k)T
j(lnµ− i2πm)n−j = 0. (12)

Для кратних коренiв (k ∈ K) загальний розв’язок рiвняння (7) також буде мати виг-
ляд (10), в якому, залежно вiд кратностi коренiв λl(k), замiсть числових коефiцiєнтiв
Ckl будуть многочленнi коефiцiєнти Ckl(t).

За формулою (10) розв’язок wk(t) задачi (7), (5) має таке зображення:

wk(t) =
n∑

l=1

n−1∑
j=0

∆jl(k)∏
1≤r<q≤n

(
λq(k)− λr(k)

) ek̃λl(k)t

µ− ek̃λl(k)T
k̃−jφjk, k ∈ Z \K. (13)

Враховуючи, що K – скiнченна множина (буде показано далi), оцiнимо абсолютну
величину функцiй wk та їх похiдних до порядку n лише для k ∈ Z \K, зокрема

∣∣w(r)
k (t)

∣∣ ≤ k̃r

|∆(k)|
max
j,l

|∆jl(k)|
n∑

l=1

∣∣λrl (k)ek̃λl(k)t∣∣∣∣µ− ek̃λl(k)T
∣∣ n−1∑

j=0

∣∣k̃−jφjk

∣∣, t ∈ [0, T ].
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Пiднесемо обидвi частини нерiвностi до квадрату i перетворимо до вигляду

∣∣w(r)
k (t)|2 ≤ n3(1 + 2A)2r

k̃2r

|∆(k)|2
max
j,l

|∆jl(k)|2max
l

∣∣∣ ek̃λl(k)t

µ− ek̃λl(k)T

∣∣∣2 n−1∑
j=0

∣∣k̃−jφjk

∣∣2. (14)

Оскiльки ∆jl(k) – визначники порядку n − 1, що мають обмеженi елементи, якi є
степенями чисел λ1, . . . , λn, то з оцiнок (9) маємо нерiвностi

|∆jl(k)| ≤ (n− 1)!(1 + 2A)(n−1)n/2. (15)

Для подальшої оцiнки |uk| розглянемо вираз ∆2(k) у знаменнику формули (14), який є
дискримiнантом D(k) полiнома Pk(λ) i для якого справедливi такi два зображення:

∆2(k) = D(k) =
∏

1≤r<q≤n

(
λq(k)− λr(k)

)2
= k̃−n(n−1)

∏
1≤r<q≤n

(
k̃λq(k)− k̃λr(k)

)2
,

D(k) = ±

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 b̃1(k) . . . b̃n−1(k) b̃n(k) 0 . . . 0

0 1 . . . b̃n−2(k) b̃n−1(k) b̃n(k) . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . b̃1(k) b̃2(k) b̃3(k) . . . b̃n(k)

n (n− 1)b̃1(k) . . . b̃n−1(k) 0 0 . . . 0

0 n . . . 2b̃n−2(k) b̃n−1(k) 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . n (n− 1)b̃1(k) (n− 2)b̃2(k) . . . b̃n−1(k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

де знак перед визначником визначає формула (−1)(n−1)n/2.
Дискримiнант D(k) подамо у виглядi многочлена:

D(k) = D0

(k
k̃

)n(n−1)

+
D1

k̃

(k
k̃

)n(n−1)−1

+
D2

k̃2

(k
k̃

)n(n−1)−2

+ . . .+
Dn(n−1)

k̃n(n−1)
=

=
(k
k̃

)n(n−1)(
D0 +

D1

k
+
D2

k2
+ . . .+

Dn(n−1)

kn(n−1)

)
, (16)

де D0, D1, D2, . . . , Dn(n−1) – комплекснi числа, якi є многочленами вiд коефiцiєнтiв as0,s1
рiвняння (1), причому D0 – дискримiнат многочлена λn +

n∑
j=1

an−j,jλ
n−j (цей многочлен

будується за головною частиною рiвняння (1)):

D0 = (−1)
(n−1)n

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 an−1,1 . . . a1,n−1 a0,n 0 . . . 0

0 1 . . . a2,n−2 a1,n−1 a0,n . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . an−1,1 an−2,2 an−3,3 . . . a0,n
n (n−1)an−1,1 . . . a1,n−1 0 0 . . . 0

0 n . . . 2a2,n−2 a1,n−1 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . n (n−1)an−1,1 (n−2)an−2,2 . . . a1,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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Dn(n−1) – дискримiнат многочлена λn +
n∑

j=1

an−j,0λ
n−j (многочлен будується за коефiцi-

єнтами a0,0, a1,0, . . . , an−1,0 бiля функцiй u, ∂u/∂t, . . . , ∂n−1u/∂tn−1):

Dn(n−1) = (−1)
(n−1)n

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 an−1,0 . . . a1,0 a0,0 0 . . . 0

0 1 . . . a2,0 a1,0 a0,0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . an−1,0 an−2,0 an−3,0 . . . a0,0
n (n−1)an−1,0 . . . a1,0 0 0 . . . 0

0 n . . . 2a2,0 a1,0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . n (n−1)an−1,0 (n−2)an−2,0 . . . a1,0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Нехай D0 ̸= 0, тодi дискримiнант D(k) при k ̸= 0 факторизуємо так:

D(k) =
D0

2

(k
k̃

)n(n−1)(
2 +

2D1

D0k
+

2D2

D0k2
+ . . .+

2Dn(n−1)

D0kn(n−1)

)
=

=
D0

2

(k
k̃

)n(n−1)(
2 +

2

kD0

(
D1 +

D2

k
+ . . .+

Dn(n−1)

kn(n−1)−1

))
.

З останньої формули випливає нерiвнiсть |D(k)| ≥ |D0|
2

·
( |k|
k̃

)n(n−1)

за умови |k| ≥ D̃0

|D0|
,

де D̃0 = 2
(
|D1|+ |D2|+ . . .+ |Dn(n−1)|

)
.

Далi використаємо для дробу |k|/k̃ оцiнку

|k|
k̃

≥ 1√
2
, k ∈ Zp \ {0}. (17)

Врахувавши нерiвнiсть (17), оцiнимо модуль D(k) знизу

|D(k)| ≥ |D0|
2

·
( 1√

2

)n(n−1)

=
(√

2
)−n(n−1)−2|D0|, |k| ≥ D̃0

|D0|
. (18)

Отримана оцiнка є точною за k при |k| ≥ D̃0

|D0|
, оскiльки оцiнка зверху, яка випливає

iз зображення дискримiнанта D(k), вiдрiзняється лише сталою i має вигляд нерiвностi

|D(k)| ≤ 3

2
|D0|.

З оцiнки (18) випливає також, що D(k) ̸= 0, тобто скiнченнiсть множини K, оскiльки
вона мiститься у крузi радiуса D̃0/|D0|.

У формулi (14) залишається оцiнити зверху дроби
ek̃λl(k)t

µ− ek̃λl(k)T
. Для цього викорис-

таємо формули
∣∣ek̃λl(k)t∣∣ = ek̃Reλl(k)t ≤ max

{
1, ek̃Reλl(k)T

}
та k̃|Reλj| → ∞ при |k| → ∞.

Очевидно, що треба довести лише другу формулу.
З рiвностi 2Reλj(k)=λj(k) + λ̄j(k)=λj(k)−(−λ̄j(k)) i того, що −λ̄1(k), . . . ,−λ̄n(k) є

коренями многочлена P1k(λ) =
n∏

j=1

(λ+ λ̄j(k)) = λn +
n∑

j=1

(−1)−j¯̃bj(k)λ
n−j, отримаємо, що
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числа 2Reλj(k) є множниками результанта R(k) =
n∏

j=1

n∏
l=1

(λj(k)− (−λ̄l(k))) многочленiв

Pk та P1k. Цей результант дорiвнює такому визначнику:

R(k) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 b̃1(k) . . . b̃n−1(k) b̃n(k) 0 . . . 0

0 1 . . . b̃n−2(k) b̃n−1(k) b̃n(k) . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . b̃1(k) b̃2(k) b̃3(k) . . . b̃n(k)

1 −¯̃b1(k) . . . (−1)n−1¯̃bn−1(k) (−1)n¯̃bn(k) 0 . . . 0

0 1 . . . (−1)n−2¯̃bn−2(k) (−1)n−1¯̃bn−1(k) (−1)n¯̃bn(k) . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −¯̃b1(k) −¯̃b2(k) −¯̃b3(k) . . . (−1)n¯̃bn(k).

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Для довiльного j = 1, . . . , n оцiнимо модуль даного результанта зверху

|R(k)| ≤ 2n
2

(1 + 2A)n
2−1|Reλj(k)|.

Для оцiнки знизу подамо результант у виглядi

R(k) =
(k
k̃

)n2(
R0 +

R1

k
+
R2

k2
+ . . .+

Rn2

kn2

)
, k ̸= 0, (19)

де R0 дорiвнює такому визначнику:

R0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 an−1,1 . . . a1,n−1 a0,n 0 . . . 0

0 1 . . . a2,n−2 a1,n−1 a0,n . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . an−1,1 an−2,2 an−3,3 . . . 0

1 −ān−1,1 . . . (−1)n−1ā1,n−1 (−1)nā0,n 0 . . . 0

0 1 . . . (−1)n−2ā2,n−2 (−1)n−1ā1,n−1 (−1)nā0,n . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −ān−1,1 −ān−2,2 −ān−3,3 . . . (−1)nā0,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

i у випадку R0 ̸= 0 маємо добуток

R(k) =
R0

2

(k
k̃

)n2(
2 +

2

kR0

(
R1 +

R2

k
+ . . .+

Rn2

kn2−1

))
.

Якщо k ∈ Z i |k| ≥ R̃0

|R0|
, де R̃0 = 2(|R1|+ |R2|+ . . .+ |Rn2 |), то справджується нерiвнiсть

|R(k)| ≥ |R0|
2

( |k|
k̃

)n2

≥ (
√
2)−n2−2|R0|.

Оскiльки k̃ → ∞ у разi |k| → ∞ i

|Reλj(k)| ≥ 2−n2

(1 + 2A)1−n2 |R(k)| ≥ (
√
2)−3n2−2(1 + 2A)1−n2 |R0| > 0,

то k̃|Reλj(k)| → ∞, якщо |k| → ∞.
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Для шуканої оцiнки дробiв з експонентами у формулi (14) врахуємо знак Reλj(k).
Для Reλj(k) > 0 справджується рiвномiрна на [0, T ] оцiнка∣∣∣ ek̃λl(k)t

µ− ek̃λl(k)T

∣∣∣ ≤ ek̃Reλl(k)T∣∣µ− ek̃λl(k)T
∣∣ = ek̃Reλl(k)T

ek̃Reλl(k)T

∣∣∣ µ

ek̃λl(k)T
− 1

∣∣∣ = 1∣∣∣µe−k̃λl(k)T − 1
∣∣∣ ≤ 2

при k̃ ≥ M1

|R0|
i |k| ≥ R̃0

|R0|
, де M1 =

ln(2|µ|)
T

(
√
2)3n

2+2(1 + 2A)n
2−1.

Якщо ж Reλj(k) < 0, то аналогiчно∣∣∣ ek̃λl(k)t

µ− ek̃λl(k)T

∣∣∣ = 1∣∣µ− ek̃λl(k)T
∣∣ ≤ 2

|µ|

при k̃ ≥ M2

|R0|
i |k| ≥ R̃0

|R0|
, де M2 =

ln(2/|µ|)
T

(
√
2)3n

2+2(1 + 2A)n
2−1.

Отже, за двох умов k̃ ≥ max
(M1,M2)

|R0|
=

(
√
2)3n

2+2(1 + 2A)n
2−1

T |R0|
lnmax(2|µ|, 2/|µ|) i

|k| ≥ R̃0

|R0|
для виразу

∣∣∣ ek̃λl(k)t

µ− ek̃λl(k)T

∣∣∣ справджується нерiвнiсть

∣∣∣ ek̃λl(k)t

µ− ek̃λl(k)T

∣∣∣ ≤ 2max
(
1,

1

|µ|

)
. (20)

З врахуванням нерiвностей (14), (15), (18) i (20) маємо для всiх t ∈ [0, T ] оцiнку
розв’язку задачi (7), (5) та його похiдних

|w(r)
k (t)|2 ≤ C̃00

|D0|

n−1∑
j=0

|k̃|2(r−j)|φjk|2, k ∈ Z \K00, r = 0, 1, . . . , n, (21)

де C̃00 = C̃00(A, n, µ) > 0, K00 – множина цiлих чисел k, для яких справедлива нерiвнiсть

|k| ≤ max
( D̃0

|D0|
,
R̃0

|R0|

)
або нерiвнiсть k̃ ≤ max

(M1,M2)

|R0|
.

Для отримання подiбних оцiнок для vk(t) зобразимо розв’язок задачi (4), (8) у ви-
глядi

vk(t) =

∫ T

0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ, (22)

де Gk(t, τ) – функцiя Грiна задачi (7), (8). У квадратi KT = [0, T ]2 функцiї Gk(t, τ)

визначаються формулами:

Gk(t, τ) = gk(t, τ) +
1

2k̃n−1

n∑
j=1

ek̃λj(k)(t−τ)(µ+ ek̃λj(k)T )
n∏

q=1
q ̸=j

(
λj(k)− λq(k)

)
(µ− ek̃λj(k)T )

, k ∈ Z \K, (23)

де

gk(t, τ) =
sgn(t− τ)

2k̃n−1

n∑
j=1

ek̃λj(k)(t−τ)

n∏
q=1
q ̸=j

(
λj(k)− λq(k)

) . (24)
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Функцiя Грiна Gk(t, τ) iснує тодi i тiльки тодi, коли для всiх k ∈ Z виконується
умова µ− ek̃λj(k)T ̸= 0, j = 1, . . . , n.

Перепишемо формули (23) i (24) у виглядi

Gk(t, τ) =
1

2k̃n−1

n∑
j=1

ek̃λj(k)(t−τ)

n∏
q=1
q ̸=j

(
λj(k)− λq(k)

)(sgn(t− τ) +
µ+ ek̃λj(k)T

µ− ek̃λj(k)T

)
=

=
1

2k̃n−1

n∑
j=1

(
sgn(t− τ)(µ− ek̃λj(k)T) + µ+ ek̃λj(k)T

)
ek̃λj(k)(t−τ)

n∏
q=1
q ̸=j

(
λj(k)− λq(k)

)
(µ− ek̃λj(k)T )

=

=
1

2k̃n−1

n∑
j=1

∏
1≤r<q≤n

q,r ̸=j

(
λq(k)− λr(k)

)(
sgn(t− τ)(µ− ek̃λj(k)T) + µ+ ek̃λj(k)T

)
ek̃λj(k)(t−τ)

∏
1≤r<q≤n

(
λq(k)− λr(k)

)
(µ− ek̃λj(k)T )

=

=



1

k̃n−1

n∑
j=1

∏
1≤r<q≤n

q,r ̸=j

(
λq(k)− λr(k)

)
µek̃λj(k)(t−τ)

∏
1≤r<q≤n

(
λq(k)− λr(k)

)
(µ− ek̃λj(k)T )

, при t > τ ;

1

k̃n−1

n∑
j=1

∏
1≤r<q≤n

q,r ̸=j

(
λq(k)− λr(k)

)
ek̃λj(k)(t+T−τ)

∏
1≤r<q≤n

(
λq(k)− λr(k)

)
(µ− ek̃λj(k)T )

, при t < τ .

Оскiльки ∆j(k) =
∏

1≤r<q≤n
q,r ̸=j

(
λq(k) − λr(k)

)
– визначники порядку n − 1, що мають

обмеженi елементи, якi є степенями чисел λ1, . . . , λn, то

∆j(k) ≤ (n− 1)!(1 + 2A)(n−1)(n−2)/2. (25)

Знайдемо похiдну по t порядку r функцiї Грiна, r = 0, 1, . . . , n− 1,

∂rGk(t, τ)

∂tr
=



1

k̃n−1

n∑
j=1

∏
1≤r<q≤n

q,r ̸=j

(λq(k)− λr(k))µk̃
rλrj(k)e

k̃λj(k)(t−τ)

∏
1≤r<q≤n

(λq(k)− λr(k))(µ− ek̃λj(k)T )
, при t > τ ;

1

k̃n−1

n∑
j=1

∏
1≤r<q≤n

q,r ̸=j

(λq(k)− λr(k))k̃
rλrj(k)e

k̃λj(k)(t+T−τ)

∏
1≤r<q≤n

(λq(k)− λr(k))(µ− ek̃λj(k)T )
, при t < τ .

Iз нерiвностей (9), (18), (20), (25) випливає, що для майже всiх векторiв, складених
з коефiцiєнтiв рiвняння та параметра µ виконуються нерiвностi:∣∣∣∣∣∂rGk(t, τ)

∂tr

∣∣∣∣∣ ≤ Ĉk̃σ+r, (26)
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де σ ≥ 1− n, i стала

Ĉ =

{ √
2
n(n−1)+4

(n−1)!(1+2A)(n−1)(n−2)/2+rµmax
(
1, 1/|µ|

)
, при t>τ ;

√
2
n(n−1)+4

(n−1)!(1+2A)(n−1)(n−2)/2+r max
(
1, 1/|µ|

)
, при t<τ .

З формули (22) та нерiвностi (26) отримаємо наступну оцiнку:

|v(r)k (t)| ≤ Ĉk̃σ+r

∫ T

0

|fk(t)|dt, k ∈ Z \K00, r = 0, 1, . . . , n, (27)

де K00 – множина цiлих чисел k, для яких справедлива нерiвнiсть |k| ≤ max
( D̃0

|D0|
,
R̃0

|R0|

)
або нерiвнiсть k̃ ≤ max

(M1,M2)

|R0|
.

Пiднесемо обидвi частини нерiвностi до квадрату i одержимо:

|v(r)k (t)|2 ≤ C̃k̃2σ+2r

∫ T

0

|fk(t)|2dt, (28)

де додатна величина C̃ залежить вiд коефiцiєнтiв as0,s1 рiвняння (1) i параметра µ, а
також вiд чисел A та n.

Тодi одержимо формальне зображення розв’язку задачi (1), (2) у виглядi ряду:

u(t, z) =
∑
k∈Z

zk
( n∑

l=1

n−1∑
j=0

∆jl(k)

∆(k)

ek̃λl(k)t

µ− ek̃λl(k)T
k̃−jφjk +

∫ T

0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ
)
. (29)

Сформулюємо та доведемо теорему про єдинiсть розв’язку задачi (1), (2) у просторi
Hn

q (D).

Теорема 1. Для єдиностi розв’язку задачi (1), (2) у просторi Hn
q (D) необхiдно i дос-

татньо, щоб рiвняння (12) не мало розв’язкiв у цiлих числах m i k.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай задача (1), (2) у просторi Hn
q (D) має не бiльше одного

розв’язку. Якщо iснує розв’язок задачi (1), (2), тодi всi функцiї uk(t) знаходяться одно-
значно, тобто задача (4), (5) у просторi Cn[0;T ] для всiх k ∈ Z має єдиний розв’язок.

Отже, ∆(k) ·
n∏

l=1

(
µ− ek̃λl(k)T

)
̸= 0, якщо k ∈ Z \K, тобто µ ̸= ek̃λl(k)T для l = 1, . . . , n. Та-

ким чином, рiвняння (12) не має розв’язкiв у цiлих числах m i k. Аналогiчнi нерiвностi
отримуємо при k ∈ K.

Достатнiсть. Доведемо вiд супротивного. Нехай рiвняння (12) має розв’язок для

k∗, m∗. Тодi можна вважати, що λ1(k∗) =
lnµ− i2πm∗

k̃∗T
, а задача (4), (5) має розв’язок

ek̃
∗λ1(k)t = e(lnµ−i2πm∗)

t
T . Звiдси випливає, що задача (1), (2) у просторi Hn

q (D) якщо має,
то безлiч розв’язкiв.

Для фiксованих µ та T рiвняння (12) визначають злiченну кiлькiсть прямих у
просторi коефiцiєнтiв as0,s1 диференцiального рiвняння (1), а для фiксованих значень
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as0,s1 — злiченну кiлькiсть точок на площинi змiнної lnµ за фiксованого T , або злiчен-
ну кiлькiсть точок на осi змiнної T за фiксованого µ. Тому множини коефiцiєнтiв чи
параметрiв задачi (1), (2), для яких не виконуються умови єдиностi мають мiру нуль.

Зауважимо, що через вплив малих знаменникiв оцiнки (20) не справджуються у
випадку багатьох комплексних змiнних.

Сформулюємо теорему iснування розв’язку задачi (1), (2) у просторi Hn
q (D).

Теорема 2. Нехай виконуються умови D0R0 ̸= 0 i для всiх k ∈ K00 рiвняння (12) не має
розв’язкiв у цiлих числах m. Якщо φ0 ∈ Hq(S), φ1 ∈ Hq−1(S),. . . , φn−1 ∈ Hq−n+1(S) i
f ∈ H0

q+σ(D), де σ ≥ 1−n, то iснує лише один розв’язок задачi (1), (2), який належить до
простору Hn

q (D). Цей розв’язок неперервно залежить вiд правих частин φ0, φ1, . . . , φn−1

умов (2).

Доведення. Оскiльки для розв’язку u(t, z) задачi (1), (2) виконується (29), то u = w+v,
де w =

∑
k∈Zwk(t)z

k, v =
∑

k∈Z vk(t)z
k i

∥u∥2 ≤ 2∥w∥2 + 2∥v∥2.

З оцiнок (21), (28) випливає нерiвнiсть

∥u∥2Hn
q (D) ≤ C1

( n−1∑
j=0

∥φj∥2Hψ−j(S) + ∥f∥2H0
q+σ(D)

)
,

де C1 > 0 – стала, яка не залежить вiд функцiй φj i f , звiдки й випливає твердження
теореми.
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Надiйшло 17.10.2023

Ilkiv V.S., Strap N.I., Volianska I.I. Nonhomogeneous boundary value problem with nonlocal
conditions for a partial differential equation with the operator of the generalized differentiation,
Bukovinian Math. Journal. 11, 2 (2023), 127–140.

The article is devoted to investigation of non-local boundary value problem for nonhomoge-
neous partial differential equation with the operator of the generalized differentiation B = z ∂

∂z ,
which operate on function of scalar complex variable z. Problems with nonlocal conditions
for partial differential equations represent an important part of the present-day theory of di-
fferential equations. Particularly, this is due with the fact that these problems are models of
the propagation of heat, process of moisture transfer in capillary-porous environments, diffusi-
on of particles in the plasma, inverse problems, and also problems of mathematical biology.
One of the most important question of the general theory of partial differential equations is
the establishment of conditions for the correctness of boundary value problems. However, the
investigation of problems with nonlocal conditions for partial differential equations in bounded
domains connected with the problem of small denominators. This problem connected with
the fact, that the denominators of coefficients of the series, which represented the solutions of
nonlocal problems may be arbitrary small. Specific of the present work is the investigation of
a nonlocal boundary-value problem for nonhomogeneous partial differential equation with the
operator of the generalized differentiation B = z ∂

∂z , which operate on functions of one scalar
complex variable z. The considered problem in the case of many generalized differentiation
operators is incorrect in Hadamard sense, and its solvability depends on the small denomi-
nators that arise in the constructing of a solution. In the case of one scalar complex variable
we showed, that the problem is Hadamard correct. The conditions of correct solvability of the
nonlocal boundary value problem in Sobolev spaces are established. The uniqueness theorem
and existence theorem of the solution of problem in these spaces are proved.


