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ПОТОЧКОВI ОЦIНКИ РОЗВ’ЯЗКIВ РIВНЯНЬ ЗВАЖЕНОГО

ПОРИСТОГО СЕРЕДОВИЩА ТА ШВИДКОЇ ДИФУЗIЇ З

ВИКОРИСТАННЯМ ВАГОВИХ ПОТЕНЦIАЛIВ РIССА

Узагальнюється представлення Пуассона на випадок рiвняння пористого середовища
з вагою

v (x)ut − div(w(x)um−1∇u) = f(x, t) , u > 0 , m > 1

Вважаємо, що f ∈ L1(ΩT ) та v(x), w(x) > 0, v(x) ∈ A∞ , w(x) ∈ A2, де Ap , 1 < p < ∞
означає клас Макенхаупта.

Ключовi слова i фрази: вагове рiвняння пористого середовища, потенцiал Рiсса,
поточковi оцiнки.
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Дослiджуються розв’язки квазiлiнiйного параболiчного рiвняння, з дивергентною
формою головної частини

v (x)ut − div(w(x)um−1∇u) = f(x, t) , u ≥ 0 , m > 1 (1)

у областi ΩT = Ω×(0, T ). Вважаємо, що Ω− обмежена область у Rn, n ≥ 2, 0 < T < +∞.

Для функцiї f(x, t) будемо вважати, що f ∈ L1(ΩT ), а ваговi коефiцiєнти v(x), w(x) ≥ 0

належать до вiдповiдних класiв v(x) ∈ A∞ w(x) ∈ A2. Припускаємо, що w належить
до класу Макенхаупта Ap , 1 < p <∞ , якщо

sup
w(B)

|B|

(
1

|B|

∫
B

w− 1
p−1 (x) dx

)p−1

= Kp,w < +∞ , w(B) =

∫
B

wdx ,

де супремум береться за всiма кулями B ⊂ Rn. Тут ми говоримо, що v(x) ∈ A∞, якщо
iснує p0 > 1 таке, що v(x) ∈ Ap0 . Наступне наше припущення - це спiввiдношення мiж
v та w. Фiксуємо y ∈ Ω та R так, що B8R(y) ⊂ Ω i покладемо

ψy(r) := r2
v(Br(y))

w(Br(y))
, 0 < r ≤ R.
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Для формулювання наших результатiв нам також потрiбно означення вагового
параболiчного потенцiалу Рiсса. Для (x0, t0) ∈ ΩT для будь-яких ρ, θ > 0 визначимо
Qρ,θ(x0, t0) := Bρ(x0)× (t0 − θ, t0), QR,θ(x0, t0) b ΩT . Встановлюємо

Iv,w,f (x0, t0, R, θ) :=

∫ R

0

1

v(Bρ(x0))

∫∫
Qρ,θψx0 (ρ)(x0,t0)

|f(x, t)|dxdtdρ
ρ

(2)

У випадку, коли f залежить лише вiд просторової змiнної та θ = 1 потенцiал
Iv,w,f (x0, R, 1) зводиться до елiптичного вагового потенцiалу Рiсса

Iw,f (x0, R) :=

∫ R

0

ρ2

w(Bρ(x0))

∫
Bρ(x0)

|f(x)|dxdρ
ρ

що збiгається з ваговим потенцiалом Вольфа W f
w,2(x0, R),

де W f
w,p(x0, R) =

∫ R

0

(
ρp

w(Bρ(x0))

∫
Bρ(x0)

|f |dx
) 1
p−1 dρ

ρ
(детальнiше [3]). Перш нiж

сформулювати основнi результати, введемо означення узагальненого розв’язку
рiвняння (1).

Означення. Нехай m− = min(1,m), m+ = max(1,m). Тодi говоримо, що u є
невiд’ємний узагальнений розв’язок рiвняння (1), якщо 0 ≤ u ∈ Cloc(0, T ;L

1+m−

loc (Ω, v))

та u
m+m−

2
−1|∇u| ∈ L2

loc(0, T ;W
1,2
loc (Ω, v, w)) i для кожної компактної множини E ⊂ Ω та

для кожного пiдiнтервалу (t1, t2) ⊂ (0, T ) наступна тотожнiсть

∫
E

vuφdx

∣∣∣∣t2
t1

+

t1∫
t2

∫
E

(−vuφt + A(x, t, u,∇u)∇φ) dxdt =
t1∫

t2

∫
E

fφdxdt (3)

слушна для будь-якої тестової функцiї φ ∈ L2(0, T ;W 1,2
0 (E, v, w)), φ, φt ∈ L∞(E×(0, T )).

Наш основний результат формулюється наступним чином.

Теорема. Нехай u - невiд’ємний узагальнений розв’язок рiвняння (1) та нехай m > 1.

Тодi iснують додатнi константи λ0 ∈ (0, 1), c1, залежнi лише вiд даних, такi, що для
всiх λ ∈ (0, λ0), майже для всiх (x0, t0) ∈ ΩT i будь-якого цилiндра QR,θ(x0, t0) ⊂ ΩT

наступна нерiвнiсть має мiсце

u(x0, t0) ≤ c1

 1

v(BR(x0))ψx0(R)

∫∫
QR,θ(x0,t0)

vum+λdxdt


1

1+λ

+

+ c1

 1

w(BR(x0))ψx0(R)

∫∫
QR,θ(x0,t0)

wum+λdxdt


1

1+λ

+

+ c1

(
ψx0(R)

θ

) 1
m−1

+ c1Iv,w,f

(
x0, t0, c1R,

θ

ψx0(R)

)
. (4)
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Доведення Теореми (приведене у [5]) ґрунтується на вiдповiдних модифiкацiях
iтерацiйної технiки Де Джорджi [1], метода внутрiшнього масштабування (intrinsic
scaling) Дi Бенедетто [2], пiсля адаптацiї технiки Кiлпелайнен - Мали [3] до параболiчних
рiвнянь, сумiсно з iдеями [4].
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Problems related to the study of the properties of solutions of partial differential equations
have attracted the attention of many authors in recent decades. The main qualitative properties
of solutions of homogeneous linear elliptic equations of the second-order divergent type with
measurable coefficients without lower-order terms are already known from the results of De
Giorgi, Nash, and Moser. These results are generalized by Serrin, Ladyzhenska and Uraltseva,
Aronson and Serrin, and Trudinger for wide classes of elliptic and parabolic equations with
lower-order terms from the corresponding Lq-classes. Analogous results for evolution equations
with p−Laplacian appeared much later.

The first significant transition to the p−Laplace equation with the measure µ in the
right-hand side was achieved by Kilpelainen and Maly. They established point estimates of
the solutions in terms of the nonlinear Wolff potential. These results were later extended by
Trudinger and Wang and Laboutin to nonlinear and subelliptic quasilinear equations. Irregularly
elliptic and inhomogeneous parabolic equations without/or with singular lower terms have been
studied for a long time. The first results in this direction were obtained by Fabes, Kenig and
Separioni and Gutierrez for a weighted linear elliptic equation with weight representing A2 of
the Mackenhaupt class.

In recent decades, there has been a growing interest in parabolic and elliptic equations
due to their application in modeling nonlinear physical processes occurring in heterogeneous
media. Also, these equations are interesting because a general qualitative theory has not been
constructed for them. Among the researchers who obtained the first significant results, we note
Di Benedetto E., Bogelein V., Ivanov A. V., Duzaar F., Gianazza U., Vespri V..


