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ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ ДЛЯ СИСТЕМ

IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ НА ПIВОСI

Стаття присвячена вивченню задачi оптимального керування для системи iнтегро-
диференцiальних рiвнянь на пiвосi. В термiнах правих частин i функцiї iз критерiя якостi
отриманi достатнi умови iснування оптимальних керувань та оптимальних траєкторiй.

Доведення iснування базується на пiдходi компактностi iз видiленням мiнiмiзуючої
послiдовностi iз подiльшим граничним переходом у рiвняннi та критерiї якостi.
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Вступ

Системи iнтегро-диференцiальних рiвнянь є математичними моделями багатьох про-
цесiв природознавства: кiнетичне рiвняння Больцмана [1], [2], [3]. У багатьох iз них
присутнє керувння, що повинне мiнiмiзувати певнi функцiонали, пов’язанi iз динамi-
кою даних процесiв.

Саме отриманню достатнiх умов оптимальностi для систем iнтегро-диференцiальних
на пiвосi є присвячена дана робота. При цьому достатнi умови данi у термiнах правих
частин системи та критерiя якостi, що робить їх зручним для перевiрки.

Складнiсть дослiджень полягає у наступну: по-перше дана задача є задачею опти-
мального керування з нескiнченним горизонтом, що унеможливлює пряме застосування
критерiя компактностi типу теореми Арцелла-Асколлi. По-друге, задача розглядається
до моменту τ виходу розв’язку на межу областi. При цьому даний момент виходу сам
залежить вiд керування τ = τ(u). Тому, фактично розв’язком задачi є трiйка (u∗, x∗, τ ∗)

- оптимальне керування, оптимальна траєкторiя та оптимальний момент виходу. Зазна-
чимо, що частинним випадком задачi є задача оптимальної швидкодiї.

Основна iдея доведення iснування оптимального розв’язку задачi базується на пiд-
ходi компактностi та полягає у наступному:
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1) видiляється слабко збiжний мiнiмiзант;

2) видiляється сильно збiжна пiдпослiдовнiсть вiдповiдних траєкторiй;

3) обгрунтовуються граничнi переходи у рiвняннi та критерiї якостi.

Для системи звичайних диференцiальних рiвнянь подiбнi задачi вивчались в роботах
[4], для стохастичних у [5], для систем функцiонально-диференцiальних рiiвнянь в [6],
для iмпульсивних систем в [7]. Робота складається зi вступу та двох частин. У всту-
пi проведено огляд лiтератури за даною тематикою у загальних рисах описана сама
задача. У першiй частинi дана строга постановка задачi та сформульовано основний
результат. Доведенню основної теореми присвячено другу частину.

1 Постановка задачi та формулювання основного результату

Розглянемо задачу оптимального керування системою iнтегро-диференцiальних рiв-
нянь ẋ = f1(t, x) + f2(t, x)u(t) +

t∫
0

f3(t, s, x)u(s)ds,

x(0) = x0,

(1)

з критерiєм якостi

J(u) =

τ∫
0

e−γtL(t, x(t), u(t))dt → inf, (2)

де x0 ∈ D - фiксований вектор, t ∈ [0,∞), x ∈ D - фазовий вектор, D - деяка обмежена
область в Rd, ∂D - межа D, τ - момент виходу розв’язку x(t) на ∂D, u ∈ U ⊂ Rm -
вектор керування, U - опукла, замкнена множина в Rm i 0 ∈ U .

Нехай виконуються наступнi умови:

A) вектор-функцiя f1(t, x) : [0,∞)×D → Rd, матриця f2(t, x) : [0,∞)×D → Rd ×Rm

i матриця f3(t, s, x) : [0,∞) × [0,∞) × D → Rd × Rm - неперервнi за сукупнiстю
змiнних.

B) для функцiй f1(t, x), f2(t, x), f3(t, s, x) виконується умова Лiпшиця, тобто iснує та-
ка константа H > 0, що для будь-яких x1, x2 ∈ D, t ≥ 0 та u ∈ U виконуються
нерiвностi:

|f1(t, x1)− f1(t, x2)| ≤ H|x1 − x2|,

∥f2(t, x1)− f2(t, x2)∥ ≤ H|x1 − x2|, (3)

∥f3(t, s, x1)− f3(t, s, x2)∥ ≤ H|x1 − x2|,

Функцiї L(t, x, u), Lx(t, x, u) i Lu(t, x, u) є неперервними за сукупнiстю змiнних для
будь-яких t ∈ [0,∞), x ∈ D, u ∈ U i задовольняють наступнi умови:

1) L(t, x, u) ≥ 0 для t ∈ [0,∞), x ∈ D, та u ∈ U ;
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2) iснують такi константи C > 0 та p ≥ 2, що для будь-яких t ∈ [0,∞), x ∈ D, u ∈ U

виконується нерiвнiсть
L(t, x, u) ≤ C(1 + |u|p); (4)

3) iснує таке K > 0, що для будь-яких t ∈ [0,∞), x ∈ D, u ∈ U виконується

|Lx(t, x, u)|+ |Lu(t, x, u)| ≤ K(1 + |u|p−1); (5)

4) L(t, x, u) опукла по u для будь-яких фiксованих t ∈ [0,∞), x ∈ D

Керування u(t) вважаємо допустимим, якщо:

a1) u(t) ∈ Lp([0,∞]);

a2) u(t) ∈ U , при t ∈ [0,∞];

a3) iснує така стала C1 > 0, яка не залежить вiд u(t) з виконанням умови

∞∫
0

|u(t)|pdt ≤ C1;

a4) |J(u)| < ∞.

Множину допустимих керувань будемо називати допустимою для задачi (1),(2) по-
значатимемо її через V.

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 1. Нехай для системи (1) з критерiєм якостi (2) виконуються умови A), B)
та 1)-3). Тодi задача (1), (2) має розв’язок в класi допустимих керувань V , тобто iснує
оптимальне керування u∗(t), що мiнiмiзує критерiй якостi (2).

2 Доведення основного результату

Доведемо Теорему 1 сформульовану в першому роздiлi.

Доведення. Оскiльки критерiй якостi невiд’ємна величина, то iснує невiд’ємна нижня
грань m значень J(u), а отже, й послiдовнiсть допустимих керувань {un(t), n ≥ 1}
таких, що J(un) → m при n → ∞ монотонно. Тобто,

J(un) =

τn∫
0

e−γtL(t, xn(t), un(t))dt → m, n → ∞

де xn(t) - розв’язки системи (1), що вiдповiдають керуванням un(t), а τn - момент виходу
розв’язку xn(t) на границю D.

Множина U допустимих керувань непорожня, оскiльки 0 ∈ U та J [0] < ∞.
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Умова а3) гарантує слабку компактнiсть послiдовностi un(t). Тобто послiдовностi
un(t) слабко збiгається до границi u∗(t) ∈ Lp([0,∞)). Тодi за лемою Мазура знайдеться

опукла комбiнацiя bk(t) =
n(k)∑
i=1

αi(k)ui(t) елементiв ui(t) ∈ U(αi ≥ 0,
n(k)∑
i=1

αi = 1), що в Lp

маємо bk → u∗, k → ∞.
Отже, iснує майже всюди збiжна на [0,∞) за мiрою Лебега пiдпослiдовнiсть bkl , що

bkl(t) → u∗(t), l → ∞ для майже всiх t. Оскiльки U опукла та замкнена множина, то
n(k)∑
i=1

αiui(t) ∈ U майже для всiх t.

Для розв’язкiв xn(t), маємо iнтегральне представлення:

xn(t) = x0 +

t∫
0

[f1(t, xn(t)) + f2(t, xn(t))un(t) +

s∫
0

f3(s, σ, xn(s))u(σ)dσ]dt.

За функцiями xn побудуємо функцiї yn(t), що будуть визначатися на всю пiввiсь
[0,∞) наступним чином

yn(t) =

{
xn(t), t ∈ [0, τn),

xn(τn), t ≥ 0.
(6)

Виберемо довiльний момент часу T ∈ [0,∞) i зафiксуємо його. Оскiльки D - обме-
жена, то iснує A > 0, що при t ≥ 0 виконується нерiвнiсть

|yn(t)| ≤ A. (7)

Покажемо, що сiм’я функцiй yn(t) компактна на [0, T ]. Для цього в силу (7) достатньо
довести їх рiвностепеневу неперервнiсть. З нерiвностi Гельдера та умови А) для будь-
яких s1, s2 ∈ [0, τn] таких, що s1 < s2 маємо:

|yn(s1)− yn(s2)| = |xn(s1)− xn(s2)| = |
s2∫
s1

(f1(t, xn(t)) + f2(t, xn(t))un(t) +

+
t∫
0

f3(t, s, xn(t))un(s)ds)dt| ≤ M(s2 − s1) +M(s2 − s1)
1/q(

T∫
0

|un(t)|pdt)1/p +

+M(s2 − s1)T (
T∫
0

|un(t)|pdt)1/p, де 1/p+ 1/q = 1,

M = max{ sup
x∈D,t∈[0,T ]

|f1(t, x)|, sup
x∈D,t∈[0,T ]

∥f2(t, x)∥, sup
x∈D,t∈[0,T ]

∥f3(t, s, x)∥}

Якщо s1 < τn < s2 < T , тодi аналогiчно попередньому випадку, маємо:

|yn(s1)− yn(s2)| = |xn(s1)− xn(τn)| =
τn∫
s1

|f1(t, xn(t)) + f2(t, xn(t))un(t) +

+
t∫
0

f3(t, s, xn(t))un(s)ds)dt| ≤ M(τn−s1)+M(
τn∫
s1

|un(t)dt|)+M(τn−s1)T (
T∫
0

|un(t)|pdt)1/p ≤

≤ M(s2 − s1) +M(s2 − s1)
1/q∥un∥p +M(s2 − s1)T∥un∥p.

Якщо τn < s1 < s2 < T , то

|yn(s1)− yn(s2)| = |xn(τn)− xn(τn)|.
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Таким чином, встановлена рiвностепенева неперервнiсть функцiй yn(t) при t ∈ [0, T ].
Отже, можна видiлити пiдпослiдовнiсть послiдовностi {ykn(t), n ≥ 1} таку, що yn(t) →
y∗(t), n → ∞ рiвномiрно на вiдрiзку [0, T ].

Покажемо, що iснує пiдпослiдовнiсть функцiй ynn(t) яка збiгається поточково до фун-
кцiй y∗(t) для будь-якого t ∈ [0,∞).

Для T = 1 iснує пiдпослiдовнiсть {y1n(t), n ≥ 1} послiдовностi {yn(t), n ≥ 1} така, що

y1n ⇒ y∗1(t), для будь-якого t ∈ [0; 1]

Для T = 2 iснує пiдпослiдовнiсть {y2n(t), n ≥ 1} послiдовностi {y1n(t), n ≥ 1} така, що

y2n ⇒ y∗2(t), для будь-якого t ∈ [0; 2],

де y∗2(t) = y∗1(t), при t ∈ [0; 1].
Для T = 3 iснує пiдпослiдовнiсть {y3n(t), n ≥ 1} послiдовностi {y2n(t), n ≥ 1} така, що

y3n ⇒ y∗3(t), для будь-якого t ∈ [0; 3],

де y∗3(t) = y∗2(t), при t ∈ [0; 2].

...

Для будь-якого натурального N iснує пiдпослiдовнiсть {yNn (t), n ≥ 1} послiдовностi
{yN−1

n (t), n ≥ 1} така, що

yNn ⇒ y∗N(t), для будь-якого t ∈ [0;N ],

де y∗N(t) = y∗N−1(t), при t ∈ [0;N − 1].
Застосовуючи дiагональний метод iз даних послiдовностей видiлимо наступну пiд-

послiдовнiсть {ynn(t), n ≥ 1}

y11(t), y
2
2(t), y

3
3(t), ..., y

n
n(t), ...

Дана послiдовнiсть поточково збiгається до неперервної функцiї y∗(t) для будь-якого
t ∈ [0;∞).

Надалi для зручностi будемо позначимо послiдовностi як {yn(t), n ≥ 1}, а вiдповiдну
послiдовнiсть керувань як {un(t), n ≥ 1}.

Позначимо через τ ∗ момент першого виходу y∗(t) на границю ∂D, тобто

τ ∗ =

{
inf{t ≥ 0 : y∗(t) ∈ ∂D},
∞, якщо y∗(t) ∈ D, ∀t ≥ 0;

τn =

{
inf{t ≥ 0 : yn(t) ∈ ∂D},
∞, якщо yn(t) ∈ D, ∀t ≥ 0.

Покажемо, що τ ∗ ≤ lim
n→∞

inf τn. Припустимо, що це не так. Тодi

τ ∗ > lim
n→∞

inf τn = τ.

Розглянемо два випадки:
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1) Нехай τ ∗ < ∞. Виберемо довiльне T1 ∈ [0,∞) таке, що T1 ≥ τ ∗. На промiжку
[0, T1], yn(t) → y∗(t), n → ∞.

За теоремою про характеризацiю нижньої границi для довiльного δ > 0 множина
{n ∈ N|τn < τ + δ} є нескiнченною. Виберемо δ таким чином, щоб τ + δ < τ ∗. Тодi iснує
така пiдпослiдовнiсть {τnk

, nk ≥ 1} послiдовностi {τn, n ≥ 1}, що τnk
< τ + δ.

Виберемо момент t0 такий, що t0 ∈ (τ + δ, τ ∗), тодi ynk
(t0) = xnk

(τnk
) ∈ ∂D.

Iз рiвномiрної збiжностi yn(t) до y∗(t) на [0, T1] маємо, що для будь-якого ε > 0 iснує
N ∈ N, що для будь-яких nk ≥ N виконується наступна нерiвнiсть:

|y∗(t)− ynk
(t)| < ε.

Проте, якщо вибрати ε так, щоб 0 < ε < inf
υ∈∂D

|y∗(t0) − υ|, тодi для фiксованого

t0 ∈ (τ + δ, τ ∗)

|y∗(t0)− ynk
(t)| = |y∗(t0)− xnk

(τnk
)| > ε

Ми отримали протирiччя.
2) Нехай τ ∗ = ∞, а lim

n→∞
inf τn < ∞. Виберемо довiльне T2 ∈ [0,∞) таке, що

T2 > lim
n→∞

inf τn. Повторюючи роздуми попереднього випадку отримаємо протирiччя
з рiвномiрною збiжнiстю yn(t) → y∗(t) при n → ∞ на [0, T2].

Отже,
τ ∗ ≤ lim

n→∞
inf τn

Покладемо x∗(t) = y∗(t), при t ∈ [0, τ ∗], у випадку скiнченного τ ∗ i x∗(t) = y∗(t), при
t ∈ [0,∞) у випадку τ ∗ = ∞.

Покажемо, що x∗(t) є розв’язком системи (1), при всiх t до моменту його виходу на
границю областi, що вiдповiдає керуванню u∗(t).

Вiзьмемо довiльне t ∈ [0, τ ∗], у випадку τ ∗ < ∞ i t ∈ [0,∞) при τ ∗ = ∞. Виберемо
достатньо велике T ≥ 0, що для будь-якого такого t, yn(t) = xn(t) для досить великих
n. Оскiльки yn(t) → y∗(t), при n → ∞ рiвномiрно на [0, T ], то i xn(t) → x∗(t) при n → ∞
рiвномiрно по t ∈ [0, τ ∗1 ], де

τ ∗1 =

{
inf{t ∈ [0, T ] : x∗(t) ∈ ∂D},
T, якщо x∗(t) ∈ D \ ∂D, ∀t ≥ 0;

Оскiльки xn(t) - розв’язок системи (1), то маємо

xn(t) = x0 +
t∫
0

(f1(s, xn(s)) + f2(s, xn(s))un(s) +
s∫
0

f3(s, σ, xn(s))un(σ)dσ)ds =

= x0+
t∫
0

(f1(s, xn(s))+f2(s, xn(s))un(s)+
s∫
0

f3(s, σ, xn(s))un(σ)dσ)ds+
t∫
0

f2(s, xn(s))u
∗(s)ds−

−
t∫
0

f2(s, x
∗(s))un(s)ds+

t∫
0

f2(s, x
∗(s))un(s)ds+

t∫
0

f2(s, x
∗(s))un(s)ds−

t∫
0

f2(s, x
∗(s))un(s)ds+

+
t∫
0

s∫
0

f3(s, σ, xn(s))u
∗(σ)dσds−

t∫
0

s∫
0

f3(s, σ, xn(s))u
∗(σ)dσds+

t∫
0

s∫
0

f3(s, σ, x
∗(s))un(σ)dσds−

−
t∫
0

s∫
0

f3(s, σ, x
∗(s))un(σ)dσds+

t∫
0

s∫
0

f3(s, σ, x
∗(s))u∗(σ)dσds−

t∫
0

s∫
0

f3(s, σ, x
∗(s))u∗(σ)dσds =
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= x0 +
t∫
0

(f1(s, xn(s)) + f2(s, xn(s))u
∗(s) +

s∫
0

f3(s, σ, xn(s))u
∗(σ)dσ)ds+

t∫
0

(f2(s, xn(s))−

−f2(s, x
∗(s)))(un(s)− u∗(s))ds+

t∫
0

s∫
0

(f3(s, σ, xn(s)− f3(s, σ, x
∗(s)))(un(σ)− u∗(σ))dσds+

+
t∫
0

f2(s, x
∗(s))(un(s)− u∗(s))ds+

t∫
0

s∫
0

(f3(s, σ, x
∗(s))(un(σ)− u∗(σ))dσds.

Покажемо, що другий доданок в останнiй рiвностi прямує до нуля при n → ∞ iз
застосуванням нерiвностi Гельдера та нерiвностей (3), матимемо оцiнку

|
t∫
0

(f2(s, xn(s))− f2(s, x
∗(s)))(un(s)− u∗(s))ds ≤

≤ (
t∫
0

|f2(s, xn(s))− f2(s, x
∗(s))|qds)

1
q (

t∫
0

|un(s)− u∗(s)|pds)
1
p ≤

≤ (
t∫
0

[H|xn(s)− x∗(s)|]qds)1/q∥un(t)− u∗(t)∥p → 0, n → ∞, при t ∈ [0, τ ∗1 ],

в силу теореми Лебега (оскiльки xn(t) → x∗(t) при n → ∞ рiвномiрно по t ∈ [0, τ ∗1 ] i
[H|xn(t)− x∗(t)|]q ≤ [H(|xn(t)|+ |x∗(t)|)]q < ∞ є iнтегровною на t ∈ [0, τ ∗1 ]).

Аналогiчнi мiркування проведемо i для третього iнтеграла, матимемо

|
t∫
0

s∫
0

(f3(s, σ, xn(s))− f3(s, σ, x
∗(s)))(un(σ)− u∗(σ))dσds| ≤

≤ (
t∫
0

s∫
0

|f3(s, σ, xn(s))− f3(s, σ, x
∗(s))|q)dσds)

1
q (

t∫
0

s∫
0

|un(σ)− u∗(σ)|pdσds)
1
p =

= ∥un(t)− u∗(t)∥p(
t∫
0

s∫
0

|f3(s, σ, xn(s))− f3(s, σ, x
∗(s))|q)1/qdσds ≤

(
t∫
0

s∫
0

[H|xn(s)− x∗(s)|]qdσds∥un(t)− u∗(t)∥p → 0, n → ∞ при t ∈ [0, τ ∗1 ],

в силу теореми Лебега (оскiльки xn(t) → x∗(t) при n → ∞ рiвномiрно по t ∈ [0, τ ∗1 ] i
[H|xn(t)− x∗(t)|]q ≤ [H(|xn(t)|+ |x∗(t)|)]q < ∞ є iнтегровною на t ∈ [0, τ ∗1 ]).

Четвертий iнтеграл
t∫
0

f2(s, x
∗(s))(un(s)− u∗(s))ds прямує до нуля в силу слабкої збi-

жностi un(t) до u∗(t), при n → ∞.
Прямування останнього iнтегралу до нуля випливає з теореми Лебега про мажо-

ровану збiжнiсть i з використанням означення слабкої збiжностi un(t) до u∗(t), при
n → ∞.

Аналогiчними мiркуваннями отримуємо, що в силу теореми Лебега перший iнтеграл
прямує до виразу

t∫
0

(f1(s, x
∗(s)) + f2(s, x

∗(s))u∗(s) +

s∫
0

f3(s, σ, x
∗(s))u∗(σ)dσ)ds,

при n → ∞.
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Отже, граничним переходом при n → ∞ отримуємо

x∗(t) = x0 +

t∫
0

(f1(s, x
∗(s)) + f2(s, x

∗(s))u∗(s) +

s∫
0

f3(s, σ, x
∗(s))u∗(σ)dσ)ds, (8)

для будь-якого t ∈ [0, τ ∗1 ].
Звiдси отримаємо, що x∗(t) - розв’язок системи (1), що вiдповiдає керуванню u∗(t)

при t ∈ [0, τ ∗1 ].
Оскiльки момент часу T вибраний довiльним чином, то маємо, що x∗(t) є розв’язком

системи (1), що вiдповiдає керуванню u∗(t), при t ≥ 0, до моменту виходу розв’язку на
границю областi.

Так як до цього моменту xn(t) спiвпадають з yn(t), то послiдовностi {xn(t), n ≥ 1}
збiгається поточково до x∗(t) для будь-якого t ∈ [0, τ ∗1 ].

Залишилось довести, що керування u∗(t) є оптимальним.
Розглянемо два випадки:
2) Нехай x∗(τ ∗) ∈ ∂D.
Оскiльки L(t, x, ·)- опукла, то виконується нерiвнiсть

e−γt(L(t, x∗(t), υ(t)) ≥ (e−γt(L(t, x∗(t), u∗(t)) + (υ(t)− u∗(t)) ∗ e−γt(Lυ(t, x
∗(t), u∗(t)),

υ ∈ U, t ∈ [0, τ ∗].
Покладемо υ = un(t), тодi маємо оцiнку

τ∗∫
0

e−γt(L(t, x∗(t), un(t))dt ≥
τ∗∫
0

e−γtL(t, x∗(t), u∗(t))dt+

+

τ∗∫
0

(un(t)− u∗(t)) ∗ e−γtLu(t, x
∗(t), u∗(t))dt.

(9)

Розглянемо окремо другий iнтеграл. Застосовуючи нерiвностi (5) та Гельдера маємо

|
τ∗∫
0

(un(t)− u∗(t)) ∗ e−γtLu(t, x
∗(t), u∗(t))dt| ≤ K

τ∗∫
0

|un(t)− u∗(t)| ∗ e−γt(1 + |u∗(t)|p−1)dt ≤

K
τ∗∫
0

|un(t)− u∗(t)| ∗ e−γtdt+K
τ∗∫
0

|un(t)− u∗(t)| ∗ e−γt|u∗(t)|p−1 ≤

K(
τ∗∫
0

|un(t)− u∗(t)|pdt)1/p(
τ∗∫
0

(e−γt)qdt)1/q +K(
τ∗∫
0

|un(t)− u∗(t)|pdt)1/p(
τ∗∫
0

|u∗(t)|(p−1)qdt)1/q =

K∥un(t)− u∗(t)∥p ∗ ((
τ∗∫
0

e−γt)qdt)1/q + ∥u∗(t)∥p−1
p ) → 0, при n → ∞.

Отже, переходячи до нижньої границi в (7) отримаємо

lim
n→∞

τ∗∫
0

e−γtL(t, x∗(t), un(t))dt ≥
τ∗∫
0

e−γtL(t, x∗(t), u∗(t))dt (10)

Розглянемо також вираз
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|
τ∗∫
0

e−γt[L(t, xn(t), un(t))− L(t, x∗(t), un(t))]dt| = |
τ∗∫
0

e−γt
1∫
0

Lx(t, (1− λ)xn(t) +

λx∗(t), un(t))|xn(t)− x∗(t)|dλdt ≤ |
τ∗∫
0

e−γtK(1 + |un(t)|p−1)|xn(t)− x∗(t)|dt ≤

K(
τ∗∫
0

e−γt|xn(t)− x∗(t)|dt+
τ∗∫
0

e−γt|un(t)|p−1|xn(t)− x∗(t)|dt) ≤

K(
τ∗∫
0

e−γt|xn(t)− x∗(t)|dt+ (
τ∗∫
0

|un(t)|pdt)1/q(
τ∗∫
0

(e−γt)p|xn(t)− x∗(t)|pdt)1/p).

Iз поточкової збiжностi xn(t) до x∗(t), при t ≥ 0 та теореми Лебега про мажоровану
збiжнiсть маємо, що дана величина прямує до 0, при n → ∞. Розглянемо наступну
величину

τ∗∫
0

e−γtL(t, xn(t), un(t))dt+
τ∗∫
0

e−γtL(t, x∗(t), unk
(t))dt−

τ∗∫
0

e−γtL(t, x∗(t), unk
(t))dt+

τ∗∫
0

e−γtL(t, x∗(t), u∗(t))dt−
τ∗∫
0

e−γtL(t, x∗(t), u∗(t))dt =
τ∗∫
0

e−γt[L(t, xn(t), un(t))−

L(t, x∗(t), un(t))]dt+
τ∗∫
0

e−γt[L(t, x∗(t), un(t))−L(t, x∗(t), u∗(t))]dt+
τ∗∫
0

e−γt[L(t, x∗(t), u∗(t))dt

Перший iнтеграл в правiй частинi нерiвностi прямує до 0 при n → ∞, а другий
iнтеграл бiльший чи рiвний (10), отже маємо:

lim
n→∞

τ∗∫
0

e−γtL(t, xn(t), un(t))dt ≥
τ∗∫
0

e−γtL(t, x∗(t), u∗(t))dt

Або

J(u∗) ≤ lim
n→∞

inf
τ∗∫
0

e−γtL(t, xn(t), un(t))dt ≤ lim
n→∞

J(un(t)).

Оскiльки

inf
u∈U

J(u) ≤ J(u∗) ≤ lim
n→∞

inf J(un) = m,

то

J(u∗) = m.

Отже, u∗(t) - оптимальне керування.
2) Нехай тепер τ ∗ = ∞ i x∗(t) ∈ D \ ∂D, t ≥ 0.
Спочатку покажемо, що функцiя e−γtL(t, x∗(t), un(t)) iнтегровна на [0,∞)

∞∫
0

e−γt|L(t, x∗(t), un(t))|dt ≤
∞∫
0

e−γt|(L(t, x∗(t), un(t))− L(t, x∗(t), 0)|dt+
∞∫
0

e−γt|L(t, x∗(t), 0)|dt ≤
∞∫
0

e−γt
1∫
0

Lu(t, x
∗(t), λun(t))|un(t)|dλdt+ C

∞∫
0

e−γt(1 + |un(t)|p)dt ≤

K
∞∫
0

e−γt(1 + |un(t)|p−1)|un(t)|dt+ C
∞∫
0

e−γtdt ≤ K
∞∫
0

e−γt|un(t)|dt+K
∞∫
0

e−γt|un(t)|pdt+

C
∞∫
0

e−γtdt ≤ K(
∞∫
0

(e−γt)qdt)1/q(
∞∫
0

|un(t)|pdt)1/p+K
∞∫
0

|un(t)|pdt+ C
∞∫
0

e−γtdt < ∞
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Отже, функцiя L(t, x∗(t), un(t)) - iнтегровна на [0,∞)

Оскiльки L(t, x, ·) - опукла, то виконується нерiвнiсть

e−γtL(t, x∗(t), υ(t)) ≥ e−γtL(t, x∗(t), u∗(t)) + (υ(t)− u∗(t))e−γtLυ(t, x
∗(t), u∗(t)),

υ(t) ∈ V, t ∈ [0,∞)

Покладемо υ(t) = un(t), тодi
∞∫
0

e−γtL(t, x∗(t), un(t))dt ≥
∞∫
0

e−γtL(t, x∗(t), u∗(t))dt+

+

∞∫
0

(un(t)− u∗(t))e−γtLu(t, x
∗(t), u∗(t))dt

(11)

Оскiльки

(
∞∫
0

(e−γt)qLq
u(t, x

∗(t), u∗(t))dt)1/q ≤ (Kq
∞∫
0

(e−γt)q(1 + |u∗(t)|p−1)qdt)1/q ≤

2q−1K(
∞∫
0

(e−γt)qdt+
∞∫
0

|u∗(t)|pdt)1/q < ∞,

то другий iнтеграл в нерiвностi (11) прямує до 0, при n → ∞, в силу слабкої збiжностi
unk

(t) до u∗(t). Отже,

lim
n→∞

∞∗∫
0

e−γtL(t, x∗(t), unk
(t))dt ≥

∞∫
0

e−γtL(t, x∗(t), u∗(t))dt (12)

Розглянемо також величину

|
∞∫
0

e−γt[L(t, xn(t), un(t))− L(t, x∗(t), un(t))]dt| =
∞∫
0

e−γt

1∫
0

Lx(t, (1− λ)xn(t)+

+λx∗(t), un(t))|xn(t)− x∗(t)|dλdt ≤ |
∞∫
0

e−γtK(1 + |un(t)|p−1)|xn(t)− x∗(t)|dt ≤

≤ K(

∞∫
0

e−γt|xn(t)− x∗(t)|dt+
∞∫
0

e−γt|un(t)|p−1|xn(t)− x∗(t)|dt) ≤ (13)

≤ K(

∞∫
0

e−γt|xn(t)− x∗(t)|dt+ (

∞∫
0

|un(t)|pdt)1/q(
∞∫
0

(e−γt)p|xn(t)− x∗(t)|pdt)1/p).

Iз поточкової збiжностi xn(t) до x∗(t), при t ≥ 0 та теореми Лебега про мажоровану
збiжнiсть маємо, що дана величина прямує до 0, при n → ∞.

J(un) =

∞∫
0

e−γtL(t, xn(t), un(t))dt =

∞∫
0

e−γt[L(t, xn(t), un(t))− L(t, x∗(t), un(t))]dt+
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+

∞∫
0

e−γt[L(t, x∗(t), un(t))− L(t, x∗(t), u∗(t))]dt+

∞∫
0

e−γtL(t, x∗(t), u∗(t))dt

Використовуючи (12) та (13) з останньої рiвностi отримуємо

lim
n→∞

inf J(un(t)) ≥ J(u∗).

Оскiльки

inf
u∈U

J(u) ≤ J(u∗) ≤ lim
n→∞

inf J(un(t)) = m,

то
J(u∗) = m.

Отже, u∗(t) - оптимальне керування.
Теорему доведено.
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This article is devoted to exploring the optimal control problem for a system of integro-
differential equations on the infinite interval. Sufficient conditions for the existence of optimal
controls and trajectories have been obtained in terms of right-hand sides and the quality cri-
terion function.
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Integro-differential equation systems are the mathematical models for many natural science
processes, such as those in fluid dynamics and kinetic chemistry, among others. Many of these
equations have the control that minimizing specific functionals related to the dynamics of these
processes.

This work specifically focuses on deriving sufficient optimality conditions for
integro-differential systems on the half-axis. The complexity of the research is in the following
aspects: Firstly, the problem at hand involves optimal control with an infinite horizon, which
makes the direct application of compactness criteria like the Arzela-Ascoli theorem impossible.
Secondly, the problem is considered up to the moment τ when the solution reaches the boundary
of the domain. This reach moment depends on the control τ = τ(u). Hence, the solution to the
problem is essentially represented by the triplet (u∗, x∗, τ∗) — the optimal control, the optimal
trajectory, and the optimal exit time. We note that a particular case of this problem is the
problem of optimal speed.

The main idea of proving the existence of an optimal solution relies on a compactness
approach and involves the following steps: identifying a weakly convergent minimizing sequence
of admissible controls, extracting a strongly convergent subsequence of corresponding trajectori-
es, and justifying boundary transitions in equations and the quality criterion.

The work provides a problem statement, formulates, and proves the main result.


