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КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ БАГАТОЧЛЕННОГО ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО

РIВНЯННЯ ДРОБОВОГО ПОРЯДКУ З ПОХIДНОЮ КАПУТО

Дослiджено лiнiйну крайову задачу для багаточленного диференцiального рiвняння
дробового порядку з похiдною Капуто. У випадку спiвмiрних порядкiв похiдної, викори-
стовуючи апарат теорiї псевдообернених матриць, встановлено необхiднi та достатнi умови
розв’язностi та знайдено загальний вигляд розв’язку поставленої задачi.
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Вступ

Останнi пiвстолiття усе бiльшої ваги набувають рiзноманiтнi мiждисциплiнарнi до-
слiдження. Поява нових алгоритмiв моделювання явищ реального свiту стала поштов-
хом до розвитку широкого кола математичних дисциплiн, однiєю з яких є теорiя iн-
тегро-диференцiювання дробового порядку. На сьогоднi iснують рiзнi пiдходи до ви-
значення дробових похiдних. Дробовi похiднi Рiмана–Лiувiлля [14], Капуто [4], Вейля
[17], узагальненi дробовi похiднi [13] та iншi завдяки своїм особливостям мають рiзнi
областi застосувань. Наприклад, використання дробової похiдної Капуто [4], що була
введена також незалежно один вiд одного Герасiмовим [11] та Джрбашяном i Нерсе-
сяном [9], дозволяє описувати процеси iз пам’яттю [15, с. 90], [7, с. 87]. Той факт, що
похiдна Капуто вiд константи дорiвнює нулю, а початкова задача для диференцiаль-
них рiвнянь iз такою похiдною визначається лише похiдними цiлого порядку, дозволяє
ефективно використовувати таку похiдну для узагальнення вiдомих ранiше моделей на
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основi звичайних диференцiальних рiвнянь. Зокрема, узагальненням звичайного дифе-
ренцiального рiвняння n-го порядку є багаточленне або n-членне диференцiальне рiв-
няння дробового порядку, тобто рiвняння у якому фiгурують n рiзних диференцiальних
операторiв дробового порядку αk, k = 1, n. Класичними прикладами таких рiвнянь, що
мають практичне застосування, є рiвняння Беглi–Торвiка (Bagley–Torvik), рiвняння Ба-
сета (Basset) [7, с. 167], моделi в’язко-пружних матерiалiв [1, с. 52]. Рiзним напрямкам
теорiї багаточленних дробових диференцiальних рiвнянь присвячено, зокрема, публiка-
цiї [8, 6, 10, 7, 5, 16] та iн.

Як вiдомо [15, 7], диференцiальнi оператори Капуто, на вiдмiну вiд звичайної по-
хiдної, не утворюють напiвгрупу та не володiють властивiстю комутативностi. Тому, на
вiдмiну вiд класичної теорiї диференцiальних рiвнянь, одне n-членне диференцiальне
рiвняння дробового порядку з похiдною Капуто не завжди можна звести до еквiвалент-
ної системи диференцiальних рiвнянь, що мiстять лише один оператор дробового поряд-
ку. Це можна зробити лише у окремих випадках, наклавши певнi обмеження на числа
αk, k = 1, n. У данiй роботi ми зупинимося на розглядi одного iз таких випадкiв, а саме
випадку спiвмiрних (commensurate) порядкiв, тобто, коли αi/αj ∈ Q, i, j ∈ {1, 2, . . . n}
[7, с. 168]. Дослiджується питання iснування та конструктивної побудови розв’язку не-
терової крайової задачi для багаточленного диференцiального рiвняння дробового по-
рядку з похiдною Капуто. Для цього, використовуючи описаний у [7, с. 169] алгоритм,
багаточленне диференцiальне рiвняння зводиться до системи одночленних рiвнянь, що
дозволяє використати результати, отриманi у [2].

1 Постановка задачi.

Розглядається лiнiйна крайова задача для багаточленного диференцiального рiвня-
ння дробового порядку

CDαn
a+x(t) +

n−1∑
k=1

ak(t)
CDαk

a+x(t) + an(t)x(t) = f(t), (1)

lx(·) = q, (2)

де 1 ≥ αn > αn−1 > . . . > α1 > 0, αi/αj ∈ Q, i, j ∈ {1, 2, . . . n}, CDαk
a+ — лiвосторон-

нi похiднi Капуто, ak(t) ∈ C[a, b], k = 1, n, f(t) ∈ C[a, b], l = col
(
l1, l2, . . . , lp

)
:

C[a, b] → Rp — обмежений лiнiйний векторний функцiонал, lν : C[a, b] → R, ν = 1, p,
q = col

(
q1, q2, . . . , qp

)
∈ Rp.

2 Означення та допомiжнi твердження

Наведемо спочатку деякi означення та твердження з теорiї iнтегро-диференцiювання
дробового порядку, бiльш детально з якими можна ознайомитися, зокрема, у роботах
[15, 7]. Вiдмiтимо, що у данiй роботi ми розглядатимемо лише лiвостороннi дробовi
iнтеграли та похiднi i надалi слово “лiвостороннi” будемо опускати.
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Означення 1. [7, с. 9] Функцiя Γ : (0,∞) → R, вигляду

Γ(x) =

∞∫
0

tx−1e−tdt,

називається Гамма–функцiєю Ейлера або iнтегралом Ейлера другого роду.

Означення 2. [15, с. 65], [7, с. 13] Нехай α ∈ R+. Оператор Iαa+x(t) визначений на
L1[a, b] спiввiдношенням

Iαa+x(t) =
1

Γ(α)

t∫
a

x(s)ds

(t− s)1−α
,

для a ≤ t ≤ b, називається дробовим iнтегралом Рiмана–Лiувiлля порядку α.

Розглянемо простiр ACm[a, b] неперервно диференцiйовних до m − 1 порядку фун-
кцiй, таких що їх (m− 1)-ша похiдна є абсолютно неперервною функцiєю.

Означення 3. [4], [15, с. 79], [7, с. 49] Нехай x ∈ ACm[a, b]. Дробовою похiдною Капуто
CDα

a+x(t) порядку α ∈ R+ функцiї x(t) називається вираз

CDα
a+x(t) =

1

Γ(m− α)

t∫
a

x(m)(s)ds

(t− s)α−m+1
= Im−α

a+ Dmx(t),

де m = ⌈α⌉, D = d/dt.

Зокрема, при 0 < α < 1 похiдна Капуто має вигляд

CDα
a+x(t) =

1

Γ(1− α)

t∫
a

x′(s)ds

(t− s)α
= I1−α

a+ Dx(t),

а при α = n ∈ N0 спiвпадає iз звичайною похiдною, тобто

CDα
a+x(t) = x(n)(t).

Теорема 1. [7, с. 170] Розглянемо початкову задачу для багаточленного диференцiаль-
ного рiвняння дробового порядку

CDαn
a+x(t) = f(t, x(t), CDα1

a+x(t),
CDα2

a+x(t), . . . ,
CD

αn−1

a+ x(t)), (3)

x(a) = xa, (4)

у якiй 1 ≥ αn > αn−1 > . . . > α1 > 0, αi/αj ∈ Q, i, j ∈ {1, 2, . . . n}. Позначимо α̃j :=

αj/α1, j = 1, n, γ := α1/M̃ , N := M̃αn/α1, де M̃ — найменше спiльне кратне знаменникiв
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чисел α̃j. Тодi задача (3), (4) еквiвалентна початковiй задачi для системи одночленних
диференцiальних рiвнянь дробового порядку

CDγ
a+x0(t) = x1(t),

CDγ
a+x1(t) = x2(t),

... (5)
CDγ

a+xN−2(t) = xN−1(t),
CDγ

a+xN−1(t) = f(t, x0(t), xα1/γ(t), . . . , xαn−1/γ(t)),

xj(a) =

{
xa, j = 0;
0, j ̸= 0

(6)

у наступному сенсi:
1) якщо вектор-функцiя y(t) := col

(
x0(t), x1(t), . . . , xN−1(t)

)
, x0(t) ∈ C1[a, b] при

деякому b > 0 є розв’язком задачi (5), (6), то функцiя x(t) := x0(t) є розв’язком задачi
(3), (4);

2) якщо функцiя x(t) ∈ C1[a, b] є розв’язком задачi (3), (4), то вектор-функцiя
y(t) := col

(
x0(t), x1(t), . . . , xN−1(t)

)
= col(x(t), CDγ

a+x(t),
CD2γ

a+x(t), . . . ,
CD

(N−1)γ
a+ x(t))

є розв’язком задачi (5), (6).

3 Критерiй розв’язностi крайової задачi (1), (2)

Розглянемо питання iснування та конструктивної побудови розв’язку поставленої
задачi (1), (2). Згiдно теореми 1, рiвняння (1) є еквiвалентним системi одночленних
диференцiальних рiвнянь дробового порядку

CDγ
a+y(t) = H(t)y(t) + p(t), (7)

у якiй

y(t) = col
(
x0(t), x1(t), . . . , xN−1(t)

)
, p(t) = col

(
0, 0, . . . , f(t)

)
,

H(t) =


h11(t) h12(t) . . . h1N(t)

h21(t) h22(t) . . . h2N(t)
...

... . . . ...
hN1(t) hN2(t) . . . hNN(t)

 , hij(t) =


1, i = 1, N − 1, j = i+ 1;
−an(t), i = N, j = 1;
−aαk/γ(t), i = N, j = αk/γ;
0, iнше.

Отже, ми можемо перейти вiд вивчення багаточленного диференцiального рiвняння
(1) до вивчення системи одночленних диференцiальних рiвнянь (7), розв’язок якої мо-
жна побудувати використавши результати роботи [2]. Загальний розв’язок системи (7)
має вигляд

y(t) = Y (t)c+ y(t) ∀c ∈ RN ,

де Y (t) — фундаментальна (N × N)-вимiрна матриця однорiдної системи (7), стовпцi
якої утворюють фундаментальну систему розв’язкiв цiєї системи, а y(t) — частинний
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розв’язок неоднорiдної системи (7), який шукається як розв’язок системи лiнiйних рiв-
нянь Вольтерра другого роду

y(t) = g(t) +

t∫
a

K(t, s)y(s)ds, (8)

g(t) =
1

Γ(γ)

t∫
a

p(s)

(t− s)1−γ
ds, K(t, s) =

H(s)

Γ(γ)(t− s)1−γ
. (9)

Система (8) iз необмеженим ядром K(t, s) (9) є еквiвалентною системi з iнтегральним
оператором iз сумовним з квадратом ядром Km(t, s), 2mγ > 1 [12]

y(t) = gm(t) +

t∫
a

Km(t, s)y(s)ds, (10)

gm(t) = g(t) +
m−1∑
l=1

t∫
a

Kl(t, s)g(s)ds,

Km+1(t, s) =

t∫
s

K(t, ξ)Km(ξ, s)dξ, K1(t, s) = K(t, s), m ∈ N.

Система (10) рiвносильна операторному рiвнянню в просторi ℓ2

Λz = g, (11)

де вектори z, g та блочна матриця Λ мають вигляд

z = col
(
y1, y2, . . . , yi, . . .

)
, g = col

(
g1, g2, . . . , gi, . . .

)
,

Λ =


Λ11 Λ12 . . . Λ1i . . .

Λ21 Λ22 . . . Λ2i . . .
...

... . . . ...
...

Λi1 Λi2 . . . Λii . . .
...

... . . .
... . . .

 , Λij =

{
IN − Aij, i = j;
−Aij, i ̸= j,

yi =

b∫
a

y(t)φi(t)dt, gi =

b∫
a

gm(t)φi(t)dt, i = 1,∞,

Aij =

b∫
a

t∫
a

Km(t, s)φi(t)φj(s)dtds, i, j = 1,∞,

IN — одинична матриця розмiрностi N , {φi(t)}∞i=1 — повна ортонормальна система фун-
кцiй в L2[a, b].
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Оскiльки оператор Λ : ℓ2 → ℓ2 є рiзницею одиничного оператора I : ℓ2 → ℓ2 та цiлком
неперервного вольтерiвського оператора A : ℓ2 → ℓ2, то PΛ = PΛ∗ = 0, Λ+ = Λ−1. Отже,
згiдно [3], рiвняння (11) має єдиний розв’язок вигляду z = Λ−1g, а, згiдно теореми
Рiса–Фiшера, вектор-функцiя y(t) = col

(
y0(t), y1(t), . . . , yN−1(t)

)
, яка визначається

спiввiдношенням

y(t) =
∞∑
i=1

yiφi(t) = Φ(t)z = Φ(t)Λ−1g,

де Φ(t) =
(
φ1(t), φ2(t), . . . φi(t), . . .

)
, є розв’язком системи рiвнянь (8).

Отже, загальний розв’язок рiвняння (1) має вигляд

x(t) = x0(t) = Y1(t)c+ y0(t) ∀c ∈ RN , (12)

де Y1(t) — перший рядок матрицi Y (t).
Повернемося тепер до розгляду питання iснування та структури розв’язку крайової

задачi (1), (2). Пiдставивши (12) в умову (2), отримаємо систему алгебраїчних рiвнянь
вiдносно параметра c

Qc = b, (13)

де (p×N)-вимiрна матриця Q та p-вимiрний вектор b мають вигляд

Q = (lY1)(·), b = q − (ly0)(·).

Згiдно критерiю розв’язностi системи рiвнянь (13) [3], така константа c iснує тодi i
тiльки тодi, коли виконується умова

PQ∗
d1
b = 0, d1 = p− rank Q (14)

та має вигляд
c = PQd2

cd2 +Q+b ∀cd2 ∈ Rd2 , d2 = N − rank Q. (15)

Тут PQd2
(PQ∗

d1
) — (N × d2)((d1 × p))-вимiрна матриця, що складається iз повної си-

стеми d2(d1) лiнiйно незалежних стовпчикiв(рядкiв) матрицi-проєктора PQ(PQ∗), Q+ —
(N × p)-вимiрна матриця, що є псевдооберненою (за Муром-Пенроузом) до матрицi Q.
Пiдставляючи (15) в (12), отримаємо загальний розв’язок крайової задачi (1), (2)

x(t) = Y1(t)PQd2
cd2 + Y1(t)Q

+b+ y0(t) ∀cd2 ∈ Rd2 . (16)

Отже, справедливе твердження:

Теорема 2. Однорiдна крайова задача (1), (2) (f(t) = 0, q = 0) має d2-параметричну
сiм’ю розв’язкiв

x(t) = Y1(t)PQd2
cd2 ∀cd2 ∈ Rd2 .

Неоднорiдна крайова задача (1), (2) є розв’язною тодi i тiльки тодi, коли виконуються
d1 лiнiйно незалежних умов (14) i має d2-параметричну сiм’ю розв’язкiв x ∈ C1[a, b]

вигляду (16).

Зауваження 1. Використаний нами алгоритм зведення багаточленного диференцiаль-
ного рiвняння (1) до системи одночленних рiвнянь (7) застосовний також у випадку
αj ∈ Q, j = 1, n, αn > αn−1 > . . . > α1 > 0, αj − αj−1 ≤ 1, 0 < α1 ≤ 1 [7, с. 169].
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The extensive application of fractional differential equations and boundary-value problems
for these equations promotes the development of the theory and the appearance of numerous
publications in this field. One of the types of such equations are equations containing more
than one differential operator of fractional order.

This paper deals with the study of linear boundary-value problem for the multi-term fracti-
onal differential equation with the Caputo derivative. We considered the left fractional Caputo
derivative, which is convenient for the description of systems with memory. The boundary-
value problem is specified by linear vector functional such that the number of it components
does not coincide with the number of the orders of the derivative. Assume that the coefficients
of the equation are continuous functions and the orders of the derivative are commensurate.
A multi-term fractional differential equation is reduced to an equivalent system of differenti-
al equations containing only one fractional operator. The general solution of the system of
fractional differential equations consisting of a general solution of the associated homogeneous
system and the arbitrary particular solution of the inhomogeneous system is considered. The
particular solution we found, which is also a solution of the system of linear Volterra integral
equations of the second kind with square summable kernels. The question of the solvability of
the boundary-value problem for the multi-term fractional differential equations was studied.
We considered the critical case, i.e. case when the homogeneous problem has nontrivial soluti-
ons. By using the theory of pseudo-inverse matrices, the necessary and sufficient conditions
for solvability of the given problem are established. Moreover, a family of linearly independent
solutions of this boundary-value problem is constructed.


