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ВЛАСТИВОСТI ОБ’ЄМНОГО ПОТЕНЦIАЛУ ДЛЯ ОДНОГО

ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ ЗI ЗРОСТАЮЧИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

ГРУПИ МОЛОДШИХ ЧЛЕНIВ

Основним об’єктом дослiдження є об’ємний потенцiал, ядром якого є фундаменталь-
ний розв’язок задачi Кошi для виродженого параболiчного рiвняння другого порядку ти-
пу Колмогорова. Коефiцiєнти цього рiвняння є сталими в групi старших i зростаючими
функцiями в групi молодших членiв. Дослiдженням охоплено в основному властивостi
гладкостi об’ємного потенцiалу за просторовими i часовою змiнними. Такi властивостi є
важливими для встановлення теорем про iнтегральне зображення розв’язкiв та їх засто-
сування до дослiдження коректної розв’язностi задачi Кошi.

Ключовi слова i фрази: вироджене рiвняння типу Колмогорова, фундаментальний
розв’язок задачi Кошi, об’ємний потенцiал, коректна розв’язнiсть задачi Кошi.
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Вступ

Параболiчнi рiвняння зi зростаючими коефiцiєнтами виникають при математично-
му моделюваннi реальних процесiв (наприклад, у задачах теорiї випадкових проце-
сiв, статистичної радiотехнiки). Так, для нормальних марковських процесiв рiвняннями
Фоккера–Планка–Колмогорова є параболiчнi рiвняння другого порядку, в яких коефiцi-
єнти при похiдних першого порядку за просторовими змiнними є лiнiйними функцiями
цих змiнних, а iншi коефiцiєнти сталi. Такi рiвняння можуть бути як невиродженими,
так i виродженими.

Для деяких невироджених рiвнянь указаного типу [1] та вироджених рiвнянь, а са-
ме рiвнянь типу класичного рiвняння дифузiї з iнерцiєю А.М. Колмогорова з однiєю
та двома групами змiнних виродження i зростаючими коефiцiєнтами групи молодших
членiв вiдповiдно в [2] i [3] в явному виглядi знайдено фундаментальнi розв’язки задачi
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Кошi (ФРЗК) та вивчено їх властивостi. У цiй статтi для виродженого рiвняння типу
Колмогорова другого порядку з двома групами змiнних виродження, коефiцiєнти якого
при молодших похiвних є зростаючими при |x| → ∞ функцiями, вивчено властивостi
об’ємного потенцiалу, породженого ФРЗК. Цi властивостi важливi для встановлення
коректної розв’язностi задачi Кошi в класах обмежених функцiй. Результати, якi наво-
дяться в статтi, доповiдались i обговорювались на мiжнародних конференцiях [5, 6].

1 Постановка задачi i допомiжнi вiдомостi

Нехай n1, n2, n3 – заданi натуральнi числа такi, що n3 ≤ n2 ≤ n1; n := n1 + n2 + n3;
змiнна x ∈ Rn складається з трьох груп змiнних xl := (xl1, . . . , xlnl

) ∈ Rnl , l ∈ {1, 2, 3},
що x := (x1, x2, x3). Змiннi групи x1 називаються основними, а змiннi x2, x3 – змiнними
груп виродження. Вiдповiдно до цього, мультиiндекс k ∈ Zn

+ записуватимемо у виглядi

k := (k1, k2, k3), де kj := (xj1, . . . , xjnj
) ∈ Znj

+ , j ∈ {1, 2, 3}, при цьому |k| :=
3∑

j=1

|kj|,

|kj| :=
nj∑
l=1

|kjl|, j ∈ {1, 2, 3}.

У шарi Π(0,T ] := (0, T ] × Rn скiнченної товщини T > 0 розглядається неоднорiдне
рiвняння(

∂t −
n2∑
j=1

x1j∂x2j
−

n3∑
j=1

x2j∂x3j
−

n1∑
j,s=1

ajs∂x1j
∂x1s − b

n1∑
j=1

x1j∂x1j

)
u(t, x) = f(t, x),

(t, x) ∈ Π(0,T ]. (1)

де ajs i b – дiйснi сталi, причому ajs = asj, {j, s} ⊂ {1, ..., n1} i b ̸= 0, i виконується умова
параболiчностi

∃ δ > 0 ∀σ1 := (σ11, ..., σ1n1) ∈ Rn1 :

n1∑
j,s=1

ajsσ1jσ1s ≥ δ|σ1|2.

У працi [3] знайдено в явному виглядi вираз ФРЗК для рiвняння (1) G(t, x; τ, ξ),
0 ≤ τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, звiдки випливають, зокрема, оцiнки

|∂k
x∂

m
ξ G(t, x; τ, ξ)| ≤ C

3∏
l=1

(pl(t−τ))−(nl+|kl|+|ml|)/2Ec(t− τ, x, ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (2)

де kl i ml – довiльнi мультиiндекси розмiрностi nl, l ∈ {1, 2, 3}, C i c – додатнi сталi,
причому C залежить вiд kl i ml;

Ec(t, x, ξ) :=
3∏

l=1

El
c(t,Xl(t), ξl), t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn,

El
c(t,Xl(t), ξl) := exp

{
− c

|Xl(t)− ξl|2

pl(t)

}
, l ∈ {1, 2, 3},

(3)
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в яких

X1(t) := x1e
bt, X2(t) := x2 + αb(t)x̂1, X3(t) := x3 + tx′

2 +
αb(t)− t

b
x′
1,

де x1 := (x′
1, x

′′
1, x

′′′
1 ), x̂1 := (x′

1, x
′′
1), де x′

1 := (x11, ..., x1n3), x′′
1 := (x1(n3+1), ..., x1n2), x′′′

1 :=

(x1(n2+1), ..., x1n1); x2 := (x′
2, x

′′
2), де x′

2 := (x21, ..., x2n3), x′′
2 := (x2(n3+1), ..., x2n2); а для t > 0

αb(t) :=
ebt − 1

b
, p1(t) :=

e2bt − 1

2b
,

p2(t) :=
t

b2
− 2(ebt − 1)

b3(ebt + 1)
, p3(t) :=

t

b4
+

t3

12b2
− t2

b3
ebt + 1

2(ebt − 1)
.

Крiм властивостей ФРЗК G, отриманих в [3], використовуватимемо наступнi вла-
стивостi ФРЗК та функцiй pl, l ∈ {1, 2, 3}.

Властивiсть 1. Справджуються рiвностi

∂k
x

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ) dξ =

{
0, |k| ̸= 0,

1, |k| = 0,

}
t > τ, x ∈ Rn; (4)

∂k2
x2
∂k3
x3

∫
Rn2+n3

G(t, x; τ, ξ) dξ2dξ3 = 0, |k2|+ |k3| ̸= 0, t > τ, x ∈ Rn, ξ1 ∈ Rn1 ; (5)

∂k3
x3

∫
Rn3

G(t, x; τ, ξ) dξ3 = 0, |k3| ̸= 0, t > τ, x ∈ Rn, ξ1 ∈ Rn1 , ξ2 ∈ Rn2 . (6)

Доведення. Рiвнiсть (4) випливає з властивостi∫
Rn

G(t, x; τ, ξ) dξ = 1, t > τ, x ∈ Rn, (7)

яка доведена в [3].
Для доведення (5) та (6), як i при доведеннi (7), використавується зображення

G(t, x; τ, ξ) = c̄
−n1/2
1 c̄

−n2/2
3 c̄

−n3/2
6 F−1

η→Z(t−τ,x,ξ)[exp{−(Ãη, η)}],

де

Ã =

 An1n1 d0An1n2 f0An1n3

d0An2n1 An2n2 g0An2n3

f0An3n1 g0An3n2 An3n3

 ,

а c̄i := ci(t − τ), i ∈ {1, 3, 6}, c1 := c1(t) := α2b(t), c2 := c2(t) := α2
b(t)/2, c3 := c3(t) :=(

2bt+e2bt−4ebt+3
)
/(2b3), c4 :=

(
e2bt−2btebt−1

)
/(2b3), c5 := c5(t) :=

(
αb(t)−t

)2
/(2b2), c6 :=

c6(t) :=
(
2bt+ e2bt − 1− 4btebt + 2b2t2 + 2

3
b3t3
)
/(2b5), d0 := (c1 c3)

−1/2c2, f0 := (c1 c6)
−1/2c4,

g0 := (c3 c6)
−1/2c5,

Z(t, x, ξ)=
(
(c1)

−1/2(x1e
bt−ξ1), (c3)

−1/2(x2+x̂1αb(t)−ξ2), (c6)
−1/2(x3+tx′

2+
αb(t)− t

b
x′
1−ξ3)

)
.
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Зробивши замiну змiнних ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) за формулами

(c̄1)
−1/2(x1e

b(t−τ) − ξ1) = ξ̂1; (c̄3)
−1/2(x2 + x̂1αb(t− τ)− ξ2) = ξ̂2;

(c̄6)
−1/2(x3 + (t− τ)x′

2 +
αb(t− τ)− (t− τ)

b
x′
1 − ξ3) = ξ̂3, ξ̂ := (ξ̂1, ξ̂2, ξ̂3),

маємо∫
Rn3

G(t, x; τ, ξ) dξ3 =

∫
Rn3

F−1

η→ξ̂
[exp{−(Ãη, η)}] dξ̂3 = Fξ̂3→0[F

−1

η→ξ̂
[exp{−(Ãη, η)}]] =

=F−1

(η1,η2)→(ξ̂1,ξ̂2)
[exp{−(Ãη, η)}

∣∣∣
η3=0

],

∫
Rn2+n3

G(t, x; τ, ξ) dξ2dξ3 =

∫
Rn3

F−1

η→ξ̂
[exp{−(Ãη, η)}] dξ̂2dξ̂3 =

=F(ξ̂2,ξ̂3)→(0,0)[F
−1

η→ξ̂
[exp{−(Ãη, η)}]] = F−1

η1→ξ̂1
[exp{−(Ãη, η)}

∣∣∣η2=0
η3=0

],

звiдки випливає (5) та (6).

Властивiсть 2.

∃C1
l > 0 ∃C2

l > 0 ∀ t ∈ [0, T ] : C1
l t

2l−1 ≤ pl(t) ≤ C2
l t

2l−1, l ∈ {1, 2, 3}.

Для оцiнної функцiї Ec виконується нерiвнiсть

|Xl(t)− ξl|αlEc(t, x, ξ) ≤ (pl(t))
αl/2Ec1(t, x, ξ), t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn, (8)

а iнтеграл ∫
Rn

3∏
l=1

(pl(t))
−nl/2Eγ(t, x, ξ) dξ ≤ C, γ > 0, (9)

де C > 0.
У цiй статтi ми дослiджуємо властивостi об’ємного потенцiалу

u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ Π(0,T ], (10)

ядром якого є функцiя G – ФРЗК для рiвняння (1), з яких випливає коректна розв’я-
знiсть задачi Кошi з однорiдними початковими умовами.

2 Диференцiйовнiсть об’ємного потенцiалу, породженого ФРЗК

Будемо використовувати ще такi позначення:

ξ(1)(t) := (ξ1, X2(t), X3(t)), ξ(2)(t) := (ξ1, ξ2, X3(t)), t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn;
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BR := {x ∈ Rn : |x| < R, R > 0} – куля в Rn радiуса R i центром у початку координат.
Для густини об’ємного потенцiалу (10) – функцiї f : Π[0,T ] → C використовуватиме-

мо таку умову:
Г) функцiя f обмежена i неперервна в Π[0,T ], є гельдеровою за просторовими змiн-

ними у такому сенсi:

∀R > 0 ∃C > 0, ∃α1 ∈ (0; 1], ∃α2 ∈ (
1

3
; 1], ∃α3 ∈ (

3

5
; 1] ∀ t ∈ (0, T ] ∀{x, ξ} ⊂ BR :

|∆X(t−τ)
ξ f(τ, ξ)| := |f(τ, ξ)− f(τ,X(t− τ))| ≤ C

3∑
l=1

|Xl(t− τ)− ξ|αl .

Теорема. Нехай для функцiї f виконуються умова Г. Тодi
1) функцiя u має неперервнi похiднi, якi входять у рiвняння (1), при цьому похiднi

обчислюються за формулами

∂k1
x1
u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂k1
x1
G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ) dξ, |k1| = 1, (11)

∂k1
x1
u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂k1
x1
G(t, x; τ, ξ)∆

X(t−τ)
ξ f(τ, ξ) dξ, |k1| = 2, (12)

∂k2
x2
u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂k2
x2
G(t, x; τ, ξ)∆

ξ(1)(t−τ)
ξ f(τ, ξ) dξ, |k2| = 1, (13)

∂k3
x3
u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂k3
x3
G(t, x; τ, ξ)∆

ξ(2)(t−τ)
ξ f(τ, ξ) dξ, |k3| = 1, (14)

∂tu(t, x) = f(t, x) +

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂tG(t, x; τ, ξ)∆
ξ(2)(t−τ)
ξ f(τ, ξ) dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂tG(t, x; τ, ξ)∆
ξ(1)(t−τ)

ξ(2)(t−τ)
f(τ, ξ) dξ +

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂tG(t, x; τ, ξ)∆
X(t−τ)

ξ(1)(t−τ)
f(τ, ξ) dξ+

+

t∫
0

(∫
Rn

∂tG(t, x; τ, ξ)dξ

)
f(τ,X(t− τ))dτ, (15)

(t, x) ∈ Π(0,T ].

2) для функцiї u виконується умова

lim
t→0

∂kl
xl
u(t, x) −→ 0, l ∈ {1, 2, 3}, |k1| ≤ 2, |k2| ≤ 1, |k3| ≤ 1,

рiвномiрно щодо x ∈ BR з довiльним додатним R.
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Доведення. Щоб довести (11), переконаємось спочатку, що для |k1| = 1 нтеграл

∂k1
x1

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ) dξ =

∫
Rn

∂k1
x1
G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ) dξ := I(k1)(t, x; τ) (16)

збiгається рiвномiрно стосовно x ∈ Rn для фiксованих t i τ .
Оскiльки на пiдставi (2) i обмеженостi f∣∣∣ ∂k1

x1
G(t, x; τ, ξ) f(τ, ξ)

∣∣∣≤∣∣∣ ∂k1
x1
G(t, x; τ, ξ)

∣∣∣ ∣∣∣ f(τ, ξ) ∣∣∣≤ CM (p1(t− τ))−(n1+|k1|)/2×

×
3∏

l=2

(pl(t− τ))−nl/2 Ec(t− τ, x, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

то iнтеграл (16) збiгається рiвномiрно стосовно x ∈ Rn для фiксованих t i τ та, згi-
дно з (9), правильна оцiнка I(k1)(t, x; τ) ≤ C1(p1(t − τ))−|k1|/2, де C1 > 0. Врахувавши
властивiсть 2, отримуємо

I(k1)(t, x; τ) ≤ C1(t− τ)−|k1|/2, 0 ≤ τ < t ≤ T, k1 ∈ Zn1 . (17)

З (16) i (17) випливає для |k1| = 1 формула (11), бо для довiльного t > 0 збiгається

iнтеграл
t∫
0

(t− τ)−1/2dτ.

Якщо |k1| = 2 оцiнка (17) уже не придатна. Її можна полiпшити для x ∈ BR, де R –
будь-яке фiксоване додатне число. Спочатку оцiнимо |X(t)| для t ∈ [0, T ]. Маємо

|X(t)| ≤ ebt|x1| + |x2| + |x3| + |αb(t)||x̂1| + t|x̂2| +
∣∣∣αb(t)− t

b

∣∣∣|x′
1| ≤ r|x|, (18)

де r = 2 + T + ebT + max
t∈[0,T ]

|αb(t)|+ max
t∈[0,T ]

∣∣∣αb(t)−t
b

∣∣∣.
Вважаючи, що x ∈ BR, на пiдставi (4) запишемо зображення

I
(k1)
1 =

∫
B2Rr

∂k1
x1
G(t, x; τ, ξ)∆

X(t−τ)
ξ f(τ, ξ) dξ+

+

∫
Rn\B2Rr

∂k1
x1
G(t, x; τ, ξ)∆

X(t−τ)
ξ f(τ, ξ) dξ =: I1 + I2, (t, x) ∈ Π(0,T ]. (19)

Iнтеграл I1 оцiнюємо за допомогою (2), нерiвностей (8), (9),

|r|k exp{−c|r|p} ≤ Ck exp{−c0|r|p}, r ∈ R, (20)

в якiй k > 0, p > 0, c > 0, 0 < c0 < c, Ck > 0, i умови Г. Маємо

|I1| ≤
∣∣∣ ∫
B2Rr

∣∣∂k1
x1
G(t, x; τ, ξ)

∣∣ ∣∣∆X(t−τ)
ξ f(τ, ξ)

∣∣ dξ∣∣∣ ≤
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≤ C (p1(t− τ))−1

∫
Rn

3∏
l=1

(pl(t− τ))−nl/2 Ec(t− τ, x, ξ)
( 3∑

i=1

|Xi(t− τ)− ξi|αl

)
dξ ≤

≤ C (p1(t− τ))−1
( 3∑

i=1

(pi(t− τ))αi/2
)∫
Rn

3∏
l=1

(pl(t− τ))−nl/2Ec1(t− τ, x, ξ) dξ ≤

≤ C1 (p1(t− τ))−1

3∑
i=1

(pi(t− τ))αi/2, 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ BR,

де c – стала з оцiнок (2), 0 < c1 < c, C1 = C C0, C0 – стала з оцiнок (9). Враховуючи
властивiсть 2, отримуємо

|I1| ≤ C1(t− τ)−1+α1/2, 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ BR. (21)

Використовуючи обмеженiсть функцiї f , маємо

|∆X(t−τ)
ξ f(τ, ξ)| ≤ |f(τ, ξ)|+ |f(τ,X(t− τ)| ≤ 2M. (22)

З урахуванням (18) отримуємо

|X(t− τ)− ξ|2 ≥ ||ξ| − |X(t− τ)||2 ≥ ||ξ| − r|x||2 ≥ r2 R2,

x ∈ BR, ξ ∈ Rn \B2Rr, 0 ≤ τ < t ≤ T.

а допомогою цiєї оцiнки, оцiнок (2), нерiвностей (9), (20) та (22) маємо

|I2| ≤
∣∣∣ ∫
Rn\B2Rr

∣∣∂k1
x1
G(t, x; τ, ξ)

∣∣ ∣∣∣∆X(t−τ)
ξ f(τ, ξ)

∣∣∣ dξ∣∣∣ ≤
≤ 2CM

∫
Rn\B2Rr

(p1(t− τ))−1
( 3∏

l=1

(pl(t− τ))−nl/2
)
Ec(t− τ, x, ξ) dξ ≤

≤ 2CM

∫
Rn\B2Rr

3∏
l=1

(pl(t− τ))−nl/2Ec/2(t− τ, x, ξ) exp
{
− c

2

|X(t− τ)− ξ|2

p1(t− τ)

}
dξ ≤

≤ 2CM
(
(p1(t− τ))−1 exp{− c

2

r2R2

p1(t− τ)
}
)∫
Rn

3∏
l=1

(pl(t− τ))−nl/2Ec/2(t− τ, x, ξ) dξ ≤

≤ 2C0CMC1 (p1(t− τ))−1+α,

де C1 – стала з оцiнок (20), α – довiльне число з [0, 1]. На пiдставi цiєї оцiнки, оцiнки
(21) та зображення (19) одержуємо формулу (12) для (t, x) ∈ (0, T ]× BR, а оскiльки R

– довiльне додатне число, то звiдси випливає формула (12) для (t, x) ∈ Π(0,T ].
Доведемо формулу (13). Спочатку запишемо зображення, яке правильне на пiдставi

(5), для iнтеграла

I(k2)(t, x; τ) =

∫
Rn

∂k2
x2
G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ =

∫
Rn

∂k2
x2
G(t, x; τ, ξ)∆

ξ(1)(t−τ)
ξ f(τ, ξ)dξ =
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+

∫
B2Rr

∂k2
x2
G(t, x; τ, ξ)∆

ξ(1)(t−τ)
ξ f(τ, ξ)dξ +

∫
Rn\B2Rr

∂k2
x2
G(t, x; τ, ξ)∆

ξ(1)(t−τ)
ξ f(τ, ξ)dξ =:

=: J1 + J2, x ∈ BR, 0 ≤ τ < t ≤ T. (23)

Оцiнимо iнтеграл J1 за допомогою умови Г, оцiнок (2), нерiвностей (8) i (9). Маємо

|J1| ≤
∣∣∣ ∫
B2Rr

|∂k2
x2
G(t, x; τ, ξ)| |∆ξ(1)(t−τ)

ξ f(τ, ξ)| dξ
∣∣∣ ≤

≤ C (p2(t− τ))−|k2|/2
∫

B2Rr

3∏
l=1

(pl(t− τ))−nl/2 Ec(t− τ, x, ξ)
( 3∑

i=2

|Xi(t− τ)− ξi|αl

)
dξ ≤

≤ C (p2(t− τ))−|k2|/2
( 3∑

i=2

(pi(t− τ))αi/2
)∫
Rn

3∏
l=1

(pl(t− τ))−nl/2Ec1(t− τ, x, ξ) dξ ≤

≤ C (t− τ))−3|k2|/2
(
(t− τ)3α2/2 + (t− τ)5α3/2

)
.

Для випадку |k2| = 1 маємо оцiнку

|J1| ≤ C(t− τ)−1+(3α2−1)/2, 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ BR. (24)

Оцiнка (24) є достатною, якщо α2 > 1/3.
Далi

|J2| ≤
∣∣∣ ∫
Rn\B2Rr

∣∣∂k2
x2
G(t, x; τ, ξ)

∣∣ ∣∣∣∆ξ(1)(t−τ)
ξ f(τ, ξ)

∣∣∣ dξ∣∣∣ ≤
≤ 2CM(p2(t− τ))−1/2 exp

{
− c

2

r2R2

p2(t− τ)

}∫
Rn

3∏
l=1

(pl(t− τ))−nl/2Ec/2(t− τ, x, ξ) dξ.

Тому
|J2| ≤ C (t− τ))−1+(3α2−1)/2, 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ BR. (25)

Оцiнки (24) i (25) з α2 > 1/3 разом з (23) гарантують рiвномiрну збiжнiсть стосовно
x ∈ BR iнтеграла I(k2)(t, x; τ) при |k2| = 1 для фiксованих t i τ , що доводить формулу
(13) для (t, x) ∈ (0, T ] × BR. Оскiльки R – довiльне додатне число, то формула (13)
справджується для всiх (t, x) ∈ Π(0,T ].

Аналогiчно оцiнюємо похiдну за змiнною x3. Вважаючи, що x ∈ BR, на пiдставi (6)
запишемо

I(k3)(t, x; τ) :=

∫
Rn

∂k3
x2
G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ =

∫
Rn

∂k3
x3
G(t, x; τ, ξ)∆

ξ(2)(t−τ)
ξ f(τ, ξ)dξ =

=

∫
B2Rr

∂k3
x3
G(t, x; τ, ξ)∆

ξ(2)(t−τ)
ξ f(τ, ξ)dξ +

∫
Rn\B2Rr

∂k3
x3
G(t, x; τ, ξ)∆

ξ(2)(t−τ)
ξ f(τ, ξ)dξ =:

=: K1 +K2, x ∈ BR, 0 ≤ τ < t ≤ T. (26)
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Маємо

|K1| ≤
∣∣∣ ∫
B2Rr

∣∣∂k2
x2
G(t, x; τ, ξ)

∣∣ ∣∣∣∆ξ(2)(t−τ)
ξ f(τ, ξ)

∣∣∣ dξ∣∣∣ ≤
≤ C (p3(t− τ))−|k3|/2

∫
B2Rr

3∏
l=1

(pl(t− τ))−nl/2 Ec(t− τ, x, ξ)|X3(t− τ)− ξ3|α3 dξ ≤

≤ C (p3(t− τ))−|k3|/2+α3/2

∫
Rn

3∏
l=1

(pl(t− τ))−nl/2 Ec1(t− τ, x, ξ) dξ ≤ C (t− τ)−5|k3|/2+5α3/2.

Для випадку |k3| = 1 маємо оцiнку

|K1| ≤ C(t− τ)−1+(5α3−3)/2, 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ BR, (27)

яка є достатною, якщо α3 > 3/5.
Оцiнимо K2. При |k3| = 1 маємо

|K2| ≤
∣∣∣ ∫
Rn\B2Rr

∣∣∂k3
x3
G(t, x; τ, ξ)

∣∣ ∣∣∣∆ξ(2)(t−τ)
ξ f(τ, ξ)

∣∣∣ dξ∣∣∣ ≤
≤ 2CM(p3(t− τ))−1/2 exp

{
− c

2

r2R2

p3(t− τ)

}∫
Rn

3∏
l=1

(pl(t− τ))−nl/2Ec/2(t− τ, x, ξ) dξ,

звiдки
|K2| ≤ C (t− τ))−1+(5α3−3)/2, 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ BR. (28)

З оцiнок (27) i (28) з α3 > 3/5 та зображення (26), оскiльки R – довiльне додатне число,
одеджуємо формулу (14) для всiх (t, x) ∈ Π(0,T ].

Доведемо формулу (15) для t ∈ [t1, T ], де t1 > 0. Для цього розглянемо сукупнiсть
функцiй

vh(t, x) ≡
t−h∫
0

dτ

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ) dξ, 0 < t1 ≤ t ≤ T, x ∈ Rn, 0 < h < t1. (29)

Маємо

∂tvh(t, x) =

∫
Rn

G(t, x; t− h, ξ)f(t− h, ξ) dξ +

t−h∫
0

∂t

(∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ) dξ

)
dτ =

=

∫
Rn

G(t, x; t− h, ξ)f(t− h, ξ) dξ +

t−h∫
0

dτ

∫
Rn

∂tG(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ) dξ ≡ Ih + Jh,

0 < t1 ≤ t ≤ T, x ∈ R, 0 < h < t1. (30)

Щоб обгрунтувати можливiсть диференцiювання за t пiд знаком iнтеграла по Rn,
досить довести, що iнтеграл по Rn з Jh (позначимо його через J0) збiгається рiвномiрно
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щодо t ∈ [t2 − h/3,min{t2 + h/3, T}], де t2 – довiльно фiксоване число з [t1, T ], для
будь-яких фiксованих τ ∈ (0, t2 − 2h/3] i x ∈ Rn.

Запишемо

J0 =

∫
Rn

∂tG(t, x; τ, ξ)∆
ξ(2)(t−τ)
ξ f(τ, ξ) dξ+

+

∫
Rn1+n2

(
∂t

∫
Rn3

G(t, x; τ, ξ)dξ3

)
∆

ξ(1)(t−τ)

ξ(2)(t−τ)
f(τ, ξ) dξ1 dξ2+

+

∫
Rn1

(
∂t

∫
Rn2+n3

G(t, x; τ, ξ) dξ2 dξ3

)
∆

X(t−τ)

ξ(1)(t−τ)
f(τ, ξ) dξ1+

+ ∂t

( ∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)dξ
)
f(τ,X(t− τ)) ≡ J1 + J2 + J3 + J4. (31)

Оскiльки G – ФРЗК для рiвняння (1), то

∂tG(t, x; τ, ξ) =

n2∑
j=1

x1j∂x2j
G(t, x; τ, ξ) +

n3∑
j=1

x2j∂x3j
G(t, x; τ, ξ)+

+

n1∑
j,s=1

ajs∂x1j
∂x1sG(t, x; τ, ξ) + b

n1∑
j=1

x1j∂x1j
G(t, x; τ, ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn. (32)

Iнтегруючи рiвнiсть (32), з урахуванням (4)–(6) отримуємо такi рiвностi∫
Rn

∂tG(t, x; τ, ξ)dξ =

n2∑
j=1

x1j∂x2j

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)dξ+

+

n3∑
j=1

x2j∂x3j

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)dξ +

n1∑
j,s=1

ajs∂x1j
∂x1s

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)dξ+

+b

n1∑
j=1

x1j∂x1j

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)dξ = 0, 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn; (33)

∫
Rn2+n3

∂tG(t, x; τ, ξ)dξ2dξ3 =

n1∑
j,s=1

ajs

∫
Rn2+n3

∂x1j
∂x1sG(t, x; τ, ξ)dξ2dξ3+

+b

n1∑
j=1

x1j

∫
Rn2+n3

∂x1j
G(t, x; τ, ξ)dξ2dξ3, 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn, ξ1 ∈ Rn1 ; (34)

∫
Rn3

∂tG(t, x; τ, ξ)dξ3 =

n2∑
j=1

x1j

∫
Rn3

∂x2j
G(t, x; τ, ξ)dξ3+

+

n1∑
j,s=1

ajs

∫
Rn3

∂x1j
∂x1sG(t, x; τ, ξ)dξ3 + b

n1∑
j=1

x1j

∫
Rn3

∂x1j
G(t, x; τ, ξ)dξ3,

0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn, (ξ1, ξ2) ⊂ Rn1+n2 . (35)
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З (32), враховуючи оцiнки (2), отримуємо

|∂tG(t, x; τ, ξ)| ≤
n2∑
j=1

|x1j| |∂x2j
G(t, x; τ, ξ)|+

n3∑
j=1

|x2j| |∂x3j
G(t, x; τ, ξ)|+

++

n1∑
j,s=1

|ajs| |∂x1j
∂x1sG(t, x; τ, ξ)|+ |b|

n1∑
j=1

|x1j| |∂x1j
G(t, x; τ, ξ)| ≤

≤ C
3∏

l=1

(pl(t− τ))−nl/2Ec(t− τ, x, ξ)
( n2∑

j=1

|x1j|(p2(t− τ))−1/2+

+

n3∑
j=1

|x2j|(p3(t− τ))−1/2 + (p1(t− τ))−1 +

n1∑
j=1

|x1j|(p1(t− τ))−1/2
)
≤

≤ C(1 + |x1|+ |x2|)
3∏

l=1

pl(t− τ))−nl/2Ec(t− τ, x, ξ)×

×
(
(p1(t− τ))−1 + (p2(t− τ))−1/2 + (p3(t− τ))−1/2

)
. (36)

Оцiнимо лiву частину рiвностi (34). Крiм оцiнок (2) використовуватимемо (9). Маємо∣∣∣ ∫
Rn2+n3

∂tG(t, x; τ, ξ)dξ2dξ3

∣∣∣ ≤ n1∑
j,s=1

|ajs|
∣∣∣ ∫
Rn2+n3

|∂x1j
∂x1sG(t, x; τ, ξ)| dξ2dξ3

∣∣∣+
+|b|

n1∑
j=1

|x1j|
∣∣∣ ∫
Rn2+n3

|∂x1j
G(t, x; τ, ξ)| dξ2dξ3

∣∣∣ ≤ C (1 + |x1|)×

×(p1(t− τ))−1−n1/2 E1
c (t− τ,X1(t− τ), ξ1). (37)

Аналогiчно з (35) маємо∣∣∣∫
Rn3

∂tG(t, x; τ, ξ)dξ3

∣∣∣ = n2∑
j=1

|x1j|
∣∣∣∫
Rn3

|∂x2j
G(t, x; τ, ξ)|dξ3

∣∣∣+
+

n1∑
j,s=1

|ajs|
∣∣∣∫
Rn3

|∂x1j
∂x1sG(t, x; τ, ξ)|dξ3

∣∣∣+|b|
n1∑
j=1

|x1j|
∣∣∣∫
Rn3

|∂x1j
G(t, x; τ, ξ)|dξ3

∣∣∣ ≤
≤ C (1 + |x1|)

(
(p1(t− τ))−1 + (p2(t− τ))−1/2

)
×

×E1
c (t− τ,X1(t− τ), ξ1)E

2
c (t− τ,X2(t− τ), ξ2). (38)

Перейдемо до оцiнки iнтегралiв iз зображення (31). Вважаючи x ∈ BR, подамо J1

виглядi суми J1 := J1
1 + J1

2 , де

J1
1 =

∫
B2Rr

∂tG(t, x; τ, ξ)∆
ξ(2)(t−τ)
ξ f(τ, ξ) dξ, J1

2 =

∫
Rn\B2Rr

∂tG(t, x; τ, ξ)∆
ξ(2)(t−τ)
ξ f(τ, ξ) dξ.

За допомогою оцiнок (2), нерiвностей (9) i умови Г отримуємо

|J1
1 | ≤

∣∣∣ ∫
B2Rr

|∂tG(t, x; τ, ξ)|
∣∣∣∆ξ(2)(t−τ)

ξ f(τ, ξ)
∣∣∣ dξ∣∣∣ ≤
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≤ C (1 + |x1|+ |x2|)
(
(p1(t− τ))−1 + (p2(t− τ))−1/2 + (p3(t− τ))−1/2

)
×

×
∫

B2Rr

3∏
l=1

(pl(t− τ))−nl/2 Ec(t− τ, x, ξ) |X3(t− τ)− ξ3|α3dξ ≤

≤ C (1 + |x1|+ |x2|)
(
(p1(t− τ))−1 + (p2(t− τ))−1/2 + (p3(t− τ))−1/2

)
×

×(p3(t− τ))α3/2

∫
Rn

3∏
l=1

(pl(t− τ))−nl/2 Ec1(t− τ, x, ξ) dξ ≤

≤ C (1 + |x1|+ |x2|)
(
(p1(t− τ))−1 + (p2(t− τ))−1/2 + (p3(t− τ))−1/2

)
×

×(p3(t− τ))α3/2 ≤ C (t− τ)−1+(5α3−3)/2, 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ BR; (39)

|J1
2 | ≤

∣∣∣ ∫
Rn\B2Rr

|∂tG(t, x; τ, ξ)|
∣∣∣∆ξ(2)(t−τ)

ξ f(τ, ξ)
∣∣∣ dξ, ∣∣∣ ≤

≤ 2CM (1 + |x1|+ |x2|)
(
(p1(t− τ))−1 + (p2(t− τ))−1/2 + (p3(t− τ))−1/2

)
×

×
∫
Rn

3∏
l=1

(pl(t− τ))−nl/2 Ec/2(t− τ, x, ξ) exp

{
− c

2

r2R2

p3(t− τ)

}
dξ ≤

≤ C (t− τ)−1+(5α3−3)/2, 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ BR. (40)

Оцiнимо J2 := J2
1 + J2

2 , де

J2
1 =

∫
B′

2Rr

(
∂t

∫
Rn3

G(t, x; τ, ξ)dξ3

)
∆

ξ(1)(t−τ)

ξ(2)(t−τ)
f(τ, ξ) dξ1 dξ2,

J1
2 =

∫
Rn1+n2\B′

2Rr

(
∂t

∫
Rn3

G(t, x; τ, ξ)dξ3

)
∆

ξ(1)(t−τ)

ξ(2)(t−τ)
f(τ, ξ) dξ1 dξ2,

а B′
R – куля радiуса R в Rn1+n2 . Маємо

|J2
1 | ≤

∣∣∣ ∫
B′

2Rr

∣∣∣ ∂t ∫
Rn3

G(t, x; τ, ξ)dξ3

∣∣∣ ∣∣∣∆ξ(1)(t−τ)

ξ(2)(t−τ)
f(τ, ξ)

∣∣∣ dξ1 dξ2∣∣∣ ≤
≤ C (1 + |x1|)

2∏
l=1

(pl(t− τ))−nl/2
(
(p1(t− τ))−1 + (p2(t− τ))−1/2

)
×

×
∫

B′
2Rr

E1
c (t− τ,X1(t− τ), ξ1)E

2
c (t− τ,X2(t− τ), ξ2) |X2(t− τ)− ξ2|α2 dξ1 dξ2 ≤

≤ C (t− τ)−1+(3α2−1)/2, 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ BR; (41)

|J2
2 | ≤

∣∣∣ ∫
Rn1+n2\B′

2Rr

∣∣∣ ∂t ∫
Rn3

G(t, x; τ, ξ)dξ3

∣∣∣ ∣∣∣∆ξ(1)(t−τ)

ξ(2)(t−τ)
f(τ, ξ)

∣∣∣ dξ1 dξ2∣∣∣ ≤
≤ 2CM (1 + |x1|)(p2(t− τ))−1/2 exp

{
− c

2

r2R2

p2(t− τ)

}
×
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×
∫

Rn1+n2

2∏
l=1

(pl(t− τ))−nl/2 E1
c/2(t− τ,X1(t− τ), ξ1)E

2
c/2(t− τ,X2(t− τ), ξ2)dξ1 dξ2 ≤

≤ C (t− τ)−1+(3α2−1)/2, 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ BR. (42)

Аналогiчно, вважаючи x ∈ BR, оцiнюємо iнтеграл J3 := J3
1 + J3

2 , де

I31 =

∫
B′′

2Rr

(
∂t

∫
Rn2+n3

G(t, x; τ, ξ) dξ2 dξ3

)
∆

ξ(2)(t−τ)
X(t−τ) f(τ, ξ) dξ1,

J3
2 =

∫
Rn1\B′′

2Rr

(
∂t

∫
Rn2+n3

G(t, x; τ, ξ) dξ2 dξ3

)
∆

ξ(2)(t−τ)
X(t−τ) f(τ, ξ) dξ1,

а B′′
R – куля радiуса R в Rn1 . Маємо

|J3
1 | ≤

∣∣∣ ∫
B′′

2Rr

∣∣∣ ∂t ∫
Rn2+n3

G(t, x; τ, ξ) dξ2 dξ3

∣∣∣ ∣∣∣∆ξ(2)(t−τ)
X(t−τ) f(τ, ξ)

∣∣∣ dξ1∣∣∣ ≤
≤ C (1 + |x1|)

∫
B′′

2Rr

(p1(t− τ))−1−n1/2E1
c (t− τ,X1(t− τ), ξ1) |X1(t− τ)− ξ1|α1 dξ1 ≤

≤ C (t− τ)−1+α1/2, 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ BR; (43)

|J3
2 | ≤

∣∣∣ ∫
Rn1\B′′

2Rr

∣∣∣ ∂t ∫
Rn2+n3

G(t, x; τ, ξ) dξ2 dξ3

∣∣∣ ∣∣∣∆ξ(2)(t−τ)
X(t−τ) f(τ, ξ)

∣∣∣ dξ1∣∣∣ ≤
≤ 2CM (1 + |x1|) exp

{
− c

2

r2R2

p1(t− τ)

}
×

×
∫

Rn1\B′′
2Rr

(p1(t− τ))−1−n1/2 E1
c/2(t− τ,X1(t− τ), ξ1) dξ1 ≤

≤ C (t− τ)−1+α1/2, 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ BR. (44)

На пiдставi (33) J4 = 0.
З (31) та оцiнок (39)–(44) випливає оцiнка J0 ≤ C (t−τ)−1+α/2, 0 ≤ τ < t ≤ T , x ∈ BR,

якiй α = min{α1, 3α2− 3, 5α3− 3}. Ця оцiнка забезпечує рiвномiрну збiжнiсть iнтеграла
Jh для x ∈ BR. Оскiльки R – довiльне, то це твердження правильне для x ∈ Rn.

Залишилось перевiрити, що lim
h→0

Ih = f(t, x). Це робиться аналогiчно, як у випадку
обмежених коефiцiєнтiв [4].

2) Рiвнiсть нулю вiдповiдних похiдних випливає з оцiнок I(kl), l ∈ {1, 2, 3}.

3 Висновки

Для виродженого параболiчного рiвняння другого порядку типу Колмогорова зi ста-
лими коефiцiєнтами в групi старших i зростаючими коефiцiєнтами в групi молодших
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членiв дослiджено властивостi об’ємного потенцiалу за просторовими i часовою змiн-
ними. Такi властивостi важливi для встановлення теорем про iнтегральнi зображення
розв’язкiв та коректну розв’язнiсть задачi Кошi.
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The class of equations considered in the paper is a combination of two classes of equations: a
degenerate parabolic equation of the Kolmogorov type and a parabolic equation with increasing
coefficients in the group of younger members.Such a combination occurs in the problems of the
theory of stochastic processes where, in the case of a normal Markov process, the Kolmogorov-
Fokker-Planck equation has a similar form. The coefficients of this equations are constant in
the group of principal terms and ones are increasing functions in the group of lowest terms. The
article is devoted to the study of the properties of the volume potential, the kernel of which
is the fundamental solution of the Cauchy problem for such an equation. Estimates of the
fundamental solution of the Cauchy problem have a more complex structure than in the case
of the classical Kolmogorov equation. These properties concern the existence of the derivatives
included in the equation. They are used to establish theorems on the integral representations of
solutions of the Cauchy problem and theorems on the correct solvability of the Cauchy problem
in the corresponding classes of functional spaces. Such studies are carried out in this work. The
obtained results are new and published for the first time.


