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ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ПРО ВИЗНАЧЕННЯ БАГАТЬОХ НЕВIДОМИХ IЗ

РОЗПОДIЛIВ ТИПУ ШВАРЦА

Знайдено достатнi умови однозначної розв’язностi оберненої задачi знаходження m
невiдомих функцiй iз розподiлiв типу Шварца у правiй частинi рiвняння дифузiї з дробо-
вою похiдною Джрбашяна-Нерсесяна-Капуто за часом при використаннi m iнтегральних
за часом умов перевизначення. Задача зводиться до розв’язування лiнiйного оператор-
ного рiвняння другого роду стосовно невiдомого розв’язку задачi Кошi, неперервного зi
значеннями у просторi розподiлiв Шварца, i лiнiйної неоднорiдної алгебричної системи
рiвнянь для знаходження виразiв невiдомих функцiй через нього.

Ключовi слова i фрази: рiвняння дробової дифузiї, похiдна дробового порядку, обер-
нена задача, розподiл типу Шварца, iнтегральна за часом умова перевизначення.
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Вступ

Використовуючи рiзнi додатковi умови, у [1, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14, 16, 17, 18, 19]
та iнших працях розглянуто оберненi задачi на визначення невiдомих правих частин у
рiвняннях дифузiї з дробовою похiдною за часом.

У цiй працi, використовуючи iнтегральнi за часом умови перевизначення, вивчаємо
обернену задачу про знаходження невiдомих розподiлiв типу Шварца у правiй части-
нi рiвняння дифузiї з дробовою похiдною за часом. Узагальнюємо результати [11] про
класичну розв’язнiсть задачi з невiдомими двома функцiями iз просторiв типу Шварца
швидко спадаючих на нескiнченностi функцiй у правiй частинi такого рiвняння.

Вiдзначимо, що iнтегральнi за часом умови перевизначення використовувались при
дослiдженнi рiзних обернених задач у рiзних функцiйних просторах, зокрема, дробової
дифузiї: у [9, 10, 12] з невiдомим, залежним вiд часу, множником у правiй частинi
рiвняння, у [4] – з невiдомим молодшим коефiцiєнтом, у [9] – з невiдомими початкови-
ми даними розв’язку.
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1 Допомiжнi факти i формулювання задачi.

Нехай Q = Rn × (0, T ], α – мультиiндекс, S(Rn) – простiр швидко спадаючих на
безмежностi нескiнченно диференцiйовних функцiй (простiр Шварца), Sγ(Rn) (γ > 0)

є простором типу S(Rn) [3, с. 201]:

Sγ(Rn) = {v ∈ S(Rn) : |Dαv(x)| ≤ Cαe
−a|x|

1
γ
, ∀ x ∈ Rn, ∀ α}

iз деякими додатними сталими Cα = Cα(v) i a = a(v). Вiдомо [3, с. 202, 211], що
Sγ(Rn) = ∪a>0Sγ,(a)(Rn), де

Sγ,(a)(Rn) = {v ∈ S(Rn) : |Dαv(x)| ≤ Cα,δe
−(a−δ)|x|

1
γ
, ∀ x ∈ Rn, ∀ α, ∀ δ > 0}

iз деякими додатними сталими Cα,δ = Cα,δ(v), Sγ,(a2)(Rn) ⊂ Sγ,(a1)(Rn) при a1 < a2, а
також

Sγ,(a)(Rn) = {v ∈ C∞(Rn) : ||v||k,(a) = sup
|α|≤k,x∈Rn

ea(1−
1
k
)|x|

1
γ |Dαv(x)| < +∞ ∀k ∈ N, k ≥ 2}.

Зауважимо, що

||v||k,(a) ≤ ||v||k+p,(a) ∀k, p ∈ N, k ≥ 2, v ∈ Sγ,(a)(Rn).

Послiдовнiсть vm(x) збiгається при m → +∞ до нуля у просторi Sγ,(a)(Rn), якщо
для кожного мультиiндекса α послiдовнiсть Dαvm(x) збiгається при m → +∞ до нуля
рiвномiрно на довiльному компактi |x| ≤ C < +∞ i норми ||vm||k,(a) обмеженi для всiх
m, k ∈ N, k ̸= 1.

Нехай Sγ,(a)(Q̄) = {v ∈ C(Q̄) : v|t=T = 0, v(·, t) ∈ Sγ,(a)(Rn) ∀t ∈ [0, T ]}.
Через E ′ позначаємо простiр лiнiйних неперервних функцiоналiв на E, а через (f, φ)

– значення розподiлу f ∈ E ′ на основнiй функцiї φ ∈ E.
При u ∈ S ′

γ(Q̄), φ ∈ Sγ(Rn) формулою(
(u(x, t), φ(x)), η(t)

)
=

(
u(x, t), φ(x)η(t)

)
∀η ∈ C[0, T ]

визначено розподiл
(
u(x, ·), φ(x)

)
∈ C ′[0, T ] i кажемо, що розподiл u неперервний за

змiнною t ∈ [0, T ], якщо
(
u(x, ·), φ(x)

)
∈ C[0, T ] для кожної основної функцiї φ. Вводимо

вiдповiднi простори таких розподiлiв

S ′
γ,C(Q̄) = {f ∈ S ′

γ(Q̄) :
(
f(x, ·), φ(x)

)
∈ C[0, T ] ∀φ ∈ Sγ(Rn)},

S ′
γ,(a),C(Q̄) = {f ∈ S ′

γ,(a)(Q̄) :
(
f(x, ·), φ(x)

)
∈ C[0, T ] ∀φ ∈ Sγ,(a)(Rn)}.

Подiбно при u ∈ S ′
γ(Q̄), η ∈ C[0, T ] визначаємо розподiл (u(·, t), η(t)) ∈ S ′

γ(Rn):(
(u(x, t), η(t)), φ(x)

)
=

(
u(x, t), φ(x)η(t)

)
∀φ ∈ Sγ(Rn).

Через f∗g позначаємо згортку функцiй f i g, (g∗̂φ)(x) =
(
g(ξ), φ(x+ ξ)

)
,

fλ(t) =

{
θ(t)tλ−1

Γ(λ)
, λ > 0

f ′
1+λ(t), λ ≤ 0

,
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де Γ(λ) – гама-функцiя, θ(t) – функцiя Хевiсайда.
Похiдну Рiмана-Лiувiля v(β)(t) порядку β > 0 визначають формулою

v(β)(t) = f−β(t) ∗ v(t),

а похiдну Джрбашяна-Нерсесяна-Капуто дробового порядку (регуляризовану дробову
похiдну) як

Dβv(t) = 1
Γ(m−β)

∫ t

0
(t− τ)m−β−1 dm

dτm
v(τ)dτ при m− 1 < β < m, m ∈ N, D1v = dv

dt
.

Нехай A(x,D) – лiнiйний елiптичний диференцiальний вираз другого порядку

A(x,D)u =
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj
+

n∑
i=1

ai(x)uxi
+ a(x)u,

i далi вважаємо, що його коефiцiєнти aij, ai, a, i, j ∈ {1, . . . , n} є мультиплiкаторами у
просторi Sγ,(a)(Rn) (добутки їх i всiх їхнiх похiдних iз функцiями з Sγ,(a)(Rn) належать
Sγ,(a)(Rn)), C2,β(Q̄) = {v ∈ C(Q̄) : Av,Dβ

t v ∈ C(Q)}.
При β ∈ (0, 1] вивчаємо обернену задачу

Dβ
t u− A(x,D)u =

m∑
l=1

Rl(x)gl(t) + F (x, t), (x, t) ∈ Q, (1)

u(x, 0) = F1(x), x ∈ Rn, (2)

1

T

∫ T

0

u(x, t)ηl(t)dt = Φl(x), x ∈ Rn, l ∈ {1, . . . ,m} (3)

про визначення набору функцiй (u,R1, . . . , Rm) при заданих gl,Φl, ηl (l ∈ {1, . . . ,m}),
F, F1.

Позначаємо через Â(x,D) формально спряжений до A(x,D) оператор,
(Lregv)(x, t) = Dβ

t v(x, t)− Av(x, t),

(L̂v)(x, t) = f−β(t)∗̂v(x, t)− Âv(x, t), (x, t) ∈ Q.

Означення 1. Функцiя u ∈ S ′
γ,C(Q̄) (u ∈ S ′

γ,(a),C(Q̄)) називається розв’язком задачi
Кошi (1), (2), якщо вона задовольняє тотожнiсть

(
u, L̂ψ

)
=

m∑
l=1

(
Rl(y),

T∫
0

ηl(t)ψ(y, t)dt
)
+ (F, ψ) +

(
F1(y)f1−β(t), ψ(y, t)

)
∀ψ ∈ Sγ(Q̄) (∀ψ ∈ Sγ,(a)(Q̄)).

(4)

Означення грунтується на формулi Грiна∫
Q

v(x, τ)(L̂ψ)(x, τ)dxdτ =

∫
Q

(Lregv)(x, τ)ψ(x, τ)dxdτ

+

∫
Rn

v(x, 0)
(
f1−β(τ), ψ(x, τ)

)
dx, v, ψ ∈ C2,β(Q̄), v|t=T = 0.

(5)
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Означення 2. Набiр (u,R1, . . . , Rm) ∈ S ′
γ,C(Q̄)× [S ′

γ(Rn)]m (вiдповiдно (u,R1, . . . , Rm) ∈
S ′
γ,(a),C(Q̄) × [S ′

γ,(a)(Rn)
)
]m) називається розв’язком оберненої задачi (1)-(3), якщо вiн

задовольняє тотожнiсть (4) для кожної ψ ∈ Sγ(Q̄) (вiдповiдно ψ ∈ Sγ,(a)(Q̄)) i умови (3)
в сенсi

1

T

∫ T

0

(
u(x, t), φ(x)

)
ηl(t)dt = (Φl, φ), l ∈ {1, . . . ,m} ∀φ ∈ Sγ(Rn) (φ ∈ Sγ,(a)(Rn)). (6)

Означення 3. Пара функцiй (G0(x, t, y, τ), G1(x, t, y)) називається вектор-функцiєю
Грiна задачi Кошi

Dβ
t u− A(x,D)u = F0(x, t), (x, t) ∈ Q,

u(x, 0) = F1(x), x ∈ Rn,
(7)

якщо за достатньо регулярних даних (обмеженої, неперервної i гельдерової за просто-
ровими змiнними для кожного t функцiї F0, обмеженої i гельдерової F1) функцiя

u(x, t) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

G0(x, t, y, τ)F0(y, τ)dy +

∫
Rn

G1(x, t, y)F1(y)dy, (x, t) ∈ Q̄ (8)

є класичним (iз C2,β(Q̄)) розв’язком задачi Кошi (7).

Вектор-функцiя Грiна задачi Кошi iснує [2, 8, 13, 15], причому

G1(x, t, y) =

t∫
0

f1−β(τ)G0(x, t, y, τ)dτ, (x, t) ∈ Q,

правильнi [8] оцiнки компонент вектор-функцiї Грiна

|Dα
xG0(x, t, y, τ)| ≤ Ct−β

n+|α|
2

+β−1e−c(|x−y|(t−τ)−
β
2 )

2
2−β

Ψn+|α|−2(|x− y|(t− τ)−
β
2 ),

|Dα
xG1(x, t, y)| ≤ Ct−β

n+|α|
2 e−c(|x−y|t−

β
2 )

2
2−β

Ψn+|α|−2(|x− y|t−
β
2 ),

(9)

де Ψm(z) =


1, m < 0

1 + |ln|z||, m = 0

|z|−m, m > 0

при |z| < 1, Ψm(z) = Ψm(1) при |z| > 1, i,

наприклад, c < (2 − β)
(

ββ

4

) 1
2−β , якщо A(D) – оператор Лапласа. Тут i далi c, C, Ck

(k ∈ N) – додатнi сталi.
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Позначаємо

(Ĝ0φ)(y, t, τ) =

∫
Rn

φ(x)G0(x, t, y, τ)dx,

(Ĝ1φ)(y, t) =

∫
Rn

φ(x)G1(x, t, y)dx,

(Ĝ0φ)(y, τ) =

T∫
τ

dt

∫
Rn

φ(x, t)G0(x, t, y, τ)dx,

(Ĝ1φ)(y) =

T∫
0

dt

∫
Rn

φ(x, t)G1(x, t, y)dx,

y ∈ Rn, 0 ≤ τ < t ≤ T.

Теорема 1. За припущення

(A) : γ ≥ 1− β
2
, F ∈ S ′

γ(Q̄), F1, Rl ∈ S ′
γ(Rn), gl ∈ C[0, T ], l = 0,m

iснує єдиний розв’язок u ∈ S ′
γ,C(Q̄) задачi Кошi (1), (2). Вiн визначений формулою

(
u(·, t), φ(·)

)
=

t∫
0

( m∑
l=1

Rl(·)gl(τ) + F (·, τ), (Ĝ0φ)(·, t, τ)
)
dτ +

(
F1(·), (Ĝ1φ)(·, t)

)
,

∀φ ∈ Sγ(Rn), t ∈ [0, T ].

(10)

За припущення

(A′) : γ ≥ 1, 0 < aT
β
2γ ≤ c, F ∈ S ′

γ,(a),C(Q̄), F1, Rl ∈ S ′
γ,(a)(Rn), gl ∈ C[0, T ], l = 0,m

iснує єдиний розв’язок u ∈ S ′
γ,(a),C(Q̄) задачi Кошi (1), (2). Вiн визначений формулою

(10) для довiльних φ ∈ Sγ,(a)(Rn), t ∈ [0, T ].

Доведення. Твердження теореми є наслiдком теореми 1 iз [9].

2 Розв’язок оберненої задачi

Нехай u ∈ S ′
γ,(a),C(Q̄) – розв’язок задачi Кошi (1), (2), φ ∈ Sγ,(a)(Rn), ηl ∈ C1[0, T ],

kl,j = kl,j(T ) =
1

T

T∫
0

gl(s)ηj(s)ds, Nj = Nj(T ) =
1

T

T∫
0

f1−β(t)ηj(t)dt.

Зауважимо, що

T∫
0

(
Au(·, t), φ(·)

)
ηj(t)dt =

T∫
0

(
u(·, t), Âφ(·)

)
ηj(t)dt =

(
Φj, Âφ

)
=

(
AΦj, φ

)
, j ∈ {1, . . . ,m}.
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З означення розв’язку задачi при ψ(x, t) = φ(x)ηj(t) та ηj ∈ C1[0, T ] маємо

T∫
0

(
u(x, t), φ(x)

)
(f−β ∗̂ηj)(t)dt−

T∫
0

(
Au(·, t), φ(·)

)
ηj(t)dt

=
m∑
l=1

(Rl, φ)

T∫
0

gl(t)ηj(t)dt+

T∫
0

(
F (·, t), φ(·)

)
ηj(t)dt+

(
F1, φ

) T∫
0

f1−βηjdt, j ∈ {1, . . . ,m},

де (f−β ∗̂η)(t) = (f ′
1−β ∗̂η)(t) = −

T∫
t

f1−β(s− t)η′(s)ds, а враховуючи умову (3), матимемо

m∑
l=1

kl,j(Rl, φ) =
1

T

T∫
0

(
u(·, t), φ(·)

)
(f−β ∗̂ηj)(t)dt

−
[
(AΦ, φ) +Nj(F1, φ) +

1

T

T∫
0

(
F (·, t), φ(·)

)
ηj(t)dt

]
∀φ ∈ Sγ,(a)(Rn), j ∈ 1, . . . ,m.

(11)

Одержали лiнiйну неоднорiдну алгебричну систему рiвнянь щодо невiдомих
(Rl, φ), l ∈ 1, . . . ,m. Зокрема, у випадку

(B) : kl,j =
1
T

T∫
0

gl(t)ηj(t)dt = δl,j, де δl,j – символи Кронекера,

ηj ∈ C1[0, T ], l, j ∈ {1, . . . ,m}

матимемо

(Rj, φ) =
1

T

T∫
0

(
u(·, s), φ(·)

)
(f−β ∗̂ηj)(s)ds

−
[
(AΦ, φ) +Nj(F1, φ) +

1

T

T∫
0

(
F (·, s), φ(·)

)
ηj(s)ds

]
∀φ ∈ Sγ,(a)(Rn), j ∈ {1, . . . ,m}.

(12)
За теоремою 1 за припущення (A′) iснує єдиний розв’язок задачi Кошi (1), (2) i вiн

має вигляд

(
u(·, t), φ(·)

)
=

t∫
0

( m∑
j=1

Rj(·)gj(τ) + F (·, τ), (Ĝ0φ)(·, t, τ)
)
dτ +

(
F1(·), (Ĝ1φ)(·, t)

)
,

∀φ ∈ Sγ,(a)(Rn), t ∈ [0, T ].

(13)

Пiдставляємо знайденi за формулами (12) функцiї Rj у (13). Одержуємо

(
u(·, t), φ(·)

)
=

1

T

m∑
j=1

t∫
0

gj(τ)dτ

T∫
0

(
u(·, s), (Ĝ0φ)(·, t, τ)

)
(f−β ∗̂ηj)(s)ds

+
(
u0(·, t), φ(·)

)
,

(14)
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де (
u0(·, t), φ(·)

)
=

t∫
0

(
F (·, τ), (Ĝ0φ)(·, t, τ)

)
dτ +

(
F1(·), (Ĝ1φ)(·, t)

)

−
m∑
j=1

t∫
0

gj(τ)
[(
AΦ(·), (Ĝ0φ)(·, t, τ)

)
+Nj

(
F1(·), (Ĝ0φ)(·, t, τ)

)

+
1

T

T∫
0

(
F (·, s), (Ĝ0φ)(·, t, τ)

)
ηj(s)ds

]
dτ ∀φ ∈ Sγ,(a)(Rn), t ∈ [0, T ].

(15)

Припущення (C): γ ≥ 1, 0 < aT
β
2γ ≤ c, F ∈ S ′

γ,(a),C(Q̄), F1,Φ, AΦ ∈ S ′
γ,(a)(Rn),

gj ∈ C[0, T ], ηj ∈ C1[0, T ], j ∈ {1, . . . ,m}.
Як у [9, лема 4] доводимо правильнiсть наступного твердження.

Лема 1. За припущень (B), (C) набiр (u,R1, . . . , Rm) ∈ S ′
γ,(a),C(Q̄) × [S ′

γ,(a)(Rn)]m є
розв’язком оберненої задачi (1)-(3) тодi й тiльки тодi, коли u задовольняє рiвняння
(14), а функцiї Rj, j ∈ {1, . . . ,m} визначенi формулою (12).

Припущення (D): функцiя T
m∑
j=1

max
τ∈[0,T ]

|gj(τ)| max
s∈[0,T ]

|η′j(s)| обмежена монотонно зро-

стаючою функцiєю b(T ) на [0, T0] при деякому T0 <
(
c
a

)2γ/β.
Теорема 2. За припущень (B), (C), (D) iснує таке число T1 ∈ [0, T0], при якому обернена
задача (1)-(3) однозначно розв’язна у просторi S ′

γ,(a),C(Q̄) × [S ′
γ,(a)(Rn)]m. При цьому u

– розв’язок рiвняння (14), функцiї Rj, j ∈ {1, . . . ,m} визначенi формулою (12).

Доведення. Як при доведеннi теореми 1 iз [9] показуємо, що за припущення (C) фун-
кцiя u0 ∈ S ′

γ,(a),C(Q̄) i подiбно, що при u ∈ S ′
γ,(a),C(Q̄) визначенi формулою (12) функцiї

Rj ∈ S ′
γ,(a)(Rn), j ∈ {1, . . . ,m}. Враховуючи лему 1, залишається довести розв’язнiсть

рiвняння (14) у кожному з просторiв

Mk,a = {v ∈ S ′
γ,(a),C(Q̄) : ||v||k,(a) = max

t∈[0,T ]
sup

φ∈Sγ,(a)(Rn)

∣∣(v(·, t), φ(·))∣∣
||φ||k,(a)

< +∞}, k ≥ k0,

де k0 залежить вiд порядкiв сингулярностей заданих розподiлiв (див. [9, лема 1]).
На Mk,a вводимо оператор

(
(Pv)(·, t), φ(·)

)
=

1

T

m∑
j=1

t∫
0

gj(τ)dτ

T∫
0

(
v(·, s), (Ĝ0φ)(·, t, τ)

)
(f−β ∗̂ηj)(s)ds

+
(
u0(·, t), φ(·)

)
∀φ ∈ Sγ,(a)(Rn).

Згiдно з [9, лема 2], для довiльної φ ∈ Sγ,(a)(Rn) функцiї (Ĝ0φ)(y, t, τ) i (Ĝ1φ)(y, t)

належать до Sγ,(a)(Q̄). При цьому за припущень щодо γ, a, T

||(Ĝ0φ)(·, t, τ)||k,(a) ≤ C(t− τ)β−1 ||φ||k,(a), 0 ≤ τ < t ≤ T,

||(Ĝ1φ)(·, t)||k,(a) ≤ C ||φ(·, t)||k,(a), t ∈ [0, T ].
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Тому при φ ∈ Sγ,(a)(Rn), v ∈Mk,a

|
(
(Pv)(·, t), φ(·)

)
|

||φ||k,(a)
≤ 1

T

m∑
j=1

t∫
0

|gj(τ)|dτ
T∫

0

|
(
v(·, s), (Ĝ0φ)(·, t, τ)

)
|

||φ||k,(a)
|(f−β ∗̂ηj)(s)|ds

+
|
(
u0(·, t), φ(·)

)
|

||φ||k,(a)
≤ 1

T

m∑
j=1

t∫
0

|gj(τ)|dτ
T∫

0

||(Ĝ0φ)(·, t, τ)
)
||k,(a)

||φ||k,(a)
|(f−β ∗̂ηj)(s)|ds ||v||k,a

+||u0||k,a ≤
C1

T

m∑
j=1

t∫
0

(t− τ)β−1|gj(τ)|dτ
T∫

0

|(f−β ∗̂ηj)(s)|ds ||v||k,a + ||u0||k,a,

а так як

|(f−β ∗̂ηj)(y, s)| = |
∫ T−s

0

τ−β

Γ(1− β)
η′j(τ + s)dτ | ≤ C2(T − s)1−β max

τ∈[0,T ]
|η′j(τ)|,

то

||Pv||k,a ≤ C3T
1−β

m∑
j=1

t∫
0

(t− τ)β−1|gj(τ)|dτ max
s∈[0,T ]

|η′j(s)| ||v||k,a + ||u0||k,a

≤ C4T
1−β tβ

m∑
j=1

max
τ∈[0,T ]

|gj(τ)| max
s∈[0,T ]

|η′j(s)| ||v||k,a + ||u0||k,a

≤ C4 b(T ) ||v||k,a + ||u0||k,a.

Враховуючи припущення (D), одержуємо однозначну розв’язнiсть лiнiйного iнте-
грального рiвняння Фредгольма другого роду (14) для всiх φ ∈ Sγ,(a)(Rn), T ∈ (0, T1)

при деякому T1 ∈ (0, T0].
Доведемо єдинiсть розв’язку задачi (1)-(3). Якщо є два її розв’язки

(u1, R11, . . . , Rm1), (u2, R12, . . . , Rm2),

то при u = u1 − u2, Rj = Rj1 − Rj2, j ∈ {1, . . . ,m} набiр (u,R1, . . . , Rm) задовольняє
задачу

Dβ
t u− A(x,D)u =

m∑
j=1

Rj(x)gj(t) (x, t) ∈ Q,

u(x, 0) = 0, x ∈ Rn,

1

T

T∫
0

(
u(x, t), φ(x)

)
ηl(t)dt = 0, l ∈ {1, . . . ,m} ∀φ ∈ Sγ,(a)(Rn).

Як вище, показуємо, що функцiя u задовольняє рiвняння вигляду (14) iз u0 = 0,

(Rj, φ) =
1

T

T∫
0

(
u(·, s), φ(·)

)
(f−β ∗̂ηj)(s)ds ∀φ ∈ Sγ,(a)(Rn), j ∈ {1, . . . ,m}. (16)
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За доведеним у теоремi 2 u = 0, i тодi з (16) одержуємо Rj = 0, j ∈ 1, . . . ,m.

Розглянемо загальний випадок (не припускаючи виконання умови (B)).

Припущення (E): d = d(T ) = det(kl,j)l,j∈{1,...,m} ̸= 0.

За припущення (E) з системи (11) знаходимо

(Rj, φ) =
1

d(T )

m∑
l=1

kdl,j

{ 1

T

T∫
0

(
u(·, s), φ(·)

)
(f−β ∗̂ηl)(s)ds

−
[
(AΦ, φ) +Nl(F1, φ) +

1

T

T∫
0

(
F (·, s), φ(·)

)
ηl(s)ds

]}
∀φ ∈ Sγ,(a)(Rn), j ∈ {1, . . . ,m},

(17)
де kdl,j – алгебричне доповнення до елемента kl,j матрицi (kl,j)l,j∈{1,...,m}, i пiдставляємо
знайденi розподiли Rj у формулу (13). Одержуємо

(
u(·, t), φ(·)

)
=

1

Td(T )

t∫
0

m∑
l,j=1

gj(τ) k
d
l,j

[ T∫
0

(
u(·, s), (Ĝ0φ)(·, t, τ)

)
(f−β ∗̂ηl)(s)ds

]
dτ

+
(
v0(·, t), φ(·)

)
∀φ ∈ Sγ,(a)(Rn), t ∈ [0, T ],

(18)

(
v0(·, t), φ(·)

)
=

t∫
0

(
F (·, τ), (Ĝ0φ)(·, t, τ)

)
dτ +

(
F1(·), (Ĝ1φ)(·, t)

)

− 1

d(T )

t∫
0

m∑
l,j=1

gj(τ) k
d
l,j

[(
AΦ(·), (Ĝ0φ)(·, t, τ)

)
+Nl

(
F1(·), (Ĝ0φ)(·, t, τ)

)

+
1

T

T∫
0

(
F (·, s), (Ĝ0φ)(·, t, τ)

)
ηl(s)ds

]
dτ, ∀φ ∈ Sγ,(a)(Rn), t ∈ [0, T ].

Припущення (F): функцiя T
d(T )

m∑
l,j=1

max
τ∈[0,T ]

|gj(τ)| |kdl,j| max
s∈[0,T ]

|η′l(s)| обмежена монотон-

но зростаючою функцiєю D(T ) на [0, T0] при деякому T0 <
(
c
a

)2γ/β.
Припущення (E) i (F) виконуються, зокрема, при g1(t) = t, g2(t) = 1, η1(t) = t2−2Tt,

η2(t) = 1 у випадку m = 2. Тут d(T ) = −T 4(8−3T )
12

, D(T ) = 120
3(8−3T )

.

Повторюючи схему доведення теореми 2, одержуємо такий результат.

Теорема 3. За припущень (C), (E), (F) iснує таке число T1 ∈ [0, T0], при якому обернена
задача (1)-(3) однозначно розв’язна у просторi S ′

γ,(a),C(Q̄) × [S ′
γ,(a)(Rn)]m. При цьому u

– розв’язок рiвняння (18), функцiї Rj, j ∈ {1, . . . ,m} визначенi згiдно з (17).
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Висновки

Знайдено достатнi умови локальної за часом розв’язностi оберненої задачi про ви-
значення m невiдомих функцiй iз простору розподiлiв типу Шварца у правiй частинi
рiвняння дифузiї з дробовою похiдною при m iнтегральних за часом умовах перевизна-
чення.
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We find the sufficient conditions for the unique (local in time) solvability of an inverse
problem of finding m unknown functions Rl(x), l ∈ {1, . . . ,m} from the Schwartz-type distri-
butions S′

γ,(a)(R
n) in a source term of a diffusion equation

Dβ
t u−A(x,D)u =

m∑
l=1

Rl(x)gl(t) + F (x, t), (x, t) ∈ Q = Rn × (0, T ]

with the Djrbasian-Nersesian-Caputo time-fractional derivative of the order β ∈ (0, 1) where
A(x,D) is an elliptic differential operator of the second order,

Sγ,(a)(Rn) = {v ∈ C∞(Rn) : ||v||k,(a) = sup
|α|≤k,x∈Rn

ea(1−
1
k )|x|

1
γ |Dαv(x)| < +∞ ∀k ∈ N, k ≥ 2}.

We use time-integral over-determination conditions

1

T

∫ T

0

u(x, t)ηl(t)dt = Φl(x), x ∈ Rn, l ∈ {1, . . . ,m}

with the given ηl ∈ C1[0, T ] and Schwartz-type distributions Φl(x), l ∈ {1, . . . ,m}. Note that
time-integral over-determination conditions were used in the study of various inverse problems
in various functional spaces.

By properties of the Green vector-function the problem boils down to solving linear operator
equation of the second kind with respect to the unknown solution u of the Cauchy problem,
continuous with values in Schwartz-type distributions, and a linear inhomogeneous algebraic
system of equations for finding expressions of unknown functions Rl(x), l ∈ {1, . . . ,m} through
it. We generalize the results of [11] on the classical solvability of a problem with two unknown
functions from Schwartz-type spaces of rapidly decreasing functions at infinity on the right-
hand side of such an equation.


