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ЗАДАЧА З МАЛИМ ПАРАМЕТРОМ ПРИ ПОХIДНИХ У
ГIПЕРБОЛIЧНIЙ СИСТЕМI ЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

Розглянуто початково-крайову задачу для системи n + m сингулярно збурених лiнiйних
рiвнянь з частинними похiдними першого порядку на площинi, причому малий параметр
є множником при рiзних частинних похiдних. Побудовано та обґрунтовано асимптотичне
розвинення довiльного порядку розв’язку системи за степенями малого параметра.

We consider the initial-boundary value problem for a system of n+m singularly perturbed first
order linear partial differential equations in the plane such that the small parameter is a multiplier
for various partial derivatives. We construct and justify the asymptotic expansion of an arbitrary
order solution with the powers of a small parameter.

Вступ. Гiперболiчнi рiвняння i системи,
зазвичай, використовують для моделюван-
ня коливних процесiв, що мають скiнченну
швидкiсть поширення збурень [1,2]. З мате-
матичних мiркувань це вiдповiдає тому, що
характеристики гiперболiчних рiвнянь i си-
стем не є ортогональними. Однак, в бага-
тьох задачах природознавства, фiзики твер-
дого тiла, теорiї оптимального керування то-
що зустрiчаються математичнi моделi у ви-
глядi рiвнянь з частинними похiдними, якi
за своїм типом є гiперболiчними i для яких
частина характеристик є перпендикулярни-
ми до системи координат [2].

Вивчення взаємозв’язку гiперболiчних
задач з ортогональними характеристиками
та характеристиками близькими до ортого-
нальних приводить до ефекту примежового
шару [3].

У цiй працi розглянуто сингулярну зада-
чу для гiперболiчної системи лiнiйних рiв-
нянь першого порядку з малим параметром
при рiзних похiдних. Виродження параме-
тра приводить до задачi з ортогональними
характеристиками. Подiбними за результа-
тами до цiєї працi є дослiдження в [4,5].

Формулювання задачi. В областi Ω =

{(x, t) : 0 < x, t < ∞} розглянемо мiша-

ну задачу для гiперболiчної системи n + m

рiвнянь




ε
∂uε

i

∂t
+

∂uε
i

∂x
=

n∑
j=1

aij(x, t)uε
j+

+
m∑

k=1

bik(x, t)vε
k+

+fi(x, t; ε), i = 1, n,

∂vε
s

∂t
− ε

∂vε
s

∂x
=

n∑
j=1

γsj(x, t)uε
j+

+
m∑

k=1

σsk(x, t)vε
k+

+gs(x, t; ε), s = 1,m,

(1)

uε
i (x, 0) = uε

i (0, t) = 0, i = 1, n,
(2)

vε
s(x, 0) = 0, s = 1, m,

де ε < 1 – малий додатнiй параметр.
Особливiстю цiєї задачi є те, що параметр

ε стоїть при рiзних похiдних у перших n i
в останнiх m рiвняннях. Це приводить до
специфiчних особливостей розв’язку i його
асимптотики.

Ми розглядаємо класичний розв’язок за-
дачi (1),(2), тобто розв’язок, неперервний в
замиканнi областi Ω = {(x, t) : 0 6 x, t <

∞}, який має неперервнi похiднi першого

130 Буковинський математичний журнал. 2014. – Т. 2, № 1.



порядку, що задовольняють систему (1), а
також крайовi умови (2).

Для побудови та обгрунтування асимпто-
тичного розвинення розв’язку задачi (1),(2)
припускаємо, що виконуються такi умови:

(H1) функцiї aij, bik, γsj, σsk : Ω → R , fi i
gs : Ω× R → R – достатньо гладкi в областi
свого визначення (порядок гладкостi зале-
жить вiд порядку асимптотики);

(H2) умови погодження першого порядку
для всiх ε ∈ (0, 1)

fi(0, 0; ε) = 0, i = 1, n,
gs(0, 0; ε) = 0, s = 1,m.

За умов (H1), (H2) при кожному фi-
ксованому значеннi параметра ε iснує єди-
ний класичний розв’язок задачi (1),(2) [1].
Для побудови та обгрунтування асимптоти-
ки розв’язку жодних додаткових умов на
знак aij (j = i), σsk (k = s) не потрiбно.

Зазначимо, що розв’язок виродженої си-
стеми (в (1) формально ε = 0)





∂ui

∂x
=

n∑
j=1

aij(x, t)uj+

+
m∑

k=1

bik(x, t)vk+

+fi(x, t; 0), i = 1, n,

∂vs

∂t
=

n∑
j=1

γsj(x, t)uj+

+
m∑

k=1

σsk(x, t)vk+

+gs(x, t; 0), s = 1,m

(3)

не задовольняє всiх умов (2), а саме, функцiї
ui (i = 1, n), загалом, не задовольняють по-
чатковi умови. Тому в околi межi t = 0 обла-
стi Ω виникає примежовий шар, який пiд-
правляє розв’язок виродженої задачi (систе-
ма (3) iз крайовими умовами для функцiй u

та початковими для v, яка наведена нижче)
до виконання втрачених умов. Особливiсть
задачi полягає ще й в тому, що хоча при-
межова функцiя визначається як розв’язок
рiвнянння з частинними похiдними першо-

го порядку, а межа на якiй задається кра-
йова умова, мiстить кутову точку (0,0), що
впливає на гладкiсть розв’язку, тим не мен-
ше, вдається побудувати без будь-яких iн-
ших умов погодження, крiм (H2), асимпто-
тику розв’язку довiльного порядку, рiвно-
мiрну в областi Ω.

Для простоти записiв уведемо позначен-
ня

uε(x, t) = (uε
1(x, t), . . . , uε

n(x, t)),

vε(x, t) = (vε
1(x, t), . . . , vε

m(x, t)).

Побудова нульового наближення.
Асимптотику розв’язку (uε, vε) задачi (1),(2)
на першому кроцi будуємо у виглядi

uε
i (x, t) ∼ ūi0(x, t) (i = 1, n),

vε
s(x, t) ∼ v̄s0(x, t) (s = 1,m), (4)

(x, t) ∈ Ω.

Для визначення функцiй ūi0 та v̄s0 нульового
наближення регулярної частини асимптоти-
ки сформулюємо задачу





∂ūi0

∂x
=

n∑
j=1

aij(x, t)ūj0+

+
m∑

k=1

bik(x, t)v̄k0+

+fi0(x, t), i = 1, n,

∂v̄s0

∂t
=

n∑
j=1

γsj(x, t)ūj0+

+
m∑

k=1

σsk(x, t)v̄k0+

+gs0(x, t), s = 1,m,

ūi0(0, t) = 0, i = 1, n,

v̄s0(x, 0) = 0, s = 1,m,

(5)

де fi0(x, t), gs0(x, t) – першi члени розвине-
ння функцiй fi та gs у степеневий ряд за
степенями параметра ε в околi ε = 0. За-
дача (5) для визначення ūi0 (i = 1, n),
v̄s0 (s = 1, m) за умови (H2) еквiвалентна
системi iнтегральних рiвнянь типу Вольтер-
ра другого роду, для якої iснує єдиний до-
статньо гладкий розв’язок. Отож, функцiї
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ūi0 (i = 1, n), v̄s0 (s = 1,m) однозначно ви-
значенi та мають потрiбну гладкiсть. Iз фор-
мулювання задачi для визначення ūi0, v̄s0,
очевидно, випливає, що не всi умови (2) ви-
конуються. Тепер будемо пiдправляти побу-
дований розв’язок задачi (5) функцiєю при-
межового шару так, щоб виконувалася втра-
чена при виродженнi умова.

Пiдправимо (4) функцiєю примежового
шару так, щоб виконувалась друга умова
(2), тобто наближення розв’язку будуємо у
виглядi

{
uε

i (x, t) ∼ ūi0(x, t) + Pi0u(x, τ),

vε
s(x, t) ∼ v̄s0(x, t).

(6)

де

τ =
t

ε
,

регуляризуюча змiнна в околi межi t =

0. Щоб записати задачу для визначен-
ня Pi0u(x, τ), розвинемо коефiцiєнти систе-
ми (1) в ряд за степенями ε i пiдставимо (6)
у систему (1) та крайовi умови (2), прирiв-
нявши коефiцiєнти при нульовому степенi ε,
отримаємо задачу для визначення Pi0u:




∂Pi0u

∂τ
+

∂Pi0u

∂x
=

n∑
j=1

aij(x, 0)Pj0u,

τ > 0, 0 < x < ∞,

Pi0u(0, τ) = 0, τ > 0,

Pi0u(x, 0) = −ūi0(x, 0),

0 < x < ∞, i = 1, n.

(7)

Отож, як випливає iз (7), функцiї Pi0u лiквi-
дують нев’язку, яку приносять ūi0 у крайо-
ву умову при t = 0 i для визначення фун-
кцiй Pi0u отримано крайову задачу для гi-
перболiчної системи рiвнянь першого поряд-
ку. Гладкiсть розв’язку задачi (7) залежить
вiд виконання умов погодження в кутовiй
точцi. Перевiримо виконання умов погодже-
ння нульового та першого порядкiв розв’яз-
ку Pi0u у кутовiй точцi (0, 0). Для виконання
умов погодження нульового порядку повин-

нi виконуватись рiвностi

Pi0u(0, τ)|τ=0 = Pi0u(x, 0)|x=0 (i = 1, n).

Очевидним є те, що лiва частина цiєї рiв-
ностi для всiх i = 1, . . . , n дорiвнює нулю в
кутовiй точцi, а з умов (7) та (5) справджу-
ється рiвнiсть

0 = −ūi0(x, 0)|x=0 = 0 (i = 1, n).

Отже, умови погодження початкових та

крайових умов нульового порядку задачi (7)

виконуються.
Перейдемо до перевiрки умови погоджен-

ня першого порядку, а саме, перевiримо, чи

задовольняють систему (7) умови задачi в

кутовiй точцi. Для цього повиннi виконува-

тись спiввiдношення

∂Pi0u

∂t

∣∣∣∣
(0,0)

+
∂Pi0u

∂ξ

∣∣∣∣
(0,0)

=

=
n∑

j=1

aij(x, 0)Pj0u

∣∣∣∣
(0,0)

(i = 1, n).

Використавши умови iз (7), потрiбно пока-

зати, що
∂ūi0

∂x

∣∣∣∣
(0,0)

= 0. З умов (H1), (5) одер-

жимо

∂ūi0

∂x

∣∣∣∣
(0,0)

=
n∑

j=1

aij(0, 0)ūj0

∣∣∣∣
(0,0)

+

+
m∑

k=1

bik(0, 0)v̄k0

∣∣∣∣
(0,0)

+fi0(0, 0) = 0, i = 1, n.

Виконання умов погодження нульового та

першого порядкiв крайових та початкових

умов дають пiдставу стверджувати, що роз-

в’язок Pi0u задачi (7) є достатньо гладким.
Покажемо тепер що функцiї Pi0u (i =

1, n) мають примежовий характер. Дiйсно,
з однорiдностi крайової умови (7), функцiї

Pi0u (i = 1, n) приймають нульовi значення

над характеристикою τ = x рiвняння (7).
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При ε → 0 характеристика наближається до

горизонтального положення, тобто функцiї

Pi0u вiдмiннi вiд нуля в околi межi t = 0

областi Ω.

Побудова наближення першого по-
рядку.

Асимптотичне розвинення першого по-
рядку розв’язку (uε, vε) задачi (1),(2) буду-
ємо у виглядi





uε
i (x, t)∼ ūi0(x, t) + Pi0u(x, τ)

+εūi1(x, t) + εPi1u(x, τ), i = 1, n,

vε
s(x, t)∼ v̄s0(x, t)

+εv̄s1(x, t) + εPs1v(x, τ), s = 1,m.

(8)

Пiдставляємо (8) в систему (1),(2). Стандар-

тною процедурою теорiї сингулярних збу-
рень [3] отримаємо задачу для визначення

функцiй Ps1v





∂Ps1v

∂τ
=

n∑
j=1

γsj(x, 0)Pj0u,

Ps1v(x,∞) = 0, s = 1,m.

Проiнтегрувавши рiвняння для Ps1v, вико-

риставши те, що Ps0u(x, τ) = 0, τ > x (s =

1,m), запишемо Ps1v (s = 1,m) у явному
виглядi

Ps1v(x, τ)=





n∑
j=1

γsj(x, 0)

τ∫

x

Pj0u(x, η)dη,

0 6 τ 6 x,

0, τ > x.

(9)

Зазначимо, що функцiї Ps1v мають непе-
рервнi частиннi похiднi першого порядку.

Система рiвнянь для визначення першо-
го наближення (ūi1, v̄s1) регулярної частини

асимптотики матиме вигляд



∂ūi1

∂x
=

n∑
j=1

aij(x, t)ūj1+

+
m∑

k=1

bik(x, t)v̄k1+

+f̄i1(x, t), i = 1, n,

∂v̄s1

∂t
=

n∑
j=1

γsj(x, t)ūj1+

+
m∑

k=1

σsk(x, t)v̄k1+

+ḡs1(x, t), s = 1,m,

(10)

де f̄i1(x, t) = fi1(x, t) − ∂ūi0(x, t)

∂t
, ḡs1(x, t) =

gs1(x, t) +
∂v̄s0(x, t)

∂x
, fi1(x, t), gs1(x, t) – кое-

фiцiєнти при першому степенi ε розвинення
функцiй fi та gs у ряд за степенями ε, вiд-
повiдно. Крiм того, v̄s1 лiквiдують нев’язки,
якi вносять примежовi шари Ps1v у початко-
вi умови. Тому функцiї ūi1, v̄s1, як розв’язки
системи (10) повиннi задовольняти умови
{

ūi1(0, t) = 0, i = 1, n,

v̄s1(x, 0) = −Ps1v(x, 0), s = 1,m.
(11)

Задача (10), аналогiчно як i (5), еквiвален-
тна системi iнтегральних рiвнянь Вольтер-
ра другого роду, тобто є однозначно розв’я-
зною.

Для Pi1u (i = 1, n) отримаємо задачу




∂Pi1u

∂τ
+

∂Pi1u

∂x
=

n∑
j=1

aij(x, 0)Pj1u+

+pi1(x, τ), 0 < x < ∞, τ > 0,

Pi1u(0, τ) = 0, τ > 0,

Pi1u(x, 0) = −ūi1(x, 0),

0 6 x < ∞ (i = 1, n),

(12)

де pi1(x, τ) =
m∑

k=1

bik(x, 0)Pk1v+

+τ

n∑
j=1

∂aij(x, 0)

∂t
Pj0u.

Оскiльки система (12) є неоднорiдною, то
для iснування класичного розв’язку задачi
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необхiдно, щоб виконувались не лише умо-
ви погодження нульового та першого поряд-
кiв у кутовiй точцi (0,0), але й iснували не-
перервнi похiднi першого порядку для фун-
кцiй pi1. Частиннi похiднi iснують, оскiльки
функцiї Pk0u, Pk1v – гладкi. Доведемо вико-
нання умов погодження нульового порядку,
тобто Pi1u(0, τ)

∣∣
τ=0

= Pi1u(x, 0)
∣∣
x=0

. Рiвнiсть
нулю лiвої частини випливає з умови (12), а
для правої частини використаємо умови (11)

0 = −ūi1(x, 0)
∣∣
x=0

= 0, i = 1, n.

Тому крайовi умови системи (12) погодже-
нi до неперервностi в кутовiй точцi (0,0), що
означає, що розв’язок задачi (12) у областi
τ > 0, 0 6 x < ∞ є неперервний. Щоб пере-
конатися, що Pi1v у вказанiй областi гладкi,
покажемо, що для всiх i = 1, n виконуються
рiвностi

∂Pi1u

∂τ

∣∣∣∣
(0,0)

+
∂Pi1u

∂x

∣∣∣∣
(0,0)

=

n∑
j=1

aij(x, 0)Pj1u

∣∣∣∣
(0,0)

+ pi1

∣∣
(0,0)

.

З умов (7),(9),(12) перейдемо до рiвностi

0− ∂ūi1

∂x

∣∣∣∣
(0,0)

=
n∑

j=1

aij · 0 + 0.

Тепер залишилось показати, що похiдна ūi1

за x рiвна нулю. Для цього використаємо
умову (10), з якої маємо

∂ūi1

∂x

∣∣∣∣
(0,0)

=
n∑

j=1

aij(0, 0)ūj1

∣∣∣∣
(0,0)

+

+
m∑

k=1

bik(0, 0)v̄k1

∣∣∣∣
(0,0)

+ f̄i1

∣∣∣∣
(0,0)

, i = 1, n,

де




f̄i1(0, 0) = fi1(0, 0)− ∂ūi0

∂t
= 0,

v̄s1|(0,0) = −Ps1v(0, 0) = 0,

ūi1|(0,0)=0.

Оскiльки,
∂ūi1

∂x

∣∣∣∣
(0,0)

= 0, то всi умови

для iснування класичного (тобто гладкого)
розв’язку для задачi (12) виконуються.

Отже, як випливає iз побудованого вище
нульового та першого наближень, рекурен-
тний процес послiдовного визначення фун-
кцiй асимптотичного розвинення розв’язку
розщеплений, а тому опишемо алгоритм ви-
значення функцiй наближення довiльного
порядку.

Побудова асимптотики довiльного
порядку. Повне асимптотичне розвинення
розв’язку (uε, vε) задачi (1),(2) будуємо у ви-
глядi:




uε
i (x, t)∼

∞∑
h=0

εh
[
ūih(x, t) + Pihu(x, τ)

]
,

i = 1, n,

vε
s(x, t)∼

∞∑
h=0

εh
[
v̄sh(x, t) + Pshv(x, τ)

]
,

s = 1, m.

(13)

Опишемо послiдовнiсть, з якої визначає-
мо функцiї правих частин (13), а також ви-
пишемо задачi, розв’язками яких є цi фун-
кцiї. Задачi отримуємо стандартним спосо-
бом теорiї сингулярних збурень [3], подiбно
до наведеного вище, тому пропустимо опис
способу їх отримання.

Задачi для функцiй Pshv примежового
шару матимуть вигляд:



∂Pshv

∂τ
= pv

sh(x, τ), τ > 0, 0 < x < ∞,

Pshv(x,∞)= 0, 0 6 x < ∞ (s = 1,m),

(14)
де pv

sh – права частина рiвняння для Pshv i
має вид

pv
sh(x, τ) =

h−1∑
r=0

τ r

r!

[ n∑
j=1

∂rγsj

∂tr
(x, 0)Pj, h−1−ru+

+
m∑

k=1

∂rσsk

∂tr
(x, 0)Pk, h−1−rv

]
+

+
∂Ps, h−2v

∂x
, s = 1,m, h > 1.
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Тут pv
sh (s = 1,m, h > 0) – вiдомi неперервнi

в Ω функцiї, рiвнi нулевi над характеристи-
кою τ = x, що випливає з їхньої структури,
а ξ – регуляризуюче перетворення, як вище.
Тому розв’язок Pshv задачi (14) для кожного
h > 1 та s = 1,m запишемо в явному виглядi

Pshv(x, τ)=





τ∫

x

pv
sh(x, ϑ)dϑ, 06τ 6x,

0, τ > x.

(15)

Зазначимо, що гладкiсть функцiй Pshv

( s = 1,m, h > 1), зокрема, i на характери-
стицi x = τ , випливає безпосередньо iз їхньої
структури.

Функцiї регулярної частини асимптотики
(ūh, v̄h) порядку h > 1 є розв’язками такої
задачi





∂ūih

∂x
=

n∑
j=1

aij(x, t)ūjh+

+
m∑

k=1

bik(x, t)v̄kh + f̄ih(x, t),

(x, t) ∈ Ω (i = 1, n),

∂v̄sh

∂t
=

n∑
j=1

γsj(x, t)ūjh+

+
m∑

k=1

σsk(x, t)v̄kh + ḡsh(x, t),

(x, t) ∈ Ω (s = 1,m),

(16)





ūih(0, t) = 0, 0 6 t < ∞ (i = 1, n),

v̄sh(x, 0) = −Pshv(x, 0),

0 6 x < ∞ (s = 1,m),

(17)

де f̄ih(x, t) = fih(x, t) − ∂ūi, h−1

∂t
, ḡsh(x, t) =

gsh(x, t) +
∂v̄s, h−1

∂x
, а fih(x, t), gsh(x, t) – кое-

фiцiєнти розвинення функцiй fi та gs, вiдпо-
вiдно, в ряд за степенями ε. Задача (16),(17)
еквiвалентна системi iнтегральних рiвнянь
Вольтерра другого роду, для якої iснує єди-
ний розв’язок.

Для визначення наближень функцiї при-
межового шару Pihu в околi границi t = 0

областi Ω одержимо крайову задачу




∂Pihu

∂τ
+

∂Pihu

∂x
=

n∑
j=1

aijPj hu(x, τ)+

+pu
ih, 0 < x < ∞, τ > 0,

Pihu(0, τ) = 0, τ > 0,

Pihu(x, 0) = −ūih(x, 0),

0 6 x < ∞, i = 1, n, h > 1,

(18)
де

pu
ih(x, τ) =

h∑
r=1

τ r

r!

n∑
j=1

∂raij

∂tr
(x, 0)Pj, h−ru(x, τ)

+
h∑

r=0

τ r

r!

m∑

k=1

∂rbik

∂tr
(x, 0)Pk, h−rv(x, τ),

i = 1, n, h > 1.

Аналогiчно як у задачi (12), для доведення
iснування класичного розв’язку задачi (18)
необхiдно, щоб функцiя pv

ih(x, τ) була глад-
кою й виконувались умови погодження ну-
льового та першого порядкiв у кутовiй то-
чцi (0,0). Частиннi похiднi функцiй pv

ih(x, τ)

iснують, оскiльки функцiя є сумою гладких
функцiй. Перейдемо до перевiрки виконан-
ня умов погодження, якi випливають iз (17)
та (18) :

0 = Pihu(0, τ)

∣∣∣∣
τ=0

= Pihu(x, 0)

∣∣∣∣
x=0

=

= −ūih(x, 0)

∣∣∣∣
x=0

,

0 = −uih(0, 0) = 0 (i = 1, n, h > 1).

Отже, крайовi умови погодженi до непе-
рервностi в кутовiй точцi. Перевiримо чи по-
чатковi умови задовольняють систему (18) в
точцi (0,0), тобто

∂Pihu

∂τ

∣∣∣∣
(0,0)

+
∂Pihu

∂x

∣∣∣∣
(0,0)

=

=
n∑

j=1

aij(0, 0)Pj hu

∣∣∣∣
(0,0)

+ pu
ih

∣∣∣∣
(0,0)
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(i = 1, n, h > 1),

або, використавши початкову та крайовi
умови задачi (18), останнє можна записати
у видi

−∂ūih(x, 0)

∂x

∣∣∣∣
x=0

=
n∑

j=1

aij · 0 + pv
ih(0, 0)

(i = 1, n, h > 1).

Права частина цього спiввiдношення рiвна
нулевi, оскiльки pu

ih(x, τ) = 0 (i = 1, n, h > 1)

при τ > x > 0, що випливає iз їхнiх власти-
востей. Використавши перше рiвняння (16)
та умови (17), маємо

∂ūih(0, 0)

∂x
= −

n∑
j=1

aij(0, 0) · 0−

−
m∑

k=1

bik(0, 0)Pkhv(x, 0)

∣∣∣∣
x=0

+ f̄ih(0, 0),

i = 1, n, h > 1.

Вiдповiдно до (17) та (15), першi два додан-
ки справа рiвнi нулевi. Залишилось показа-
ти, що f̄ih(x, t) в кутовiй точцi рiвна нулевi.
Отож, iз вигляду для f̄ih, умов (H2), (17) мо-
жемо записати (i = 1, n, h > 1)

f̄ih(0, 0) = fih(0, 0)− ∂ūi, h−1(0, 0)

∂t
= 0.

Справедливiсть останньої рiвностi випливає
з того, що ūih(0, t) = 0 для 0 6 t < ∞ (i =

1, n), тому
∂uih

∂t
(0, 0) = 0 (i = 1, n, h > 1).

Виконання умови погодження першого по-
рядку в кутовiй точцi (0,0) забезпечує глад-
кiсть розв’язку задачi (18) в областi τ > 0,

0 < x < ∞. Зазначимо, крiм того, що фун-
кцiї Pihv (i = 1, n, h > 1) мають примежо-
вий характер: вiдмiннi вiд нуля в околi гра-
ницi t = 0 областi Ω (крайова умова (18)) i
при ε → 0 характеристика x = τ рiвняння
(18) прямує до горизонтального положення.

Отже, формальне асимптотичне набли-
ження довiльного порядку розв’язку (uε, vε)

задачi (1),(2) побудовано. Перейдемо до об-
грунтування отриманої асимптотики.

Оцiнка залишкового члена. Нехай
N > 0 – довiльне натуральне число. Видi-
лимо в асимптотицi (13) розв’язку (uε, vε)

задачi (1),(2) частинну суму N порядку. По-
значивши через Rε

iNu = Rε
iNu(x, t) (i = 1, n),

та Rε
sNv = Rε

sNv(x, t) (s = 1,m) залишки
асимптотичних розвинень вiдповiдних ком-
понент розв’язку задачi, (13) запишемо у ви-
глядi





uε
i (x, t)=

N∑
h=0

εh
[
ūih(x, t)+Pihu(x, τ)

]

+Rε
iNu(x, t), i = 1, n,

vε
s(x, t)=

N∑
h=0

εh
[
v̄sh(x, t)+Pshv(x, τ)

]

+Rε
sNv(x, t), s = 1,m.

(19)

Для того щоб отримати задачi для залишку
асимптотики (Rε

Nu,Rε
Nv), пiдставимо (19) у

систему (1), умови (2) та використаємо за-
дачi для наближень асимптотичного розви-
нення. Тому залишковий член асимптотики
в областi Ω є розв’язком системи





ε
∂Rε

iNu

∂t
+

∂Rε
iNu

∂x
=

n∑
j=1

aij(x, t)Rε
jNu

+
m∑

k=1

bik(x, t)Rε
kNv + πu

i (x, t; ε),

i = 1, n,

∂Rε
sNv

∂t
− ε

∂Rε
sNv

∂x
=

n∑
j=1

γsj(x, t)Rε
jNu

+
m∑

k=1

σsk(x, t)Rε
kNv + πv

s (x, t; ε),

s = 1,m

(20)

та задовольняє початково-крайовi умови

Rε
iNu(x, 0) = Rε

iNu(0, t) = 0, i = 1, n,
(21)

Rε
sNv(x, 0) = 0, s = 1,m,

де πu
i (i = 1, n) та πv

s (s = 1,m) – вiдомi фун-
кцiї, такi що для всiх (x, t) ∈ Ω справедливо

πu
i (x, t; ε) = O(εN+1), πv

s (x, t; ε) = O(εN+1).
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Наша мета – отримати рiвномiрну оцiнку
залишку асимптотики в Ω. Для цього введе-
мо замiну в задачi (20),(21):

ρε
iu(x, t) = Rε

iNu(x, t)e−η(x+t) (i = 1, n),

ρε
sv(x, t) = Rε

sNv(x, t)e−η(x+t) (s = 1,m),

де η – деяка додатня стала. Тодi, вiдповiдно
для ρε

iu i ρε
sv, отримаємо задачу





ε
∂ρε

iu

∂t
+

∂ρε
iu

∂x
= ãii(x, t)ρε

iu+

+
n∑

j=1
j 6=i

aij(x, t)ρε
ju +

m∑
k=1

bik(x, t)ρε
kv+

+Πu
i (x, t; ε), i = 1, n,

∂ρε
sv

∂t
− ε

∂ρε
sv

∂x
= σ̃ss(x, t)ρε

sv+

+
n∑

j=1

γsj(x, t)ρε
ju +

m∑
k=1
k 6=s

σsk(x, t)ρε
kv+

+Πv
s(x, t; ε), s = 1,m,

(22)

{
ρε

iu(x, 0) = ρε
iu(0, t) = 0, i = 1, n,

ρε
sv(x, 0) = 0, s = 1,m,

(23)

де

Πu
i (x, t; ε) = πu

i (x, t; ε)e−η(x+t) = O(εN+1),

ãii(x, t) = aii(x, t)− η(1 + ε) (i = 1, n),

Πv
s(x, t; ε) = πv

s (x, t; ε)e−η(x+t) = O(εN+1),

σ̃ss(x, t) = σss(x, t)− η(1− ε) (s = 1,m).

Вибираємо тепер η достатньо великим, щоб
виконувались нерiвностi

ãii(x, t) +
n∑

j=1
j 6=i

|aij(x, t)|+ (24)

+
m∑

k=1

|bik(x, t)| 6 −1 (i = 1, n),

σ̃ss(x, t) +
n∑

j=1

|γsj(x, t)|+ (25)

+
m∑

k=1
k 6=s

|σsk(x, t)| 6 −1 (s = 1, m).

Припустимо, що кожна з функцiй |ρε
iu|

(i = 1, n) досягає свого максимуму в точцi
Ti(xi, ti) ∈ Ω, а функцiї |ρε

sv| (s = 1,m) – в
точках Tn+s(xn+s, tn+s) ∈ Ω. Не обмежуючи
загальностi, припустимо, що

|ρε
1u(T1)| > |ρε

2u(T2)| > ... > |ρε
nu(Tn)| >

> |ρε
1v(Tn+1)| > |ρε

2v(Tn+2)| > (26)
> ... > |ρε

mv(Tn+m)|.
Розглянемо перше рiвняння системи (22)

в точцi T1 i перепишемо його у виглядi

ε
∂ρε

1u

∂t

∣∣∣∣
T1

+
∂ρε

1u

∂x

∣∣∣∣
T1

− ã11(T1)ρ
ε
1u(T1)−

−
n∑

j=2

a1j(T1)ρ
ε
ju(T1)− (27)

−
m∑

k=1

b1k(T1)ρ
ε
kv(T1) = Π1(T1; ε).

Нехай в точцi T1 функцiя ρε
1u набу-

ває вiд’ємного мiнiмуму. Тодi в цiй точцi
∂ρε

1u

∂t

∣∣∣∣
T1

6 0,
∂ρε

1u

∂x

∣∣∣∣
T1

6 0 (строга нерiвнiсть

можлива лише у випадку, якщо точка T1

знаходиться на межi областi Ω). Звiдси, ви-
користовуючи (24) та (26), для правої части-
ни (27) справедлива оцiнка

ε
∂ρε

1u

∂t

∣∣∣∣
T1

+
∂ρε

1u

∂x

∣∣∣∣
T1

− ã11(T1)ρ
ε
1u(T1)−

−
n∑

j=2

a1j(T1)ρ
ε
ju(T1)−

m∑

k=1

b1k(T1)ρ
ε
kv(T1) 6

6 −ã11(T1)ρ
ε
1u(T1) +

n∑
j=2

|a1j(T1)||ρε
ju(T1)|+

+
m∑

k=1

|b1k(T1)||ρε
kv(T1)| 6

6 −(ã11(T1) +
n∑

j=2

|a1j(T1)|+

+
m∑

k=1

|b1k(T1)|)ρε
1u(T1) 6 ρε

1u(T1).

Отож, права частина (27) є величи-
ною порядку εN+1, а лiва в точцi T1 не
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перевищує ρε
1u(T1). Оскiльки |ρε

1u(T1)| =

max
Ω
|ρε

1u(x, t)| = O(εN+1), то iз (26) одержи-
мо

|ρε
2u(T2)| = max

Ω
|ρε

2u(x, t)| = O(εN+1), . . . ,

|ρε
mv(Tm)| = max

Ω
|ρε

mv(x, t)| = O(εN+1).

Звiдки й випливає, що для всiх (x, t) ∈ Ω

ρε
iu(x, t) = O(εN+1) (i = 1, n),

ρε
sv(x, t) = O(εN+1) (s = 1,m).

Отже, взявши до уваги введену замiну,
отримуємо бажану оцiнку залишкового чле-
на (Rε

Nu,Rε
Nv) асимптотичного розвинення

(19) розв’язку (uε, vε) задачi (1),(2):

Rε
iNu(x, t) = ρε

iu(x, t)eη(x+t) = O(εN+1)

(i = 1, n),

Rε
sNv(x, t) = ρε

sv(x, t)eη(x+t) = O(εN+1)

(s = 1,m), (x, t) ∈ Ω.

Аналогiчнi мiркування справедливi у ви-
падку додатного максимума для функцiї
ρε

iu.
Отриманий результат сформулюємо у ви-

глядi теореми.

Теорема 1. Нехай N – довiльне нату-
ральне число. Припустимо, що виконують-
ся умови:

(H1) aij, bik, γsj, σsk ∈ C(N+2)(Ω), fi, gs ∈
C(N+2)(Ω×R+) (i, j = 1, n, s, k = 1,m);

(H2) fi(0, 0; ε) = 0 (i = 1, n),
gs(0, 0; ε) = 0 (s = 1,m).

Тодi розв’язок (uε, vε) задачi (1),(2) допу-
скає асимптотичне розвинення виду




uε
i (x, t) =

N∑
h=0

εh
[
ūih(x, t) + Pihu(x, τ)

]

+Rε
iNu(x, t), i = 1, n,

vε
s(x, t) =

N∑
h=0

εh
[
v̄sh(x, t) + Pshv(x, τ)

]

+Rε
sNv(x, t), s = 1,m,

де функцiї (ūh, v̄h) регулярної части-
ни асимптотики є розв’язками задач
(16),(17), а функцiї примежових шарiв
(Phu, Phv) в околi t = 0 визначаються
як розв’язки задач (18), (14), вiдповiд-
но, а для залишкового члена (Rε

Nu,Rε
Nv)

асимптотичного розвинення справедливi
оцiнки

|Rε
iNu(x, t)| 6 C1iε

N+1, |Rε
sNv(x, t)| 6 C2sε

N+1,

для всiх (x, t) ∈ Ω, з незалежними вiд ε

сталими C1i, C2s (i = 1, n, s = 1,m).
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