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УКОРОЧЕННЯ ЗЛIЧЕННОЇ ГIПЕРБОЛIЧНОЇ СИСТЕМИ
КВАЗIЛIНIЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

За допомогою методу характеристик встановлено достатнi умови, за яких можна вкоро-
тити зчисленну гiперболiчну систему квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь. За цих умов,
розв’язки вихiдної системи та вкороченої скiнченної сиситеми будуть вiдрiзнятися не бiльше,
нiж на деяку фiксовану малу величину.

Using the method of characteristics we establish sufficient conditions under which one can
shorten a countable hyperbolic system of quasilinear differential equations. Under these conditions,
the solutions of the initial and shortened system differ by, at most, some fixed small value.

1. Вступ. Теорiя злiченних диференцi-
альних рiвнянь є частиною теорiї звичайних
диференцiальних рiвнянь i багато питань з
їхньої розв’язностi повторює деякi загально-
вiдомi факти розв’язностi диференцiальних
рiвнянь в рiзних функцiональних просто-
рах. Основнi проблеми дослiдження злiчен-
них систем, тобто диференцiальних рiвнян-
ня в просторi M обмежених числових послi-
довностей, наведенi в роботах [1-6]. Розв’я-
знiсть початково-крайових задач для злi-
ченних систем рiвнянь з частинними похi-
дними [2,3] також зводиться до розв’язностi
вiдповiдних задач для злiченних систем зви-
чайних диференцiальних рiвнянь [4,5].

У цiй працi деякий аналог методу вко-
рочення злiченних диференцiальних систем
[2-4] застосовано до гiперболiчної злiченної
системи квазiлiнiйних рiвнянь першого по-
рядку з двома незалежними змiнними. По-
дiбний пiдхiд для напiвлiнiйних систем ви-
користано в [7].

2. Формулювання задачi. У смузi
ΠT = {(x, t) : −∞ < x < ∞, 0 6 t 6 T}
розглянемо задачу Кошi для злiченної ква-
зiлiнiйної гiперболiчної системи рiвнянь

∂ui

∂t
+λi(x, t, u1, u2, ...)

∂ui

∂x
= fi(x, t, u1, u2, ...),

i ∈ N (1)

з початковими умовами

ui(x, 0) = gi(x), i ∈ N. (2)

При виконаннi певних умов, вiдшукання
розв’язку задачi (1)-(2) зводиться до побудо-
ви розв’язку задачi Кошi для злiченних си-
стем диференцiальних рiвнянь першого по-
рядку [6-8].

Позначимо через ϕi[u](τ ; x, t) (для спро-
щення записуватимемо ϕi[u](τ)) характери-
стики системи (1), тобто розв’язки задачi

dξ

dτ
= λi(ξ, τ, u1(ξ, τ), u2(ξ, τ), ...), i ∈ N, (3)

ξ|τ=t = x. (4)

Коректну розв’язнiсть такої задачi для
довiльного фiксованого набору функцiй
u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), ...) наведено в [4].

Надалi будемо використовувати позначе-
ння u = (u1, u2, ...), λ = (λ1, λ2, ...), f =
(f1, f2, ...), g = (g1, g2, ...). Позначимо також
(u, un) = (u1, u2, ..., un, un

n+1, u
n
n+2, ...).

Нехай тепер ϕn
i [un](τ ; x, t) розв’язок си-

стеми

dξ

dτ
=λi(ξ, τ, u

n
1 (ξ, τ), ..., un

n(ξ, τ), 0, 0, ...), i ∈ N
(5)

з початковими умовами (4).
Поряд з системою (1) розглянемо систему

рiвнянь

∂un
i

∂t
+λi(x, t, un

1 , u
n
2 , ...)

∂un
i

∂x
=fi(x, t, un

1 , u
n
2 , ...),

i ∈ {1, ..., n} (6)
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з початковими умовами

un
i (x, 0) = gi(x), i ∈ {1, ..., n}, (7)

де

un
n+j(x, t)≡gn+j(ϕ

n
n+j[u

n](0; x, t))), j ∈ N.

Систему (6) назвемо вкороченою систе-
мою для системи (1) [2].

Розглянемо систему (1) в областi D × G,
де D – фундаментальна область [8], а G –
пiдмножина функцiй u ∈ C∞, обмежених
сталою U. Елементами простору C∞ є зчи-
сленна сукупнiсть неперервних функцiй. У
просторi C∞ визначимо норму

||u|| = sup
i∈N

(x,t)∈ΠT

{|ui(x, t)|}.

Для спрощення виразiв будемо вико-
ристовувати позначення f [u(x, t)](s, τ) =:
f(s, τ, u1(x, t), u2(x, t), ...).

Iнтегруванням кожного з рiвнянь систе-
ми (1) вздовж вiдповiдних характеристик,
одержимо систему iнтегро-функцiональних
рiвнянь

ui(x, t) = gi(ϕi[u](0; x, t))+ (8)

+

t∫

0

fi[u(ϕi[u](τ), τ)](ϕi[u](τ), τ)dτ, i ∈ N.

Аналогiчно для вкороченої системи (6)
будемо мати

un
i (x, t) = gi(ϕ

n
i [un](0; x, t))+

+

t∫

0

fi[u
n(ϕn

i [un](τ), τ)](ϕn
i [un](τ), τ)dτ, (9)

i ∈ {1, ..., n},
un

i (x, t) ≡ gi(ϕ
n
i [un](0; x, t)), i ∈ {n + 1, ...}.

Пiд узагальненими розв’язками задач
(1)–(2) та (6)–(7) будемо розумiти неперерв-
нi розв’язки систем (8) i (9), вiдповiдно [8].

Дослiдимо тепер за яких умов розв’язки
задач (1) - (2) та (6) - (7) будуть як завгодно
близькими.

3. Основний результат. Для одержа-
ння основного результату проведемо низку
оцiнок, якi надамо у виглядi леми, сформу-
лювавши перед тим деякi допомiжнi твер-
дження.

Означення. Функцiя f : R2 × M → R
задовольняє посилену умову Кошi-Лiпшиця
за змiнними u1, u2, ..., un, ... з деякою непе-
рервною функцiєю α : R2 → R+, якщо вико-
нується нерiвнiсть

|λi(x, t, u1, u2, ..., un, u′n+1, ...)−

−λi(x, t, u1, u2, ..., un, u
′′
n+1, ...)| 6

6 ε(n)α(x, t) ·∆u,

де ∆u = sup
i
|u′n+i − u′′n+i|, i ∈ N, ε(n) → 0,

при n →∞.
Будемо вважати, що функцiя f : R2 ×

M → M задовольняє умову Лiпшиця за
змiнною x в ΠT , якщо fi ∈ Lipx(Π

T ) для до-
вiльного набору u1, u2, ... та для всiх i ∈ N.

Надалi сталi Лiпшиця для функцiй
u, λ, f, g позначатимемо через L, Λ, F, G, вiд-
повiдно. Iншi сталi, а саме букви E з iндекса-
ми, будемо використовувати для позначення
комбiнацiї вiдомих сталих з метою уникнен-
ня громiздких виразiв.

Через U(t) позначимо функцiю

U(t) = sup
16i6n,
x,τ6t

{|ui(x, τ)− un
i (x, τ)|}.

Лема. Припустимо, що:
1) λ : D × M → M задовольняє посиле-

ну умову Кошi-Лiпшиця з функцiєю α(x, t) i
λ ∈ C(D)∩Lipx(D) при фiксованих u1, u2, ...;

2) g : R → M задовольняє умову Лiпши-
ця.

Тодi справджуються спiввiдношення:

sup
i
{|ϕi[u](τ ; x, t)− ϕn

i [un](τ ; x, t)|} 6

6 E1ε(n) + E2

t∫

0

U(τ)dτ,

sup
i
{|gi(ϕi[u](τ ; x, t))− gi(ϕ

n
i [un](τ ; x, t))|} 6
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6 E3ε(n) + E4

t∫

0

U(s)ds,

де E1 = ATUe(Λ+AL)T , E2 = Ae(Λ+AL)T ,
E3 = GE1, E4 = GE2.

Доведення. Нехай ∆–довiльний вiдрi-
зок прямої t = 0 який мiстить точку x, точки
ϕi(0; x, t), та точки ϕn

i (0; x, t). Позначимо че-
рез Ω = ∆× [0, T ] ∩D i A = max

(ξ,τ)∈Ω
|α(ξ, τ)|.

Перша нерiвнiсть леми випливає з оцiнок

|ϕi[u](τ)− ϕn
i [un](τ)| 6

6
∣∣∣∣∣

τ∫

t

∣∣∣λi[u(ϕi[u](s), s)](ϕi[u](s), s)−

−λi[(u
n, 0)(ϕn

i [un](s), s)](ϕn
i [un](s), s)

∣∣∣ds

∣∣∣∣∣ 6

6
∣∣∣∣∣

τ∫

t

∣∣∣λi[u(ϕi[u](s), s)](ϕi[u](s), s)−

−λi[(u
n, 0)(ϕn

i [un](s), s)](ϕn
i [un](s), s)±

±λi[u(ϕi[u](s), s)](ϕn
i [un](s), s)±

±λi[(u, 0)(ϕi[u](s), s)](ϕn
i [un](s), s)

∣∣∣ds

∣∣∣∣∣ 6

6
∣∣∣∣∣

τ∫

t

Λ|ϕi[u](s)− ϕn
i [un](s)|ds

∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣

τ∫

t

A sup
16i6n

{|ui(ϕi[u](s), s)−

−un
i (ϕn

i [un](s), s)|}ds

∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣

τ∫

t

Aε(n) sup
i
{|un+i(ϕn+i[u](s), s)|}ds

∣∣∣∣∣ 6

6 Λ

∣∣∣∣∣

τ∫

t

|ϕi[u](s)− ϕn
i [un](s)|ds

∣∣∣∣∣+

+A

∣∣∣∣∣

τ∫

t

sup
16i6n

{|ui(ϕi[u](s), s)−

−un
i (ϕn

i [un](s), s)±

±ui(ϕ
n
i [un](s), s)|}ds

∣∣∣∣∣ + ATUε(n) 6

6 Λ

∣∣∣∣∣

τ∫

t

|ϕi[u](s)− ϕn
i [un](s)|ds

∣∣∣∣∣+

+AL

∣∣∣∣∣

τ∫

t

sup
16i6n

{|ϕi[u](s)− ϕn
i [un](s)|}ds

∣∣∣∣∣+

+A

∣∣∣∣∣

τ∫

t

sup
16i6n

{|ui(ϕ
n
i [un](s), s)−

−un
i (ϕn

i [un](s), s)|}ds

∣∣∣∣∣ + ATUε(n) 6

6 (Λ+AL)

∣∣∣∣∣

τ∫

t

sup
i
{|ϕi[u](s)−ϕn

i [un](s)|}ds

∣∣∣∣∣+

+A

∣∣∣∣∣

τ∫

t

U(s)ds

∣∣∣∣∣ + ATUε(n).

Отже, маємо

sup
i
{|ϕi[u](τ ; x, t)− ϕn

i [un](τ ; x, t)|} 6

6 (Λ + AL)

∣∣∣∣∣

τ∫

t

sup
i
{|ϕi[u](s; x, t)−

−ϕn
i [un](s; x, t)|}ds

∣∣∣∣∣+

+A

t∫

0

U(s)ds + ATUε(n).

За лемою Гронуолла-Беллмана одержує-
мо

sup
i
{|ϕi[u](τ ; x, t)− ϕn

i [un](τ ; x, t)|} 6

6 (A

t∫

0

U(s)ds + ATUε(n))e(Λ+AL)T =
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= E1ε(n) + E2

t∫

0

U(s)ds.

Використовуючи першу нерiвнiсть, легко
отримаємо другу оцiнку леми

sup
i
{|gi(ϕi[u](τ ; x, t))− gi(ϕ

n
i [un](τ ; x, t))|} 6

6 G sup
i
{|ϕi[u](τ ; x, t)− ϕn

i [un](τ ; x, t)|} 6

6 E3ε(n) + E4

t∫

0

U(s)ds.

Лема доведена.
Тепер сформулюємо теорему.
Теорема.Припустимо, що:
1) λ, f : D ×M → M задовольняють по-

силену умову Кошi-Лiпшиця з функцiями
α(x, t) та β(x, t), вiдповiдно, i λ, f ∈ C(D)∩
Lipx(D) при довiльно фiксованих u1, u2, ...;

2) |fi(x, t, u1, u2, ...)| 6 ai ai – деяка ста-
ла, причому ai → 0, при i →∞;

3) g : R → M задовольняє умову Лiпши-
ця.

Тодi узагальненi розв’язки задач (1)-(2)
i (6)-(7) будуть як завгодно близькими при
достатньо великому, але скiнченному зна-
ченi n.

Доведення. Нехай B = max
(ξ,τ)∈Ω

{|β(ξ, τ)|}.
Оцiнимо рiзницю |ui(x, t) − un

i (x, t)| для
i ∈ {n + 1, ...}, тобто

|ui(x, t)− un
i (x, t)| 6

6 |gi(ϕi[u](0; x, t))− gi(ϕ
n
i [un](0; x, t))|+

+

t∫

0

∣∣∣fi[u(ϕi[u](s), s)](ϕi[u](s), s)
∣∣∣dτ 6

6 E3ε(n) + E4

t∫

0

U(τ)dτ + Tai.

Для i ∈ {1, ..., n} отримаємо оцiнку

|ui(x, t)− un
i (x, t)| 6

6 |gi(ϕi[u](0; x, t))− gi(ϕ
n
i [un](0; x, t))|+

+

t∫

0

∣∣∣fi[u(ϕi[u](τ), τ)](ϕi[u](τ), τ)−

−fi[u
n(ϕi[u

n](τ), τ)](ϕi[u
n](τ), τ)

∣∣∣dτ 6

6 E3ε(n) + E4

t∫

0

U(τ)dτ+

+

t∫

0

∣∣∣fi[u(ϕi[u](τ), τ)](ϕi[u](τ), τ)−

−fi[u
n(ϕi[u

n](τ), τ)](ϕi[u
n](τ), τ)±

±fi[u(ϕi[u](τ), τ)](ϕi[u
n](τ), τ)±

±fi[(u, un)](ϕi[u
n](τ), τ)

∣∣∣dτ 6

6 E3ε(n) + E4

t∫

0

U(τ)dτ+

+F

t∫

0

|ϕi[u](τ)− ϕn
i [un](τ)|dτ+

+B

t∫

0

sup
16i6n

{|ui(ϕi[u](τ), τ)−

−un
i (ϕn

i [un](τ), τ)±ui(ϕ
n
i [un](τ), τ)|}dτ+

+Bε̃(n)

t∫

0

sup
i
{|un+i(ϕi[u](τ), τ)−

−un
n+i(ϕ

n
i [un](τ), τ)|}dτ 6

6 E3ε(n) + E4

t∫

0

U(τ)dτ + TFE1ε(n)+

+TFE2

t∫

0

U(τ)dτ + B

t∫

0

U(τ)dτ+

+BL

t∫

0

sup
16i6n

{|ϕi[u](τ)− ϕn
i [un](τ)|}dτ+

+2TBUε̃(n) 6 (E3 + TFE1)ε(n)+

+(E4 + TFE2 + B)

t∫

0

U(τ)dτ + 2TBUε̃(n)+
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+BLTE1ε(n) + BLTE2

t∫

0

U(τ)dτ =

= E5ε(n) + E6ε̃(n) + E7

t∫

0

U(τ)dτ.

Для функцiї U(t) маємо

U(t) 6 E5ε(n) + E6ε̃(n) + E7

t∫

0

U(τ)dτ

за лемою Гронуолла-Беллмана одержимо

U(t) 6 (E5ε(n) + E6ε̃(n))eE7t 6

6 (E5ε(n) + E6ε̃(n))eE7T < δ

при достатньо великому значеннi n.
Отже, |ui(x, t)−un

i (x, t)| 6 δ для всiх зна-
чень i ∈ {1, ..., n}.

Для i ∈ n + 1, ... отримаємо

|ui(x, t)− un
i (x, t)| 6 E3ε(n) + Tai+

+E4

t∫

0

U(τ)dτ 6 E3ε(n) + Tai + TE4δ < ε

при достатньо великому значеннi n, тобто
|ui(x, t)− un

i (x, t)| < ε для всiх i ∈ 1, 2....
Теорема доведена.
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