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МОДЕЛЮВАННЯ СТIЙКОСТI ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-РIЗНИЦЕВИХ

РIВНЯНЬ IЗ ЗАПIЗНЕННЯМ

Здiйснено аналiз зв’язкiв мiж розв’язками диференцiально-рiзницевих рiвнянь та вiд-
повiдних апроксимуючих систем звичайних диференцiальних рiвнянь. Запропоновано ал-
горитми дослiдження стiйкостi лiнiйних систем iз запiзненням та знаходження верхньої
межi запiзнення, для якої зберiгається стiйкiсть системи iз запiзненням.

Ключовi слова i фрази: диференцiально-рiзницеве рiвняння, запiзнення, схеми апро-
ксимацiї, стiйкiсть, нестiйкiсть, квазiполiном, неасимптотичнi коренi квазiполiнома.
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Вступ

Диференцiально-рiзницевi та диференцiально-функцiональнi рiвняння є математи-
чними моделями багатьох прикладних задач в системах автоматичного регулювання
та керування, хiмiчних, бiологiчних, технiчних, економiчних та iнших процесах, ево-
люцiя яких залежить вiд передiсторiї. Так, в бiологiчних системах еволюцiя зв’язана з
такими довготривалими процесами, як розмноження, розвиток i вимирання, якi вiдбу-
ваються не миттєво, а з певним запiзнюванням. У технiцi численнi системи керування
включають фiзичну затримку, яку необхiдно враховувати при розробцi та налаштуваннi
законiв керування зi зворотним зв’язком [1, 2].

Для задач стiйкостi, осциляцiї, бiфуркацiї, керування та стабiлiзацiї розв’язкiв лi-
нiйних диференцiально-функцiональних рiвнянь важливу роль вiдiграє розмiщення ко-
ренiв вiдповiдних характеристичних рiвнянь, якi у випадку таких рiвнянь називають
квазiполiномами.

При дослiдженнi апроксимацiї системи лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь
виявилось, що наближення неасимптотичних коренiв їх квазiполiномiв можна знаходи-
ти за допомогою характеристичних многочленiв вiдповiдних апроксимуючих систем
звичайних диференцiальних рiвнянь. У данiй роботi дослiджуються застосування схем
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апроксимацiї диференцiально-рiзницевих рiвнянь [3, 4, 5] до наближеного знаходження
неасимптотичних коренiв квазiполiномiв та аналiзу стiйкостi розв’язкiв систем лiнiйних
диференцiальних рiвнянь iз запiзненням.

1 Алгоритм дослiдження стiйкостi лiнiйних
диференцiально-рiзницевих рiвнянь iз запiзненням

Основнi результати, що вiдносяться до теорiї стiйкостi розв’язкiв диференцiально-
рiзницевих та диференцiально-функцiональних рiвнянь наведенi в роботах [6, 7, 8].
Найбiльше важливих результатiв в теорiї стiйкостi одержано для лiнiйних систем iз
запiзненням та нейтрального типу [6, 8, 9].

Розглянемо лiнiйну систему iз запiзненням

dx(t)

dt
= Ax(t) +

k∑
i=1

Bix(t− τi), (1)

де A, Bi, i = 1, k, – сталi n× n матрицi, 0 < τ1 < ... < τk.
Теорiя стiйкостi для систем (1) на даний час є достатньо добре дослiдженою.

Теорема 1. [6, 7] Для того, щоб нульовий розв’язок системи (1) був експоненцiально
стiйкий, необхiдно i досить, щоб усi коренi його характеристичного квазiполiнома

Φ(λ) = det

(
λE − A−

k∑
i=1

Bie
−λτi

)
= 0 (2)

лежали у лiвiй пiвплощинi
Reλ < 0. (3)

У випадку лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь нейтрального типу

dx(t)

dt
= Ax(t) +

k∑
i=1

Bix(t− τi) +
k∑

i=1

Ci
dx(t− τi)

dt
, (4)

умова (3) на коренi характеристичного квазiполiнома

Ψ(λ) = det

(
λE − A−

k∑
i=1

Bie
−λτi − λ

k∑
i=1

Cie
−λτi

)
= 0 (5)

не забезпечує експоненцiальну стiйкiсть його нульового розв’язку, оскiльки є можли-
вiсть появи ланцюжка нулiв рiвняння (5), якi необмежено наближаються до уявної осi.
Проте, якщо замiсть умови (3) виконується така умова

Reλ ≤ −α < 0, α > 0,

то нульовий розв’язок системи лiнiйних рiвнянь нейтрального типу (4) вже буде експо-
ненцiально стiйким [10].
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Таким чином, розмiщення нулiв квазiполiномiв визначає стiйкiсть розв’язкiв лiнiй-
них стацiонарних диференцiально-рiзницевих рiвнянь. Перевiрка на практицi розмiще-
ння коренiв квазiполiномiв можлива тiльки для найпростiших випадкiв.

Будемо дослiджувати розмiщення коренiв квазiполiномiв за рахунок їх наближен-
ня коренями характеристичних рiвнянь вiдповiдних апроксимуючих систем звичайних
диференцiальних рiвнянь.

Для системи iз запiзненням (1) вiдповiдна апроксимуюча система звичайних рiвнянь
згiдно [3, 4] має вигляд

dz0
dt

= Az0(t) +
k∑

i=1

Bizli(t), li =
[τim

τ

]
,

dzi
dt

= µ (zi−1(t)− zi(t)) , i = 1,m, µ =
m

τ
.

(6)

Для характеристичного многочлена системи (6) маємо зображення

Ψm(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λE − A 0 ... −B1 ... −Bk

−µE (µ+ λ)E ... 0 ... 0

0 −µE ... 0 ... 0

... ... ... ... ... ...

0 0 ... 0 ... (µ+ λ)E

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (7)

Елементи визначника (7) – матрицi розмiрностi n× n, а в першому рядку ненульовi
блоки знаходяться на позицiях li, i = 0, k.

Розкриваючи визначник (7) за елементами першого рядка нескладно одержати [4]

Ψm(λ) = det

(
λE − A−

k∑
i=1

Bi

(
µ

µ+ λ

)li
)
(µ+ λ)mn (8)

i для фiксованих λ ∈ Z послiдовнiсть функцiй

Hm(λ) =
Ψm(λ)

(µ+ λ)mn
, m ∈ N (9)

збiгається при m → ∞ до квазiполiнома (2). Отже, функцiя Hm(λ) апроксимує при до-
статньо великих m квазiполiном (2). Оскiльки, згiдно рiвностi (9) нулi функцiї Ψm(λ) та
Hm(λ) збiгаються, то нулi характеристичного рiвняння (7) можна брати за наближення
неасимптотичних нулiв квазiполiнома (2).

Має мiсце така теорема.

Теорема 2. [4] Якщо нульовий розв’язок системи iз запiзненням (1) експоненцiаль-
но стiйкий (нестiйкий), тодi iснує m0 > 0 таке, що при m ≥ m0 нульовий розв’язок
апроксимуючої системи (5) також експоненцiально стiйкий (нестiйкий).

Якщо для всiх m ≥ m0 нульовий розв’язок системи (5) експоненцiально стiйкий
(нестiйкий), тодi нульовий розв’язок системи iз запiзненням (1) експоненцiально стiйкий
(нестiйкий).
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Зауваження 1. Iз теореми 2 слiдує, що iснує число m0 таке, що при m ≥ m0 асимптоти-
чна стiйкiсть (нестiйкiсть) нульового розв’язку системи iз запiзненням (1) еквiвалентна
асимптотичнiй стiйкостi (нестiйкостi) нульового розв’язку апроксимуючої системи лi-
нiйних диференцiальних рiвнянь (5).

Розглянемо рiвнiсть
Φ(λ) = Hm(λ) +Rm(λ), (10)

де Rm(λ) = Φ(λ)−Hm(λ).
Число m0 потрiбно вибирати так, щоб при m ≥ m0 виконувалась нерiвнiсть

min
λ

|Φ(λ)| > max
λ

|Rm(λ)|. (11)

Вiдзначимо, що точне знаходження екстремальних виразiв у спiввiдношеннi (11) часто
є складною задачею. Тому достатньо обмежитись знаходженням нижньої та верхньої
оцiнок для Φ(λ) та Rm(λ).

Теорему 2 можна застосувати для дослiдження стiйкостi розв’язкiв лiнiйних дифе-
ренцiально-рiзницевих рiвнянь iз запiзненням. Схему такого дослiдження сформулюємо
у виглядi алгоритму [11].

1. Для лiнiйного диференцiального рiвняння будуємо апроксимуючу систему лiнiй-
них диференцiальних рiвнянь.

2. Знаходимо характеристичний многочлен апроксимуючої системи звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь.

3. Приводимо знайдений многочлен до вигляду, зручного для знаходження його
коренiв на ЕОМ.

4. Застосовуємо спецiалiзоване програмне забезпечення i знаходимо коренi характе-
ристичного многочлена апроксимуючої системи при достатньо великих m.

5. Аналiзуючи розмiщення коренiв характеристичного многочлена визначаємо стiй-
ка чи нестiйка апроксимуюча система звичайних диференцiальних рiвнянь.

6. Застосовуємо теорему 2 i робимо висновок про стiйкiсть чи нестiйкiсть вихiдного
диференцiально-рiзницевого рiвняння.

Приклад 1. Розглянемо лiнiйну систему iз запiзненням
dx

dt
= Ax(t) +Bx(t− τ), (12)

де A, B – 2× 2 сталi матрицi, τ > 0.
Скористаємось класичною схемою апроксимацiї (6) для системи (12) матимемо

dz0(t)

dt
= Az0(t) +Bzm(t),

dzi(t)

dt
= µ (zi−1(t)− zi(t)) , i = 1,m, µ =

m

τ
.

(13)

Якщо A =

(
a11 a12
a21 a22

)
, B =

(
b11 b12
b21 b22

)
, тодi характеристичне рiвняння системи

(13) матиме вигляд

Ψm(δ) =
(m
τ

)2
s2m+2 + s2m+1

(
−a11

m

τ
− a22

m

τ
− 2

(m
τ

)2)
+
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+s2m
(
a11a12 + a11

m

τ
+ a22

m

τ
− a21a22

)
+ sm+1

(
−b22

m

τ
− b11

m

τ

)
+

+sm
(
a11b22 + b21

m

τ
+ b11a22 + b11

m

τ
− a21b12 − a12b21

)
+ b11b22 − b12b21. (14)

Коренi многочлена (14) можна знаходити, використовуючи стандартнi процедури об-
числення коренiв многочлена, якi наявнi в ППП Matlab, Mathematica, Maple, бiблiотецi
NumPy.

У нашiй роботi використовується функцiя roots iз бiблiотеки NumPy, яка знаходить
коренi многочлена за його коефiцiєнтами.

У випадку, коли

A =

(
−0.9 −6.5

4.8 −0.9

)
, B =

(
−1.39 −0.65

0.48 −1.39

)
,

обчислюємо коренi характеристичного рiвняння для рiзних значень τ та знаходимо, що
нульовий розв’язок системи (12) є експоненцiально стiйким при

τ ∈ (0, τ1) ∪ (τ2, τ3).

Значення величин τ1, τ2, τ3 для рiзних m наведенi в таблицi 1

Таблиця 1

Розмiрнiсть апроксимуючої системи m Умови стiйкостi
m = 100 τ ∈ (0; 0.2740) ∪ (0.8035; 1.3580)

m = 400 τ ∈ (0; 0.2720) ∪ (0.8310; 1.2299)

m = 500 τ ∈ (0; 0.2718) ∪ (0.8330; 1.2299)

2 Оцiнка впливу запiзнення на стiйкiсть розв’язкiв лiнiйних
диференцiально-рiзницевих рiвнянь

В iнженернiй практицi системи iз запiзненням часто замiняють системами без запi-
знення на тiй пiдставi, що воно мале.

Розглянемо математичне обгрунтування можливостi замiни диференцiально-рiзни-
цевих рiвнянь iз запiзненням на звичайнi диференцiальнi рiвняння, а також вивчимо
способи знаходження верхнiх меж запiзнення, для яких режим стiйкостi систем iз за-
пiзненням є аналогiчний режиму стiйкостi вiдповiдних систем без запiзнення.

Розглянемо лiнiйну систему iз запiзненням (1) i вiдповiдну їй систему без запiзнення

dx(t)

dt
=

(
A+

k∑
i=1

Bi

)
x(t). (15)

Теорема 3. [12, 13] Якщо нульовий розв’язок (15) асимптотично стiйкий, тодi iснує
стала ∆ > 0 така, що при умовi 0 ≤ τ ≤ ∆ нульовий розв’язок системи iз запiзненням
(1) також асимптотично стiйкий.



76 Вiзiнська I.I.

Першi оцiнки величини ∆ були встановленi в роботi [12] для системи лiнiйних дифе-
ренцiально-рiзницевих рiвнянь вигляду

dxi(t)

dt
=

n∑
j=1

(aijxj(t) + bijxj(t− τij)) , i = 1, n, (16)

де τij ≥ 0, i, j = 1, n, τ = max
i,j

(τij).

У випадку n = 2 для величини ∆ маємо рiвнiсть [12]

∆ =
1

7000

√
min

(
q2

An
,
qp2

An

)
· 1
A
, (17)

де p = − (a11 + b11 + a22 + b22), q = (a11 + b11) (a22 + b22) − (a21 + b21) (a12 + b12), A =

max
ij

(|aij|, |bij|) > 0.

Якщо ж n = 1, тобто маємо скалярне диференцiально-рiзницеве рiвняння

dx(t)

dt
= ax(t) + bx(t− τ),

то маємо вiдповiдну оцiнку для ∆:

∆ =
1

10max(|a|, |b|)
. (18)

Оцiнки верхньої межi запiзнення (17) та (18), що забезпечують стiйкiсть лiнiйних
систем iз запiзненням, виявились дуже грубими.

Подальше уточнення верхньої межi для оцiнки запiзнення здiйснено в роботах [13,
14] для системи диференцiальних рiвнянь iз запiзненням вигляду

dx(t)

dt
= Ax(t) + Bx(t− τ), (19)

де A,B – n× n сталi матрицi, запiзнення τ > 0.
Вiдповiдна (19) система без запiзнення

dx

dt
= (A+B)x(t). (20)

Якщо нульовий розв’язок системи (20) асимптотично стiйкий, тодi iснує єдина до-
датно визначена матриця H, яка є розв’язком рiвняння Ляпунова [13](

AT , BT
)
H +H(A+B) = −C,

для довiльної симетричної додатно визначеної матрицi C i при 0 ≤ τ ≤ ∆, де

∆ = λmin(C)
[
2 (∥A∥+ ∥B∥) ∥HB∥−1 (λmin(H)/λmax(H))1/2

]
(21)

нульовий розв’язок системи (19) буде асимптотично стiйкий [14].
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Розглянемо застосування схеми апроксимацiї диференцiально-рiзницевих рiвнянь
системою звичайних диференцiальних рiвнянь для знаходження верхньої межi запi-
знення у системi (19), для якої зберiгається стiйкiсть [5, 11, 15].

1. Системi iз запiзненням (19) поставимо у вiдповiднiсть апроксимуючу систему (5),
характеристичний многочлен якої має вигляд (7).

2. Задаємо деяке ∆ = ∆0 (наприклад, ∆0 = 1) та уточнюючий крок h0 = ∆.
3. Наближаємо квазiполiном (2) системи iз запiзненням характеристичним рiвнян-

ням апроксимуючої системи (8) i знаходимо наближений корiнь квазiполiнома з най-
бiльшою дiйсною частиною α при τ = ∆0.

4. Якщо α < 0, то для заданого ∆0 нульовий розв’язок системи iз запiзненням є
асимптотично стiйким. Покладаємо ∆0 = ∆0 + h0 та переходимо на п.3.

5. Якщо α > 0, то для даної верхньої межi ∆0 нульовий розв’язок системи iз запiзне-

нням не є асимптотично стiйким. Тодi покладаємо ∆0 = ∆0−hi, де hi =
hi−1

2
, i = 1, 2, ...

та переходимо на п.3 до того часу, поки hi > ε, де ε – задана точнiсть.
6. Якщо hi < ε, де ε – задана точнiсть, то верхня межа запiзнення ∆0, для якої зберi-

гається асимптотична стiйкiсть системи iз запiзненням, знайдена iз заданою точнiстю.

Приклад 2. Знайти максимальне значення запiзнення τ , при якому нульовий розв’язок
диференцiально-рiзницевого рiвняння iз запiзненням

dx(t)

dt
= 0.25x(t)− 0.5x(t− τ) (22)

буде експоненцiально стiйким.
При τ = 0 дiстаємо лiнiйне диференцiальне рiвняння

dx(t)

dt
= −0.25x(t),

яке очевидно експоненцiально стiйке.
Згiдно оцiнки (18) дiстаємо

∆1 =
1

10max(0.25, 0.5)
= 0.2.

Оцiнка (21) у випадку, коли A,B ∈ R, має вид

∆ = (2 (|A|+ |B|) |HB|)−1 ,

де H = −(2(A+B))−1. Тодi отримуємо

∆2 =
8

9
.

Застосовуючи для рiвняння (22) класичну схему апроксимацiї (13), одержимо

dz0(t)

dt
= az0(t) + bzm(t),

dzj(t)

dt
= µ (zj−1(t)− zj(t)) , j = 1,m, µ =

m

τ
.

(23)
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Характеристичне рiвняння системи (23) має вигляд

Ψm(λ) = (a− λ)

(
1 +

λτ

m

)m

+ b = 0, (24)

яке замiною s = 1 +
λτ

m
зводиться до рiвняння

sm+1 −
(
1 +

τ

m
a
)
sm − τ

m
b = 0, (25)

що є зручним для обчислення його коренiв на ЕОМ.
При m = 70 одержуємо, що стiйкiсть рiвняння (22) зберiгається при

∆3 = 2.4132.

Точне значення величини ∆, при якому зберiгається стiйкiсть розв’язкiв рiвняння
(22) знайдено методом D-розбиття [16] i дорiвнює

∆∗ = 2.4184.

Наведений приклад демонструє, що застосування схем апроксимацiї диференцiаль-
но-рiзницевих рiвнянь дозволяє бiльш точно оцiнити верхню межу запiзнення, для якої
зберiгається експоненцiальна стiйкiсть.
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Differential-difference and differential-functional equations are mathematical models of ma-
ny applied problems in automatic control and management systems, chemical, biological, techni-
cal, economic and other processes whose evolution depends on prehistory. In the study of the
problems of stability, oscillation, bifurcation, control, and stabilization of solutions of linear
differential-difference equations, the location of the roots of the corresponding characteristic
equations is very important. Note that there are currently no effective algorithms for findi-
ng the zeros of quasipolynomials. When studying the approximation of a system of linear
differential-difference equations, it was found that the approximation of nonsymptotic roots
of their quasi-polynomials can be found with the help of characteristic polynomials of the
corresponding approximating systems of ordinary differential equations . This paper investi-
gates the application of approximation schemes for differential-difference equations to construct
algorithms for the approximate finding of nonsymptotic roots of quasipolynomials and their
application to study the stability of solutions of systems of linear differential equations with
many delays. The equivalence of the exponential stability of systems with delay and of the
proposed system of ordinary differential equations is established. This allowed us to build an
algorithm for studying the location of non-asymptotic roots of quasi-polynomials, which are
implemented on a computer.

Computational experiments on special test examples showed the high efficiency of the
proposed algorithms for studying the stability of linear differential-difference equations.


