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НЕСКIНЧЕННОСИМВОЛЬНЕ B-ЗОБРАЖЕННЯ ДIЙСНИХ ЧИСЕЛ I

ДЕЯКI ЙОГО ЗАСТОСУВАННЯ

У роботi обгрунтовано iснування та єдинiсть B-зображення чисел iнтервалу (0; 1), яке
в якостi основи використовує додатне число a, що задовольняє умову 0 < a < 1

3 , зокрема
додатний корiнь τ рiвняння x2 + x − 1 = 0, двосторонню послiдовнiсть (Θn): Θ0 = 1−3a

1−a ,
Θ−n = Θn = a|n| i алфавiт Z = {0,±1,±2,±3, . . . }, а саме:

x = bα1 +

m∑
k=2

bαk

k−1∏
i=1

Θαi ≡ ∆B
α1α2...αm(∅),

x = bα1 +
∞∑
k=2

bαk

k−1∏
i=1

Θαi ≡ ∆B
α1α2...αn...,

де αn ∈ Z, Θn > 0 ∀n ∈ Z,
+∞∑

n=−∞
Θn = 1, bn+1 ≡

n−1∑
i=−∞

= bn +Θn ∀n ∈ Z.

Описано геометрiю B-зображення чисел (геометричний змiст цифр, властивостi ци-
лiндричних i хвостових множин, тополого-метричнi властивостi множин з обмеженнями
на вживання цифр); вивчено оператори лiвостороннього i правостороннього зсувiв цифр,
описано групу неперервних перетворень одиничного iнтервала, що зберiгають хвости B-
зображення чисел.

Ключовi слова i фрази: B-зображення чисел, B-цилiндр, хвостова множина, множина
канторiвського типу, оператор лiвостороннього зсуву, оператор правостороннього зсуву,
неперервне перетворення, що зберiгає хвости B-зображення чисел.
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Вступ

Сьогоднi в науцi розглядаються i ефективно використовуються рiзнi моделi дiйсного
числа. Форму числу надає система числення. Iншими словами, система зображення чи-
сел (рiвносильно — система кодування чисел [8]). Однi з них мають скiнченний алфавiт
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(набiр цифр), iншi — нескiнченний. Алфавiт може бути сталим, а може бути змiнним
(як у канторiвських системах числення [6]). Однi системи мають одну основу, iншi —
кiлька або навiть нескiнченну їх кiлькiсть. Окремої уваги заслуговують системи з дво-
символьним алфавiтом (в силу мiнiмальностi алфавiту), однiєю та двома основами, а
також системи з нескiнченним алфавiтом i однiєю основою [2].

Наявнiсть багатьох i принципово рiзних систем кодування чисел створює потужну
основу для розвитку багатьох галузей математики, забезпечуючи їх арсеналом засобiв
задання i дослiдження математичних об’єктiв, зокрема складньої тополого-метричної
структури. В першу чергу сказане стосується метричної теорiї чисел, теорiї фракталiв
(фрактального аналiзу та фрактальної геометрiї), теорiї нiде не монотонних та недифе-
ренцiйовних функцiй, теорiї сингулярних розподiлiв ймовiрностей та метричної теорiї
динамiчних систем [1, 3, 4, 5, 7].

Створення нових систем кодування чисел розширює арсенал засобiв для аналiтично-
го опису i вивчення локально складних множин, функцiй, мiр, перетворень простору,
динамiчних систем тощо [9].

Дана робота присвячена новiй системi кодування чисел вiдрiзка [0; 1] з нескiнченним
алфавiтом, яким є множиною цiлих чисел, однiєю основою a ∈ (−0; 1

3
) i двосторонньою

базисною послiдовнiстю степенiв основи: ..., a2, a1, 1−3a
1−a

, a1, a2, ....

1 B-зображення чисел

Нехай A = Z = {0,±1,±2, . . . } — алфавiт (набiр цифр), L = A × A × . . . × A × . . .

— простiр послiдовностей елементiв алфавiту; a — заданий додатний параметр, що
задовольняє умову 0 < a < 1

3
. Покладемо

Θ0 ≡
1− 3a

1− a
, Θ−n = Θn ≡ a|n|, bn ≡

n−1∑
i=−∞

Θi.

Тодi bn+1 = bn +Θn i bn =


an+1

1−a
, якщо n ≤ 0,

1−2a
1−a

, якщо n = 1,
1−a−an

1−a
, якщо n > 1.

Легко бачити, що 0 < bn−1 < bn < bn+1 < 1 для будь-якого n ∈ Z.

Теорема 1. Для будь-якого числа x ∈ (0; 1) iснує єдиний скiнченний набiр цiлих чисел
(α1, α2, . . . , αm) або єдина послiдовнiсть (αn) ∈ L такi, що

x = bα1 +
m∑
k=2

(bαk

k−1∏
i=1

Θαi
) ≡ ∆B

α1α2...αm(∅), (1)

x = bα1 +
∞∑
k=2

(bαk

k−1∏
i=1

Θαi
) ≡ ∆B

α1α2...αn... (2)
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Доведення. Iснування. Оскiльки

(0; 1) =
∞∪

n=−∞

[bn; bn+1),

то очевидно, що iснує α1 ∈ A таке, що bα1 ≤ x < bα1+1.

Якщо x = bα1 , то отримано розклад (1) i x = ∆B
α1(∅).

Якщо x ̸= bα1 , тобто bα1 < x < bα1+1, то

0 < x− bα1 ≡ x1 < bα1+1 − bα1 = Θα1 i x = bα1 + x1.

Розглянемо тепер число x1 ∈ (0;Θα1). Оскiльки

(0;Θα1) =
∞∪

n=−∞

[bnΘα1 ; bn+1Θα1),

то очевидно, що iснує α2 ∈ A таке, що bα2Θα1 ≤ x1 < bα2+1Θα1 .

Якщо x1 = bα2Θα1 , то x = bα1 + x1 = bα1 + bα2Θα1 = ∆B
α1α2(∅).

Якщо x1 ̸= bα2Θα1 , тобто bα2Θα1 < x1 < bα2+1Θα1 , то

0 < x1 − bα2Θα1 ≡ x2 < bα2+1Θα1 − bα2Θα1 = Θα2Θα1 i x1 = bα2Θα1 + x2.

Далi аналогiчнi мiркування продовжуємо стосовно числа x2. Оскiльки

x2 ∈ (0;Θα1Θα2) =
∞∪

n=−∞

[bnΘα1Θα2 ; bn+1Θα1Θα2),

то iснує α3 ∈ A таке, що bα3Θα1Θα2 ≤ x2 < bα3+1Θα1Θα2 .

Якщо x2 = bα3Θα1Θα2 , то

x = bα1 + x1 = bα1 + bα2Θα1 + x2 = bα1 + bα2Θα1 + bα3Θα1Θα2 = ∆B
α1α2α3(∅).

Якщо ж x2 ̸= bα3Θα1Θα2 , то

0 ≤ x2 − bα3Θα1Θα2 ≡ x3 < Θα1Θα2Θα3 .

Аналогiчно мiркуємо стосовно x3. Так за скiнченну кiлькiсть крокiв отримаємо

x =bα1 + x1 = bα1 + bα2Θα1 + x2 = · · · =
=bα1 + bα2Θα1 + bα3Θα1Θα2 + · · ·+ bαmΘα1Θα2 . . .Θαm−1 =

=∆B
α1α2...αm(∅)

Якщо ж при будь-якому m

x = bα1 + bα2Θα1 + bα3Θα1Θα2 + · · ·+ bαmΘα1Θα2 . . .Θαm−1 + xm,

де xm ̸= 0, то з того, що Θj ≤ Θ0 < 1 для будь-якого j ∈ N маємо

xm <

m−1∏
i=1

Θαi
→ 0(m → 0).

Звiдки робимо висновок про збiжнiсть процесу розкладу числа x в ряд (2).
Є д и н i с т ь. Доведемо, що числа з формально рiзними розкладами рiвними бути

не можуть. Розглянемо всi можливi випадки:
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1) x1 = ∆B
α1α2...αn... i x2 = ∆B

β1β2...βn...
,

2) x1 = ∆B
α1...αm(∅), x2 = ∆B

β1...βm(∅),

3) x1 = ∆B
α1...αm(∅), x2 = ∆B

β1...βm...βk(∅).

У перших двох випадках можна скористатися спiльними мiркуваннями. Нехай 1).
Оскiльки числа x1 i x2 мають рiзнi зображення, то iснує m таке, що αm ̸= βm, але
αi = βi, за умови i < m. Ради конкретностi, нехай αm < βm.

Розглянемо рiзницю x2 − x1 = C
m−1∏
i=1

Θαi
, де

C ≡ bβm − bαm +
∞∑
k=1

bβm+k

k−1∏
i=0

Θβm+i
−

∞∑
k=1

bαm+k

k−1∏
i=0

Θαm+i
.

Оскiльки bβm − bαm = Θαm +Θαm+1 + · · ·+Θβm−1 ≥ Θαm ,

0 < bβm+1 ·Θβm <
∞∑
k=1

bβm+k

k−1∏
i=0

Θβm+i
< Θβm · 1,

∞∑
k=1

bαm+k

k−1∏
i=0

Θαm+i
<

∞∑
k=1

bαm+k

k−1∏
i=0

Θαm+i
< Θαm · 1,

то

C ≥ (Θαm +Θαm+1) + · · ·+Θβm−1 +
∞∑
k=1

bβm+k

k−1∏
i=0

Θβm+i
−Θαm > 0.

Отже, x2 > x1.

У випадку 2), коли αn < βn, але αi = βi при i < n < m, то висновок обгрунтовується
аналогiчно до випадку 1).

У випадку 3) можливi пiдвипадки. 3.1. Якщо αi = βi для всiх i ≤ m, то

x2 − x1 =
k∑

i=m+1

bβi

i−1∏
j=1

Θβj
> 0.

3.2 Нехай iснує αn ̸= βn, але αi = βi при i < n ≤ m. Розглянемо число x3 = ∆B
β1...βm(∅).

Згiдно з пунктом 3.1 x3 < x2, а згiдно з пунктом 2 маємо x1 = x3, тодi i лише тодi, коли
αi = βi для всiх i ≤ m. Тому при αn < βn маємо x1 < x3 < x2. Нехай αn > βn. Тодi
x1 > x3. Розглянемо рiзницю x1 − x2. Маємо

x1 − x2 = C1

n−1∏
i=1

Θαi
, де

C1 = bαn − bβn +
m∑
i=1

bαn+i

i−1∏
j=0

Θαn+j
−

k∑
i=1

bβn+i

i−1∏
j=0

Θβn+j
.
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Оскiльки bαn − bβn ≥ Θβn ,

0 < bαn+1 ·Θαn ≤
m∑
i=1

bαn+i

i−1∏
j=0

Θαn+j
< Θαn ,

k∑
i=1

bβn+i

i−1∏
j=0

Θβn+j
< Θβn ,

то C1 > Θβn + 0−Θβn = 0 i x1 > x2.

Наслiдок 1. ∆B
α1α2...αn(∅) ̸= ∆B

β1β2...βn...
при ∀(αn) ∈ Zn, (βn) ∈ L,

∆B
α1α2...αk(∅) ̸= ∆B

β1β2...βm(∅) ⇔ k = m i αj = βj при j = ¯(0;n)

Приклад 1. ∆B
(0) = b0 + b0 ·Θ0 + b0Θ

2
0 + ... = b0

1−Θ0
= 1

2
.

Означення 1. Розклад x в суму (1) або ряд (2) називатимемо його B-представленням, а
символiчнi записи ∆B

α1α2...αm(∅) та ∆B
α1α2...αn... — його B-зображенням (скiнченним або не-

скiнченним вiдповiдно). При цьому αn називатимемо n-ою цифрою цього B-зображення.

Зауваження 1. Поклавши 0 ≡ ∆B
(∅), матимемо B-зображення числа 0 i усiх чисел

пiввiдрiзка [0; 1).

З єдиностi B-зображення числа слiдує, що αn(x) є коректно означеною функцiєю
числа x, геометричний змiст якої буде з’ясовано нижче.

Числа, для яких виконується рiвнiсть (1), називаються B-скiнченними, а тi, для
яких виконується рiвнiсть (2), – B-нескiнченними.

Множина всiх B-скiнченних чисел є злiченною, всюди щiльною у (0; 1) множиною.
B-зображення є засобом кодування чисел iнтервала (0; 1), їх iдентифiкацiї та порiв-

няння: числа x = ∆B
α1...αm... i y = ∆B

β1...βm... перебувають у вiдношеннi x < y тодi i лише
тодi, коли iснує k ∈ N таке, що αk < βk, але αi = βi при i < k.

Означення 2. Числа, що мають скiнченне (нескiнченне) B-зображення називатимемо
B-скiнченними (B-нескiнченними). Множину всiх B-нескiнченних чисел позначатимемо
B∞. Рангом B-скiнченного числа x = ∆B

c1...cm(∅) називатимемо число m.

Наслiдок з попередньої теореми стверджує, що B-скiнченне число i B-нескiнченне
число рiвними бути не можуть.

Легко довести наступне твердження.

Лема 1. Числа x1 = ∆B
α1α2...αn... i x2 = ∆B

β1β2...βn...
перебувають у вiдношеннi:

1. x1 = x2 ⇔ αn = βn, ∀n ∈ Z.

2. x1 < x2 ⇔ αn < βn, але αi = βi при i < n.

Справдi, твердження (1) є наслiдком єдиностi B-зображення. Обгрунтування дру-
гого мiститься у доведеннi теореми 1, а саме — єдиностi B-зображення.
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2 Цилiндричнi множини та їх властивостi

Означення 3. Множина ∆B
c1...cm

всiх чисел x ∈ (0; 1), що мають скiнченне або нескiн-
ченне B-зображення з першими m-цифрами c1, c2, . . . , cm вiдповiдно, тобто

∆B
c1...cm

= {x : x = ∆B
c1...cmαm+1...αn(∅) або x = ∆B

c1...cmαm+1...αn+k...
}

називається цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm.
Безпосередньо з даного означення випливають властивостi цилiндрiв:

∆B
c1...cmi ⊂ ∆B

c1...cm
; ∆B

c1...cm
=

∞∪
i=−∞

∆B
c1...cmi.

Лема 2. Цилiндр ∆B
c1...cm

є пiввiдрiзком [a; d) з кiнцями:

a = bc1 +
m∑
k=2

bck

k−1∏
i=1

Θci , d = a+
m∏
i=1

Θci .

Доведення. Очевидно, що min∆B
c1...cm

= a. Нехай x ∈ ∆B
c1...cm

.

Тодi x = ∆B
c1...cmcm+1...cm+n(∅) або x = ∆B

c1...cmcm+1...cm+k...
. Тому

x = a+ (
m∏
i=1

Θci) · (bcm+1 +
m+n∑

i=m+2

bci

k−1∏
i=1

Θcm+i
) < d

або

x = a+ (
m∏
i=1

Θci) · (bcm+1 +
∞∑

i=m+2

bci

k−1∏
i=1

Θcm+i
) < d,

оскiльки значення виразу в останнiх круглих дужках менше 1.

Наслiдок 2. Довжина цилiндра: |∆B
c1...cm

| =
m∏
i=1

Θci .

Цилiндри мають властивостi:

1. sup∆B
c1...cmi = inf ∆B

c1...cm[i+1], ∀i ∈ A,

2. ∀(αn) ∈ L :
∞∩

m=1

∆B
α1α2...αm

= ∆B
α1α2...αn...

Кожен цилiндр рангу m мiстить нескiнченну кiлькiсть B-скiнченних чисел.
Множина Bc усiх B-скiнченних чисел є N -самоподiбною множиною зi структурою

самоподiбностi:
Bc =

∪
i∈Z

B′
i, де B′

i = ∆B
i ∩Bi.
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3 Множини канторiвського типу

Теорема 2. Множина чисел C[B, Vn] = {x : αn(x) ∈ Vn ⊂ Z} є нiде не щiльною, якшо
нескiнченну кiлькiсть разiв виконується нерiвнiсть Vn ̸= Z. Її мiра Лебега обчислюється
за формулою

λ(C) =
∞∏
n=1

λ(En)

λ(En−1)
=

∞∏
n=1

(1− λ(En)

λ(En−1)
) =

∞∏
n=1

(1−Wn), (3)

де E0 = [0; 1), En — об’єднання цилiндрiв n-го рангу, серед внутрiшнiх точок яких є
точки множини C, En ≡ En−1 \ En, Wn ≡

∑
i∈Z\Vn

Θi.

Доведення. Оскiльки C ⊂ En+1 ⊂ En ∀ n ∈ N , то

λ(C) ≤ λ(En) =
λ(En)

λ(En−1)
· λ(En−1)

λ(En−2)
· ... · λ(E1)

λ(E0)
=

n∏
k=1

λ(Ek)

λ(Ek−1)
;

C =
∞∩
n=1

En = lim
n→∞

En.

Враховуючи вимiрнiсть множини C i неперервностi мiри Лебега, маємо

λ(C) = lim
n→∞

λ(En) =
∞∏
n=1

λ(En)

λ(En−1)
.

Оскiльки En = En−1 \En, то має мiсце передостання з рiвностей (3), але λ(En)
λ(En−1)

= Wk,
а тому виконується остання з рiвностей (3).

Для доведення нiде не щiльностi множини C при зазначених умовах досить показа-
ти, що у будь-якому B-цилiндрi iснує iнтервал, що не мiстить точок множини C.

Розглянемо довiльний цилiндр ∆B
c1...cm

. Якщо Vk ̸= Z, де k > m, j ∈ Z \ Vk, то
цилiндричний iнтервал ∇B

c1...cmαm+1...αm+k−1j
, який належить B-цилiндру ∆B

c1...cm
,точок

множини C не мiстить. Це i вимагалось довести.

Наслiдок 3. λ(C) > 0 ⇔
∞∑
k=1

Wk < ∞.

Теорема 3. Множина канторiвського типу

C[B, V ] = {x : αn(x) ∈ V ̸= Z}

є N -самоподiбною нуль-множиною Лебега, N -самоподiбна розмiрнiсть якої збiгається з
фрактальною розмiрнiстю Гаусдорфа-Безиковича i є розв’язком рiвняння∑

i∈V

Θx
i = 1. (4)
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Доведення. Оскiльки

C =
∪
i∈V

, де C ′
i = ∆B

i ∩ C i C ′
i
Θi∼ C,

то множина C є N -самоподiбною. Її N -самоподiбна розмiрнiсть є розв’язком рiвнян-
ня (4), iснування та єдинiсть якого легко обгрунтовується.

Оскiльки множина C задовольняє умову вiдкритої множини, то N -самоподiбна роз-
мiрнiсть i розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича збiгаються [8].

Теорема 4. Множина чисел iнтервала (0; 1) з обмеженими цифрами B-зображення має
нульову мiру Лебега.

Доведення. Нехай n — довiльне фiксоване натуральне число, Fn — множина всiх чисел
(0; 1), B-цифри яких належать iнтервалу (−n;n). Згiдно з теоремою (2) λ(Fn) = 0.
Якщо

F ≡
∞∪
n=1

Fn,

то

λ(F ) ≤
∞∑
n=1

λ(Fn) = 0.

Оскiльки кожна точка x ∈ (0; 1), множина B-цифр якої є обмеженою, очевидно нале-
жить Fn при достатньо великому n, а отже, i множинi F .Тому множина таких точок
має нульову мiру Лебега.

Наслiдок 4. Для майже всiх (в розумiннi мiри Лебега) точок x iнтервалу (0; 1) вико-
нується умова

lim
n→∞

αn(x) = ∞,

де αn(x) — це n-та B-цифра x.

4 Оператори лiвостороннього та правостороннього зсувiв

Оператором лiвосторонього зсуву цифр B-зображення чисел називається функцiя
ω, означена рiвностями:

ω(∆B
α1α2...αn...) = ∆B

α2α3...αn..., ω(∆
B
α1α2...αn(∅)) = ∆B

α2α3...αn(∅).

Оскiльки

x = bα1 +
∞∑
k=2

(bαk

k−1∏
i=1

Θαi
) = bα1 +Θαi

· (bα2 +
∞∑
k=3

bαk

k−1∏
i=2

Θαi
) = bα1 +Θα1 · ω(x),

то
ω(x) =

1

Θα1(x)

· x−
bα1(x)

Θα1(x)
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Звiдки бачимо, що оператор лiвостороннього зсуву є кусково-лiнiйною функцiєю,
яка є лiнiйною i зростаючою на кожному цилiндрi 1-го рангу, зокрема на цилiндрi ∆B

0

вона має вигляд:

ω(x) =
1− a

1− 3a
· x− a

1− 3a
.

На лiвому кiнцi кожного цилiндра першого рангу оператор лiвостороннього зсуву на-
буває нульового значення, оскiльки ω(∆B

α1(∅)) = ∆B
(∅) = 0.

Оператором n-кратним лiвостороннього зсуву називається функцiя, означена рiв-
нiстю

y = ωn(x) = ω(ωn−1(x)).

Оператор n-кратного лiвостороннього зсуву є кусково-лiнiйною функцiєю, причому лi-
нiйною на кожному B-цилiндрi n-го рангу.

Оператором правостороннього зсуву цифр B-зображення з параметром i ∈ Z нази-
вається функцiя δi, означена рiвностями:

δi(x = ∆B
α1α2...

) = ∆B
iα1α2...

, δi(x = ∆B
α1α2...αn(∅)) = ∆B

iα1α2...αn(∅).

Коректнiсть означення функцiї δi випливає з єдиностi B-зображення чисел. Оскiльки

δi(x) = bi +Θi · (bα1 +
∑
k>1

(bαk

k−1∏
i=1

Θαi
)) = bi +Θi · x,

то функцiя δi(x) є лiнiйною i зростаючою на всьому промiжку [0; 1), причому δi(0) =

∆B
i(∅) = bi.

Рiвняння δi(x) = ω(x) має нескiнченну множину розв’язкiв: x = ∆B
(ji), j ∈ Z.

5 Хвостовi множини

Казатимемо, що зображення B-нескiнченних числа x1 = ∆B
α1α2...αn... i x2 = ∆B

β1β2...βn...

мають однаковий хвiст, якщо iснують натуральнi k i m такi, що αk+j = βm+j для всiх
натуральних j, що символiчно записується x1 v x2. Вважатимемо, що усi B-скiнченнi
числа мають однаковий хвiст.

Очевидно, що бiнарне вiдношення
”
мати однаковий хвiст“ є вiдношенням еквiвален-

тностi. Кожен з класiв еквiвалентностi, тобто елемент фактор-множини B∞/v, назива-
ється хвостовою множиною. Легко бачити, хвостова множина є злiченною (як злiченне
об’єднання злiченних множин), а фактор-множина B∞/v — континуальною.

Означення 4. Функцiєю, що зберiгає хвости B-зображення чисел називають таку фун-
кцiю, для якої для будь-якого x ∈ [0; 1] i йому вiдповiдного значення f(x) виконується
умова x ∼ f(x), тобто iснують такi номери n i m, що αn+i(x) = αm+i(f(x)), i ∈ N .

Очевидно, що оператори лiвостороннього та правостороннього зсувiв є функцiями,
що збергiають хвости B-зображення чисел.
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Теорема 5. Множина всiх неперервних бiєкцiй (перетворень) iнтервала (0; 1) в (0; 1),
якi зберiгають хвости B-зображення чисел, утворюють вiдносно операцiї композицiя пе-
ретворень некомутативну групу (групу неперервних перетворень, що зберiгають хвости
B-зображення чисел).

Доведення. Для доведення теореми, враховуючи те, що тотожне перетворення зберiгає
хвости B-зображення чисел, досить навести приклад нетривiального перетворення, що
зберiгає хвости i двох перетворень, якi не комутують.

f(x) =

{
δi(x), якщо ∆B

(ji) ≤ x ≤ ∆B
([j+1]i),

ω(x), якщо ∆B
([j+i]i) ≤ x ≤ ∆B

([j+1][i+1]),
i ∈ Z, j ∈ Z,

зокрема

f(x) =

{
δ0(x), якщо ∆B

(−10) ≤ x ≤ ∆B
(00),

ω(x), якщо ∆B
(00) ≤ x ≤ ∆B

(01).

Для обгрунтування некомутативностi досить розглянути наступний приклад. Розгля-
немо два перевторення, що зберiгають хвости B-зображення: δi(x), ω(x). Тодi

δi(ω(x = ∆B
α1α2...αn...)) = ∆B

iα2...αn
̸= ω(δi(x = ∆B

α1α2...αn...)) = ∆B
α1α2...αn....

6 Проєктор одного B-зображення в iнше

Розлянемо два параметри a1 i a2, якi визначають вiдповiднi B1-зображення та B2-
зображення i функцiю f , означену рiвностями

f(x = ∆B1
α1α2...αn...) = ∆B2

α1α2...αn..., f(x = ∆B1

α1α2...αm(∅)) = ∆B2

α1α2...αm(∅). (5)

Коркнiсть означення функцiї є наслiдком єдиностi B-зображення чисел. Очевидно, що
f(x) = x, якщо a1 = a2. Далi a1 ̸= a2. Функцiя f , означена рiвностями (5) називається
проєктором B1-зображення в B2-зображення.

Теорема 6. При a1 ̸= a2 функцiя f , означена рiвностями (5) є неперервною, строго
зростаючою сингулярною функцiєю.

Доведення. Твердження випливає з наслiдка теореми (4), який виражає нормальну
властивiсть B-зображення числа, властивостей B-цилiндрiв i теореми 3.11.1 з робо-
ти [8].
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In the paper we justify existence and unity B-representation of numbers of segment (0; 1),
which uses as a basis a positive number a that satisfies the condition 0 < a < 1

3 in particular
the positive root τ of the equation x2 + x − 1 = 0, bilateral sequence (Θn): Θ0 = 1−3a

1−a ,
Θ−n = Θn = a|n| and alphabet Z = {0,±1,±2,±, . . . },
namely

x = bα1 +

m∑
k=2

bαk

k−1∏
i=1

Θαi ≡ ∆B
α1α2...αm(∅),

x = bα1 +
∞∑
k=2

bαk

k−1∏
i=1

Θαi ≡ ∆B
α1α2...αn...,

where αn ∈ Z, Θn > 0 ∀n ∈ Z,
+∞∑

n=−∞
Θn = 1, bn+1 ≡

n−1∑
i=−∞

= bn +Θn ∀n ∈ Z.

The geometry of B-representations of numbers is described (geometric content of numbers,
properties of cylinder and tail sets, topological and metric properties of sets with restrictions
on the use of numbers). The left and right shift operators of numbers are studied, a group of
continuous transformations of the unit interval preserving the tails of the B-representation of
numbers is described.


