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НЕПЕРЕРВНА НIДЕ НЕ МОНОТОННА ФУНКЦIЯ, ОЗНАЧЕНА В

ТЕРМIНАХ ЛАНЦЮГОВОГО A2-ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ

Розглядається скiнченний клас функцiй, визначених параметрами e0, e1, e2, що нале-
жать множинi A = {0, 1}, цифри нескiнченного ланцюгового A2-зображення аргумента

x =
1

α1 +
1

α2+...

≡ ∆A
a1...an...,

де αn ∈ { 1
2 ; 1}, an = 2αn − 1, n ∈ N , i значення функцiї яких перебувають у рекурентнiй

залежностi, а саме:
f(x = ∆A

a1...a2n...) = ∆A
b1b2...bn...,

b1 =

{
e0 при (a1, a2) = (e1, e2),

1− e0 при (a1, a2) ̸= (e1, e2),

bk+1 =

{
bk при (a2k+1, a2k+2) ̸= (a2k−1, a2k),

1− bk при (a2k+1, a2k+2) = (a2k−1, a2k).

У статтi обґрунтовується коректнiсть означення функцiї, її неперервнiсть та нiде не мо-
нотоннiсть. Вивчено варiацiйнi властивостi функцiї та доведено необмеженiсть її варiацiї.

Ключовi слова i фрази: ланцюгове A2-зображення чисел, A-зображення чисел, непе-
рервна нiде не монотонна функцiя, функцiя необмеженої варiацiї, цилiндри ланцюгового
зображення чисел.
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Вступ

Неперервнi нiде не монотоннi функцiї у метричному просторi C[0; 1] утворюють мно-
жину другої категорiї Бера, що є наслiдком вiдомої теореми Банаха-Мазуркевича [7]
про масивнiсть множини неперервних нiде не диференцiйовних функцiй, оскiльки нi-
де не монотоннiсть є необхiдною умовою недиференцiйовностi, тобто у топологiчному

УДК 511.7+519.21
2010 Mathematics Subject Classification: 28A80,11K50,26A27, 26A30.

c⃝Ратушняк С.П., 2023



Неперервна нiде не монотонна функцiя 127

сенсi майже кожна функцiя цього простору є нiде не монотонною. Серед нiде не моно-
тонних функцiй є функцiї обмеженої та необмеженої варiацiї. Необмеженiсть варiацiї
є необхiдною умовою недиференцiйовностi, оскiльки функцiї обмеженої варiацiї є рi-
зницею двох зростаючих функцiй. Iнтерес до неперервних нiде не монотонних функцiй
в останнiй час суттєво зрiс [6, 8, 9] завдяки розвитку фрактального аналiзу, оскiльки
переважна бiльшiсть з них мають фрактальнi властивостi [2] в тому чи iншому сенсi
(фрактальний графiк, фрактальнi рiвнi, фрактальнi множини особливостей тощо).

Переважна бiльшiсть вивчених нiде не монотонних функцiй мають самоафiннi гра-
фiки, що спрощує вивчення їх властивостей. Несамоподiбнi системи зображення чи-
сел [5], в першу чергу, зi скiнченним алфавiтом, якi використовуються при заданi i
дослiдженi функцiї, вимагають суттєво тонкiших мiркувань при вивченнi властивостей
функцiї [3].

У данiй роботi для означення та дослiдження функцiї ми використовуємо нескiнчен-
нi ланцюговi дроби, елементами яких є числа 1

2
та 1. Вони уже знайшли своє застосува-

ння у метричнiй теорiї чисел [1, 3], теорiї розподiлiв випадкових величин (в першу чергу
сингулярних) [4], у конструктивнiй теорiї локально складних функцiй з фрактальними
властивостями.

1 Ланцюгове A2-зображення чисел вiдрiзка [1
2
; 1]

Нехай A ≡ {0; 1} — алфавiт, L ≡ A × A × . . . — простiр послiдовностей елементiв
алфавiту (нулiв та одиниць); A2 = {1

2
; 1}, L2 ≡ A2 × A2 × . . . .

Вiдомо [1], що для будь-якого x ∈ [1
2
; 1] iснує послiдовнiсть (ak) ∈ L2 така, що

x =
1

a1 +
1

a2 + ...

≡ [0; a1, a2, . . . , ak, . . .]. (1)

Нескiнченний ланцюговий дрiб (1) називається ланцюговим A2-дробом, а його сим-
волiчний запис [0; a1, a2, . . . , ak, . . .] — A2-зображенням числа x.

Iснують числа, що мають два A2-зображення, оскiльки [0; a1, a2, . . . , am,
1
2
, (1

2
, 1)] =

[0; a1, a2, . . . , am, 1, (1,
1
2
)], решта чисел мають єдине A2-зображення (тут круглi дужки

символiзують перiод). Їх називають A2-бiнарними числами. Решта чисел мають єдине
зображення. Їх називають A2-унарними числами. Множина A2-бiнарних чисел є злi-
ченною всюди щiльною у вiдрiзку [1

2
; 1].

A2-зображення легко перекодовується засобами алфавiту A, а саме:

x = [0; a1, a2, . . . , ak, . . .] ≡ ∆A
α1α2...αk...

,

де αk = 2ak − 1, k ∈ N. Останнє називається A-зображенням числа x.
A-цилiндром рангу m з основою c1...cm називається множина ∆A

c1...cm
усiх чисел x,

що мають зображення x = ∆A
c1...cmβ1β2...

, де (βn) ∈ L.
Безпосередньо з наведеного означення A-цилiндра маємо

1) ∆A
c1...cm

= ∆A
c1...cm0 ∪∆A

c1...cm1; [
1
2
; 1] =

∪
c1∈{0,1}

...
∪

cm∈{0,1}
∆A

c1...cm
.
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2) A-цилiндр ∆A
c1...cm

є вiдрiзком з кiнцями: ∆A
c1...cm(01) i ∆A

c1...cm(10), причому який з
них лiвий, а який правий залежить вiд парностi (непарностi) числа m.

2) довжина цилiндра ∆A
c1...cm

обчислюється за формулою

|∆A
c1...cm

| = 1

(qm−1 + qm)(qm−1 + 2qm)
≤ 1

q2m−1

,

де qm — знаменник m-го порядку пiдхiдного дробу, тобто знаменник рацiонального
числа, що є значенням виразу [0; a1, a2, ..., am], який обчислюється за формулами
q0 = 1, q1 = a1, qn+1 = an+1qn + qn−1, де an = cn+1

2
;

3) основне метричне вiдношення

|∆A
c1...cmc|

|∆A
c1...cm

|
=

1 + a qm−1

qm

2a2 + 1 + 2a qm−1

qm

, a =
c+ 1

2
,

зокрема
|∆A

c1...cm0|
|∆A

c1...cm
|
=

2 + qm−1

qm

3 + 2 qm−1

qm

,
|∆A

c1...cm1|
|∆A

c1...cm
|
=

1 + qm−1

qm

3 + 2 qm−1

qm

.

2 Основний об’єкт дослiдження

Нехай (e0, e1, e2) — фiксована упорядкована трiйка елементiв алфавiту A. Означимо
функцiю f рiвностями

f(x = ∆A
a1a2...a2n...

) = ∆A
b1b2...bn...

, де (2)

b1 =

{
e0 при (a1, a2) = (e1, e2),

1− e0 при (a1, a2) ̸= (e1, e2),
(3)

bk+1 =

{
bk при (a2k+1, a2k+2) ̸= (a2k−1, a2k),

1− bk при (a2k+1, a2k+2) = (a2k−1, a2k).
(4)

Якщо e0 = 0, то 1 = f(∆A
(e1e2)

), 0 = f(∆A
([1−e1][1−e2])

) = f(∆A
(e1[1−e2])

) = f(∆A
([1−e1]e2)

).
Якщо e0 = 1, то 0 = f(∆A

(e1e2)
), 1 = f(∆A

([1−e1][1−e2])
) = f(∆A

(e1[1−e2])
) = f(∆A

([1−e1]e2)
),

тобто f(∆A
(e1e2)

) = 1− e0, f(∆A
([1−e1][1−e2])

) = f(∆A
(e1[1−e2])

) = f(∆A
([1−e1]e2)

) = e0, e0 ∈ A.

Лема 1. Означення функцiї рiвностями (2),(3) i (4) є коректним.

Доведення. Коректнiсть означення функцiї f може порушуватися в A-бiнарних точках,
а саме якщо має мiсце нерiвнiсть: f(∆A

a1...am0(01)) ̸= f(∆A
a1...am1(10)),m ∈ N.

Нехай e0, e1, e2 — фiксованi параметри з A. Розглянемо довiльне A-бiнарне x0 ∈ [1
2
; 1].

Тодi воно має зображення x0 = ∆A
a1...am0(01) = ∆A

a1...am1(10). Можливi випадки: m = 2k− 1

або m = 2k. Нехай m = 2k − 1 i y1 = f(x0 = ∆A
a1...a2k−10(01)

) = ∆A
b1...bk(bk[1−bk])

. Тодi
y2 = f(x0 = ∆A

a1...a2k−11(10)
) = ∆A

b1...b′k(b
′
k[1−b′k])

.
Якщо (a2k−1, 1) ̸= (a2k−3, a2k−2) ̸= (a2k−1, 0), то bk = b′k, а тому y1 = y2. Аналогiчна

ситуацiя матиме якщо (a2k−1, 1) = (a2k−3, a2k−1) = (a2k−1, 0).
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Якщо (a2k−1, 1) = (a2k−3, a2k−1) ̸= (a2k−1, 0), то b′k = 1− bk i y1 = y2 як значення двох
рiзних A-бiнарних зображень одного й того ж числа. Аналогiчна ситуацiя матиме мiсце
за умови, що (a2k−1, 1) ̸= (a2k−3, a2k−1) = (a2k−1, 0).

Нехай m = 2k i y1 = f(x0 = ∆A
a1...a2k−1a2k0(01)

) = ∆A
b1...bkbk+1(bk+1[1−bk+1])

. Тодi y2 =

f(∆A
a1...a2k−1a2k1(10)

) = ∆A
b1...bkbk+1(b

′
k+1[1−b′k+1])

.
Якщо (0, 0) ̸= (a2k−1, a2k) ̸= (1, 1), то bk+1 = b′k+1, а тому y1 = y2. Аналогiчна ситуацiя

матиме якщо (0, 0) = (a2k−1, a2k) = (1, 1).
Якщо (0, 0) = (a2k−1, a2k) ̸= (1, 1), то b′k = 1 − bk i y1 = y2 як значення двох рiзних

A-бiнарних зображень одного й того ж числа. Аналогiчна ситуацiя матиме мiсце за
умови, що (0, 0) ̸= (a2k−1, a2k) = (1, 1).

Отже, означення функцiї рiвностями (2),(3) i (4) при довiльнiй трiйцi (e0, e1, e2) ∈ A3

є коректним.

Зауваження 1. Якщо в означеннi функцiї f змiнити умову (4) на умову

bk+1 =

{
bk при (a2k+1, a2k+2) = (a2k−1, a2k),

1− bk при (a2k+1, a2k+2) ̸= (a2k−1, a2k),
(5)

то отримаємо новий клас функцiй, коректнiсть означення яких вимагатиме домовлено-
стi використовувати лише одне з двох A-бiнарних зображень.

Теорема 1. Функцiя f , означена рiвностями (2)–(4), є неперервною i нiде не монотон-
ною.

Доведення. Покажемо неперервнiсть f у довiльно вибранiй A-унарнiй точцi x0 = ∆A
a1a2...ak...

.
Нехай f(x0) = ∆A

b1...bm.... Якщо x ̸= x0, то iснує номер k такий, що ak(x) ̸= ak(x0), але
ai(x) = ai(x0) i = 1, k − 1, причому умова x → x0 рiвносильна умовi k → ∞. З означення
функцiї бачимо, що для довiльного достатньо близького до x0 числа x iснує m, таке що
f(x) ∈ ∆A

b1...bm
. Тодi

|f(x)− f(x0)| ≤ |∆A
b1...bm

|.

Оскiльки |∆A
b1...bm

| → 0 при m → ∞, то

lim
x→x0

|f(x)− f(x0)| ≤ lim
m→∞

|∆A
b1...bm

| = 0.

Тому lim
x→x0

|f(x)− f(x0)| = 0 i lim
x→x0

f(x) = f(x0). Таким чином функцiя f є неперервною
в точцi x0. Оскiльки x0 — довiльна A-унарна точка, то функцiя f неперервна на всiй
множинi A-унарних чисел.

Неперервнiсть функцiї у кожнiй A-бiнарнiй точцi є наслiдком коректностi означен-
ня функцiї в A-бiнарних точках, оскiльки аналогiчно до попереднього доводиться не-
перервнiсть функцiї f в такiй точцi злiва i справа. Отже, f неперервна на всiй областi
визначення.

Для доведення нiде не монотонностi функцiї f досить довести, що вона немонотон-
на в довiльному iнтервалi, але для довiльного iнтервалу легко вказати A-цилiндр, що
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цiлком йому належить. Тому достатньо довести немонотоннiсть функцiї на довiльному
цилiндрi. Розглянемо три точки одного цилiндра ∆A

c1c2...c2m
:

x1 = ∆A
c1c2...c2m0011(0), x2 = ∆A

c1c2...c2m(0), x3 = ∆A
c1c2...c2m0001(0).

Згiдно правил порiвняння чисел за їх A-зображеннями маємо, що x1 < x2 < x3. Тодi

f(x1) = ∆A
b1...bmee(e[1−e]), f(x2) = ∆A

b1...bm(e[1−e]), f(x3) = ∆A
b1...bmee(e[1−e]),

де f(∆A
c1c2...c2m00) = ∆A

b1...bme, ci ∈ A, bn ∈ A, i = 1, 2m, n = 1,m, e ∈ A. Звiдки бачимо, що
(f(x1)− f(x2))(f(x2)− f(x3)) < 0, а тому на цилiндрi ∆A

c1c2...c2m
функцiя f немонотонна.

В силу довiльностi вибору цилiндра ∆A
c1c2...c2m

функцiя f є нiде не монотонною на усiй
областi визначення.

Лема 2. Образом A-цилiндра ∆A
a1a2...a2k

парного рангу 2k пiд дiєю функцiї f є A-цилiндр
∆A

b1...bk
рангу k, причому кiлькiсть прообразiв цилiндра ∆A

b1...bkbk+1
дорiвнює

Nk+1 ≡ N(∆A
b1...bkbk+1

) = 3
k−

k∑
i=1

|bi+1−bi|+|b1−e0|
. (6)

Доведення. Розглянемо цилiндр ∆A
a1...a2k

i точку, що йому належить x0 = ∆A
a1...a2kα1α2...

.
Нехай y0 = f(x0) = ∆A

b1...bkβ1...
. Зрозумiло, що y0 ∈ ∆A

b1...bk
. Покажемо, що iснують точки

цилiндра ∆A
a1...a2k

, образ яких є кiнцями цилiндра ∆A
b1...bk

. Такими є точки

x1 = ∆A
a1...a2k−1a2k(a2k−1[1−a2k]a2k−1a2k)

i x2 = ∆A
a1...a2k−1a2ka2k−1a2k(a2k−1[1−a2k])

,

оскiльки
f(x1 = ∆A

a1...a2k−1a2k(a2k−1[1−a2k]a2k−1a2k)
) = ∆A

b1...bk−1bk(bk)
,

f(x2 = ∆A
a1...a2k−1a2ka2k−1a2k(a2k−1[1−a2k]a2k−1a2k)

) = ∆A
b1...bk−1bk(1−bk)

.

В силу неперервностi функцiї f , цилiндр ∆A
a1...a2k

повнiстю вiдобразиться в ∆A
b1...bk

.
Для доведення другої частини леми використаємо метод математичної iндукцiї. Про-

образами цилiндрiв 1-го рангу є:

f−1(∆A
e0
) = ∆A

e1e2
, f−1(∆A

[1−e0]
) = {∆A

[1−e1]e2
,∆A

e1[1−e2]
,∆A

[1−e1][1−e2]
}.

Прообразами цилiндрiв 2-го рангу є:

f−1(∆A
e0e0

) = {∆A
e1e2[1−e1]e2

,∆A
e1e2e1[1−e2]

,∆A
e1e2[1−e1][1−e2]

}, f−1(∆A
e0[1−e0]

) = {∆A
e1e2e1e2

};

f−1(∆A
[1−e0]e0

) = {∆A
[1−e1]e2[1−e1]e2

,∆A
e1[1−e2]e1[1−e2]

,∆A
[1−e1][1−e2][1−e1][1−e2]

},

f−1(∆A
[1−e0][1−e0]

) = {∆A
[1−e1]e2e1e2

,∆A
[1−e1]e2e1[1−e2]

,∆A
[1−e1]e2[1−e1][1−e2]

,∆A
e1[1−e2]e1e2

,

∆A
e1[1−e2][1−e1][1−e2]

,∆A
e1[1−e2][1−e1]e2

,∆A
[1−e1][1−e2]e1e2

,∆A
[1−e1][1−e2][1−e1]e2

,∆A
[1−e1][1−e2]e1e2

}.
При k = 1 рiвнiсть (6) виконується.
Припустимо, що вона виконується для k = n. Розглянемо при k = n + 1. Цилiндр

∆A
b1...bn

згiдно з припущенням має Nn прообразiв. Якщо bn+1 ̸= bn, то кiлькiсть прообра-
зiв не змiниться, оскiльки

Nn = 3
n−1−

n−1∑
i=1

|bi+1−bi|+|b1−e0|
= 3

n−
n−1∑
i=1

|bi+1−bi|−|bn+1−bn|+|b1−e0|
= Nn+1.
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Якщо bn+1 = bn, то згiдно означення функцiї N(∆A
b1...bnbn+1

) = 3N(∆A
b1...bn

), тобто

Nn+1 = 3
n−1−

n−1∑
i=1

|bi+1−bi|+|b1−e0|+1
= 3

n−
n−1∑
i=1

|bi+1−bi|−|bn+1−bn|+|b1−e0|
= 3

n−
n∑

i=1
|bi+1−bi|+|b1−e0|

.

Лему доведено.

Зауваження 2. Легко показати, що коли ∆A
b1...bm

= f(∆A
a1...a2m

), то найменше i найбiль-
ше значення функцiї f на цилiндрi ∆A

a1...a2m
дорiвнює min∆A

b1...bm
i max∆A

b1...bm
. Таким

чином, коливання (рiзниця максимума i мiнiмума) функцiї f на A-цилiндрi парного
рангу дорiвнює довжинi його образу.

Теорема 2. Функцiя f має необмежену варiацiю.

Доведення. Варiацiя V (f) функцiї f є бiльшою нiж сумарна довжина Vk образiв усiх
A-цилiндрiв рангу 2k для будь-якого k ∈ N , тобто

V (f) > Vk =
1∑

a1=0

1∑
a2=0

...

1∑
a2k=0

|f(∆A
a1a2...a2k

)|.

Враховуючи, що iснує лише один A-цилiндр 2-го рангу ∆A
e0[1−e0]

, що є образом цилiндра
4-го рангу ∆A

e1e2e1e2
, а решта цилiндрiв є образом принаймнi трьох цилiндрiв 4-го рангу,

то
V2 >

3

2
− |f(∆A

e1e2e1e2
)| > 1.

Аналогiчно мiркуючи стосовно довiльного цилiндра ∆A
a1...a8

8-го рангу, маємо V4 > 1.
За iндукцiєю V4k > 1, а тому lim

k→∞
V4k = ∞, отже, f має необмежену варiацiю.
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Надiйшло 23.09.2023

Ratushniak S.P. Continuous nowhere monotonic function defined it term continued A2-fractions
representation of numbers, Bukovinian Math. Journal. 11, 1 (2023), 126–133.

We consider finite class of functions defined by parameters e0, e1, e2 belonging to the set
A = {0, 1}. The digits of the continued fraction A2-representation of the argument

x =
1

α1 +
1

α2+...

≡ ∆A
a1...an...,

where αn ∈ { 1
2 ; 1}, an = 2αn − 1, n ∈ N , and the values of the function are in a recursive

dependence, namely:
f(x = ∆A

a1...a2n...) = ∆A
b1b2...bn...,
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b1 =

{
e0 if (a1, a2) = (e1, e2),

1− e0 if (a1, a2) ̸= (e1, e2),

bk+1 =

{
bk if (a2k+1, a2k+2) ̸= (a2k−1, a2k),

1− bk if (a2k+1, a2k+2) = (a2k−1, a2k).

In the article, we justify the well-defined of the function, continuous and nowhere monotonic
function. The variational properties of the function were studied and the unbounded variation
was proved.


