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ЦИЛIНДРИЧНI МНОЖИНИ E-ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ

I ФРАКТАЛЬНА РОЗМIРНIСТЬ ГАУСДОРФА–БЕЗИКОВИЧА

Для нескiнченносимвольного E-зображення чисел x ∈ (0, 1], а саме:

x =

∞∑
n=1

1

(2 + g1) . . . (2 + g1 + g2 + . . .+ gn)
≡ ∆E

g1g2...gn...,

де gn ∈ Z0 = {0, 1, 2, . . .}, розглядається клас E-цилiндрiв — множин, означених рiвнiстю

∆E
c1...cm =

{
x : x = ∆E

c1...cmgm+1...gm+k...
, gm+k ∈ Z0, k ∈ N

}
.

Доведено, що для визначення (обчислення) фрактальної розмiрностi Гаусдорфа–Безико-
вича довiльної борелiвської множини B ⊂ [0, 1] можна обмежуватися покриттями множи-
ни B зв’язними об’єднаннями E-цилiндрiв одного рангу, що належать одному цилiндру
попереднього рангу.

Ключовi слова i фрази: Ряд Енгеля, E-зображення числа, розмiрнiсть Гаусдорфа–Бе-
зиковича .
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Вступ

Ключовими поняттями теорiї фракталiв є α-мiрна мiра Гаусдорфа i розмiрнiсть Га-
усдорфа–Безиковича. Нагадаємо їх змiст для множин одновимiрного простору [3, с. 53–
56].
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Нехай 0 < α— фiксований параметр. Тодi α-мiрною мiрою Гаусдорфа (Hα-мiрою
Гаусдорфа) обмеженої множини B ⊂ R1 називається число

Hα(B) = lim
ε→0

mα
ε (B),

mα
ε (B) = inf

|Bi|≤ε

{∑
i

|Bi|α ,
∪
i

Bi ⊃ B

}
,

де нижня грань береться за всеможливими не бiльш нiж зчисленними ε-покриттями
{Bi} множини B (рiвносильно вiдрiзками або iнтервалами).

Число
α0(B) = sup {α : Hα(B) = +∞} = inf {α : Hα(B) = 0}

називають розмiрнiстю Гаусдорфа–Безиковича (або розмiрнiстю Гаусдорфа) множи-
ни B.

Задача обчислення розмiрностi, взагалi кажучи, є непростою, а iнодi — надзвичайно
складною, оскiльки операцiї, якi беруть участь в означеннi, є лише потенцiйно здiй-
сненними.

Якщо Φ— клас множин, що здiйснюють подрiбнюючi розбиття вiдрiзка, якому на-
лежить множина B, а покриття множини B беруться виключно з класу Φ, то отриму-
ємо розмiрнiсть Гаусдорфа–Безиковича множини B вiдносно класу Φ, що записується
α0(B,Φ). Зрозумiло, що α0(B,Φ) ≥ α0(B). Якщо α0(B,Φ) = α0(B), то кажуть, що
система покриттiв Φ є довiрчою.

Добре вiдомою є теорема Бiллiнгслi [7, 8] (або [9]), що констатує довiрчiсть класу
покриттiв множини B ⊂ [0, 1] двiйковими цилiндрами. Iснує ряд узагальнень та аналогiв
цiєї теореми, якi пов’язанi з рiзними системами кодування (зображення) чисел (див,
наприклад, [3, с. 87–97], [6], [11], [5] або [1, с. 212–216]). Дана стаття присвячена цiй же
проблемi i стосується представлення чисел рядами Енгеля (E-зображення).

1 Ряди Енгеля й E-зображення чисел

З вiдомої теореми Енгеля [10] випливає [4], що для будь-якого числа x ∈ (0, 1] iснує
єдина послiдовнiсть (gn) цiлих невiд’ємних чисел така, що

x =
∞∑
n=1

1

(2 + g1) . . . (2 + g1 + g2 + . . .+ gn)
≡ ∆E

g1g2...gn...
. (1)

Ряд (1) називається рядом Енгеля, останнiй символiчний запис числа x— його E-зобра-
женням, при цьому gn = gn(x)— n-м символом (цифрою) цього зображення.

Якщо iснує p ∈ N таке, що gm+np+j = gm+j, 1 ≤ j ≤ p, для будь-якого n ∈ Z0, то
кажуть, що E-зображення має перiод

gm+1gm+2 . . . gm+p,

це записується ∆E
g1g2...gm(gm+1gm+2...gm+p)

.
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Число, E-зображення якого має перiод (0), називається E-рацiональним. E-зобра-
ження таких чисел мають вигляд ∆E

c1c2...cm(0).
E-рацiональне число є рацiональним, але не кожне рацiональне число є E-рацiо-

нальним.
Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm називається множина ∆E

c1c2...cm
всiх чисел

x ∈ (0, 1], E-зображення яких має першi m символiв c1, c2, . . . , cm вiдповiдно, тобто

∆E
c1c2...cm

=
{
x : gi(x) = ci, i = 1,m

}
.

Як вiдомо [4], цилiндр ∆E
c1c2...cm

є пiвiнтервалом з кiнцями

am = ∆E
c1c2...cm−1[cm+1](0) =

m∑
k=1

1

(2 + σ1)(2 + σ2) . . . (2 + σk)
,

bm = ∆E
c1c2...cm(0) = am +

1

(2 + σ1)(2 + σ2) . . . (2 + σm)(1 + σm)
,

де σk ≡ c1 + c2 + . . .+ ck.
Як бачимо, кiнцi цилiндра ∆E

c1c2...cm
є E-рацiональними числами:

∆E
c1c2...cm−1[cm+1](0) i ∆E

c1c2...cm−1cm(0).

Позначимо через ∇E
c1c2...cm

iнтервал з такими самими кiнцями, що й цилiндр ∆E
c1c2...cm

.

Зауваження 1. Кожна E-рацiональна точка є спiльним кiнцем двох цилiндрiв деякого
рангу m, якi належать одному цилiндру попереднього рангу (промiжок (0, 1] вважається
цилiндром нульового рангу). При цьому число m називається рангом E-рацiональної
точки.

Цилiндри мають властивостi:

1. ∆E
c1c2...cm

=
∞∪
c=0

∆E
c1c2...cmc;

2. max∆E
c1c2...cm(c+1) = inf ∆E

c1c2...cmc;

3. |∆E
c1c2...cm

| = 1

(2 + σ1)(2 + σ2) . . . (2 + σm)(1 + σm)
;

4.
|∆E

c1c2...cmcm+1
|

|∆E
c1c2...cm

|
=

1 + σm

(2 + σm+1)(1 + σm+1)
;

5. Для довiльної послiдовностi (cn), cn ∈ Z0, виконується
∞∩

m=1

∆E
c1c2...cm

≡ ∆E
c1c2...cm... = x ∈ (0, 1].

Лема 1 ([2]). Для будь-якого цiлого невiд’ємного s i набору цiлих невiд’ємних чисел
(c1, c2, . . . , cm) має мiсце спiввiдношення:∣∣∆E

c1c2...cms

∣∣ = 1

σm + s+ 1

∞∑
j=s+1

∣∣∆E
c1c2...cmj

∣∣ , (2)

де σm ≡ c1 + c2 + . . .+ cm.
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2 Основна теорема

Однiєю з традицiйних задач теорiї розмiрностi Гаусдорфа–Безиковича є задача про
те, чи достатньо класу множин Φ для того, щоб α0(B,Φ) = α0(B).

Можна довести, що класу U цилiндрiв усiх рангiв, що вiдповiдають E-зображенню
чисел, недостатньо для цього, тобто нескладно змоделювати множину B, для якої
α0(B,U) ̸= α0(B).

Нехай W — клас усiх зв’язних множин, що є об’єднаннями цилiндрiв одного рангу,
якi належать одному цилiндру попереднього рангу, тобто множин виду

(1) ∆E
c1c2...cm

, (2)
∞∪
i=n

∆E
c1c2...cmi,

(3)
n∪

i=1

∆E
c1c2...cmi, (4)

n∪
i=k

∆E
c1c2...cmi

для всiх натуральних чисел k, m, n i наборiв натуральних чисел (c1, c2, . . . , cm).
Зрозумiло, що при n = 1 множина (2) є множиною (1), а при k = 1 множина (4) є

множиною (3).
Позначимо через Wε — пiдклас множин з W , дiаметри яких не перевищують ε.

Лема 2. Для довiльного iнтервалу u ⊂ (0, 1] iснує не бiльше чотирьох множин з W|u|,
якi покривають u i мають довжини, що не перевищують |u|.

Доведення. Нехай u = (a, b)— довiльний iнтервал з (0, 1]. Точки a i b можуть належати

1. рiзним цилiндричним вiдрiзкам 1-го рангу,

2. одному цилiндру 1-го рангу.

Розглянемо випадок (1). Нехай a ∈ ∆E
a1

, b ∈ ∆E
b1

, c = sup∆E
a1

, d = inf ∆E
b1

. Оскiльки
a < b, то a1 > b1 i a < d < b.

Можливi пiдвипадки: a1 − b1 > 1 i a1 − b1 = 1.
1.1. Нехай a1 − b1 > 1. Тодi (a, b) = (a, d] ∪ (d, b).

Якщо a = inf ∆E
a1

, то [a, d] =
a1∪

i=b1+1

∆E
i ∈ Wd−a ⊂ Wb−a.

Якщо a ∈ ∇E
a1

, то (a, d) покривається двома множинами з Wd−a, а саме:

∆E
a1

i
a1−1∪

j=b1+1

∆E
j .

Таким чином, для покриття [a, d] достатньо двох множин з Wd−a, а отже, Wb−a.
Розглянемо [d, b]. Якщо b = sup∆E

b1
, то [d, b] = ∆E

b1
∈ Wb−d ⊂ Wb−a.

Якщо b ∈ ∇E
b1

, то розглянемо цилiндри 2-го рангу ∆E
b1j

, якi належать ∆E
b1

.

Якщо b = sup∆E
b1n

, то [d, b] =
n∪

j=1

∆E
b1j

∈ Wb−d.
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Якщо b ∈ ∇E
b1n

, то [d, b] покривають: а) двi множини з Wb−a:

n−1∪
j=1

∆E
b1j

i ∆E
b1n

, якщо n > 1,

б) одна множина ∆E
b11

, якщо n = 1, оскiльки
∣∣∆E

b11

∣∣ < ∣∣∆E
b1+1

∣∣, ∆E
b1+1 ⊂ [a, b].

Отже, для покриття [d, b] досить двох множин з Wb−a i не бiльше чотирьох множин
для покриття [a, b].

1.2. Нехай a1 − b1 = 1. Тодi c = d, a ∈ ∇E
a1

.
Розглянемо [a, d]. Якщо a = inf ∆E

a1k
, то

[a, d] =
∞∪
j=k

∆E
a1j

∈ Wd−a ⊂ Wb−a.

Якщо a ∈ ∇E
a1k

, то [a, d] покривається двома множинами з Wb−a, а саме:

∆E
a1k

i
∞∪

j=k+1

∆E
a1j

,

оскiльки згiдно з рiвнiстю (2) маємо
∣∣∆E

a1k

∣∣ < ∞∑
j=k+1

∣∣∆E
a1j

∣∣.
Отже, для покриття [a, d] досить двох множин з Wb−a.
Тепер розглянемо [d, b]. Якщо b = sup∆E

b1n
, то

[d, b] =
n∪

j=1

∆E
b1j

∈ Wb−d.

Якщо b ∈ ∇E
b1n

i n > 1, то [d, b] покривається двома множинами з Wb−a, а саме:

n−1∪
j=1

∆E
b1j

i ∆E
b1n

,

оскiльки
∣∣∆E

b1n

∣∣ < ∣∣∆E
b11

∣∣, ∆E
b11

⊂ [d, b].
Якщо ж b ∈ ∇E

b11
, то розглянемо цилiндри ∆E

b11j
рангу 3, якi належать ∆E

b11
. В цьому

випадку [d, b] покривається не бiльш нiж двома множинами з Wb−a, а саме: а) якщо
b = sup∆E

b11s
, то однiєю множиною:

∞∪
j=s

∆E
b11j

,

б) якщо b ∈ ∇E
b11s

, то двома множинами

∞∪
j=s+1

∆E
b11j

i ∆E
b11s

,
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оскiльки довжина останнього цилiндра є меншою за дiаметр першої множини. Отже,
для покриття [d, b] досить двох множин з Wb−a i чотирьох множин для покриття всього
[a, b].

2. Якщо a i b належать одному цилiндру 1-го рангу, то iснує цилiндр ∆E
c1c2...cm

деякого
рангу m, якому належать числа a i b, але не iснує цилiндра рангу m+ 1, якому б вони
належали.

У випадку, коли m парне, для доведення леми досить повторити мiркування з ви-
падку 1, де роль пiвiнтервалу (0, 1] буде вiдiгравати цилiндр ∆E

c1c2...cm
.

Якщо ж m— число непарне, дiйти до висновку можна аналогiчними мiркуваннями.
При цьому числа a i b, c i d обмiнюються ролями.

Теорема 1. Класу множин W досить для визначення розмiрностi Гаусдорфа–Безико-
вича довiльної борелiвської множини B ⊂ [0, 1], тобто

α0(B,W ) = α0(B). (3)

Доведення. З леми 2 випливає

mα
ε (B,W ) ≤ 4mα

ε (B).

Справдi, для довiльного вiдрiзка u, що бере участь в покриттi B, iснує не бiльше
чотирьох множин ω1, ω2, ω3, ω4 з W , для яких

|ωi|α ≤ |u|α для довiльного α ∈ (0, 1).

З iншого боку,
mα

ε (B) ≤ mα
ε (B,W ),

оскiльки у визначеннi mα
ε (B) iнфiмум береться по ширшому класу покриттiв, який

включає i множини з W . Таким чином,

mα
ε (B) ≤ mα

ε (B,W ) ≤ 4mα
ε (B)

для будь-якого ε > 0. Звiдки

Hα(B) ≤ Hα(B,W ) ≤ 4Hα(B),

тобто Hα(B) i Hα(B,W ) одночасно по α набувають значень 0 та ∞. А це означає, що
має мiсце рiвнiсть (3). Теорему доведено.
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For infinite-symbol E-representation of numbers x ∈ (0, 1]:

x =
∞∑

n=1

1

(2 + g1) . . . (2 + g1 + g2 + . . .+ gn)
≡ ∆E

g1g2...gn...,

where gn ∈ Z0 = {0, 1, 2, . . .}, we consider a class of E-cylinders, i.e., sets defined by equality

∆E
c1...cm =

{
x : x = ∆E

c1...cmgm+1...gm+k...
, gm+k ∈ Z0, k ∈ N

}
.

We prove that, for determination (calculation) of fractal Hausdorff–Besicovitch dimension of
any Borel set B ⊂ [0, 1], it is enough to use coverings of the set B by connected unions of
E-cylinders of the same rank that belong to the same cylinder of the previous rank.


