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ВЕКТОР-ФУНКЦIЇ ГРIНА КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ МОДЕЛЬНОГО
РIВНЯННЯ ФОККЕРА–ПЛАНКА–КОЛМОГОРОВА НОРМАЛЬНОГО

МАРКОВСЬКОГО ПРОЦЕСУ

Розглядаються задачi Дiрiхле та Неймана в пiвпросторi для модельного рiвняння
Фоккера–Планка–Колмогорова нормального марковського процесу. Знайдено в явному ви-
глядi та дослiджено властивостi вектор-функцiй Грiна цих задач.

We consider Dirichlet and Neumann problems in a half-space for Fokker–Planck–Kolmogorov
equation of a normal Markovian process. We obtain explicit forms for Green’s vector functions for
these problems and investigate their properties.

Вступ
У теорiї випадкових процесiв i статисти-

чнiй радiотехнiцi [1–3] виникають параболi-
чнi рiвняння другого порядку, в яких кое-
фiцiєнти при похiдних першого порядку за
просторовими змiнними є лiнiйними функцi-
ями цих змiнних, а iншi коефiцiєнти сталi.
Цi рiвняння є рiвняннями Фоккера–Планка–
Колмогорова нормальних марковських про-
цесiв [3, с. 177–179]. Серед таких рiвнянь,
зокрема, є рiвняння

(Lu)(t, x) := ∂tu(t, x)−

−
n∑

j=1

[
a2∂2

xj
u(t, x) + b∂xj

(xju(t, x))
]

=

= f(t, x),

t > 0, x := (x1, ..., xn) ∈ Rn, (1)

в якому a i b – дiйснi сталi, причому a > 0.
У статтi [4] для деяких з указаних ви-

ще рiвнянь (у тому числi для рiвняння (1))
одержано явнi формули для фундаменталь-
ного розв’язку задачi Кошi (ФРЗК) Z, за
допомогою яких дослiджено його властиво-
стi.

ФРЗК для рiвняння (1) визначається
формулою

Z(t, x, ξ) := (4πa2q(t))−n/2enbtE1/(4a2)(t, x, ξ),

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn, (2)

де

q(t) :=

{
1

2b
(e2bt − 1), b 6= 0,

t, b = 0;

Ec(t, x, ξ) :=

exp
{
−c(q(t))−1

∣∣ebtx− ξ
∣∣2

}
, c > 0, (3)

i має такi властивостi:
1) функцiя Z(t − τ, x − ξ), в якiй τ, ξ

– основнi, а t, x – параметричнi змiннi, є
ФРЗК для спряженого до (1) рiвняння

(L∗v)(τ, ξ) :=

[
−∂τ −

n∑
j=1

(a2∂2
ξj
− bξj∂ξj

)

]
×

×v(τ, ξ) = 0, τ < 0, ξ ∈ Rn; (4)

2) виконуються рiвностi
∫

Rn

Z(t, x, ξ)dξ = enbt, t > 0, x ∈ Rn;

∫

Rn

Z(t, x, ξ)dx = 1, t > 0, ξ ∈ Rn; (5)

3) для будь-яких мультиiндексiв {α, β} ⊂
Zn

+ справджуються оцiнки
∣∣∣∂α

x ∂β
ξ Z(t, x, ξ)

∣∣∣ 6 Cαβ×

×(q(t))−(n+|α|+|β|)/2e(n+|α|)btEc(t, x, ξ),

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn, (6)
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в яких Cαβ i c – додатнi сталi, причому c <
1/(4a2);

4) є правильною формула згортки

Z(t, x, ξ) =

∫

Rn

Z(t− γ, x, y)Z(γ, y, ξ)dy,

0 < γ < t, {x, ξ} ⊂ Rn. (7)

Цi результати для ФРЗК застосовую-
ться до встановлення коректної розв’язно-
стi задачi Кошi, iнтегрального зображення
та властивостей розв’язкiв рiвняння (1).

Однiєю з центральних проблем теорiї лi-
нiйних параболiчних крайових задач є де-
тальне описання оператора, оберненого до
оператора крайової задачi, в тому числi все-
бiчне дослiдження ядра цього оператора –
матрицi Грiна. У працях [5, 6] наведено ре-
зультати, що стосуються побудови, власти-
востей i застосувань матриць Грiна загаль-
них параболiчних крайових задач з обмеже-
ними коефiцiєнтами в обмежених i необме-
жених областях.

Для рiзноманiтних застосувань важливо
мати детальну iнформацiю про матрицi Грi-
на крайових задач у необмежених областях
зi зростаючими на нескiнченностi коефiцiєн-
тами. На теперiшнiй час такої iнформацiї в
лiтературi є ще досить мало.

У нашiй статтi розглядаються двi крайо-
вi задачi для рiвняння (1) зi зростаючими
коефiцiєнтами вигляду

(Lu)(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π+, (8)

(B(l)u)(t, x) |xn=0 = g(t, x′), (t, x′) ∈ Π′, (91)

u(t, x) |t=0 = ϕ(x), x ∈ Rn
+, (10)

де x := (x1, ..., xn), x′ := (x1, ..., xn−1),
Rn

+ := {x ∈ Rn|xn > 0}, Π+ := {(t, x) ∈
Rn+1 |t ∈ (0,∞), x ∈ Rn

+}, Π′ := {(t, x′) ∈
Rn |t ∈ (0,∞), x′ ∈ Rn−1}, l ∈ {1, 2}, B(1) = 1
(умова Дiрiхле) i B(2) = ∂xn (умова Нейма-
на).

Вектор-функцiєю Грiна цiєї задачi нази-
вається така вектор-функцiя (G

(l)
0 , G

(l)
1 , G

(l)
2 ),

що для довiльних нескiнченно диференцi-
йовних i фiнiтних функцiй f , g i ϕ розв’язок

задачi (8), (91), (10) зображується у виглядi

u(t, x) =

t∫

0

dτ

∫

Rn
+

G
(l)
0 (t− τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

t∫

0

dτ

∫

Rn−1

G
(l)
1 (t− τ, x, ξ′)g(τ, ξ′)dξ′+

+

∫

Rn
+

G
(l)
2 (t, x, ξ)ϕ(ξ)dξ, (t, x) ∈ Π+.

Функцiя G
(l)
0 називається однорiдною

функцiєю Грiна, функцiя G
(l)
1 – ядром Пу-

ассона, а функцiя G
(l)
2 – функцiєю впливу

початкового миттєвого точкового джерела
задачi (8), (91), (10). При цьому цi функцiї
є розв’язками в просторi узагальнених фун-
кцiй таких крайових задач:

LG
(l)
0 = δ(t, x− ξ), B(l)G

(l)
0 |xn=0 = 0,

G
(l)
0 = 0 при t < 0;

LG
(l)
1 = 0, B(l)G

(l)
1 |xn=0 = δ(t, x′),

G
(l)
1 = 0 при t < 0;

LG
(l)
2 = 0, B(l)G

(l)
2 |xn=0 = 0,

G
(l)
2 |t=0 = δ(x− ξ),

де δ(t, x − ξ), δ(t, x′) i δ(x − ξ) – дельта-
функцiї, якi зосередженi вiдповiдно в точках
(0, ξ), (0, 0) i ξ.

Метою статтi є знаходження явних фор-
мул для функцiй G

(l)
j , j ∈ {0, 1, 2}, l ∈

{1, 2}, та вивчення властивостей цих фун-
кцiй. Оскiльки в задачi (8), (91), (10) поряд-
ки крайових умов меншi порядку рiвняння,
то легко переконатися (див. [5, с. 60-62]), що
справджується рiвнiсть

G
(l)
2 (t, x, ξ) = G

(l)
0 (t, x, ξ),

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn
+.

З огляду на це досить знайти й дослiдити
функцiї G

(l)
0 i G

(l)
1 .

Буковинський математичний журнал. 2014. – Т. 2, № 1. 119



1. Ядра Пуассона
Для знаходження ядер Пуассона задач

(8), (91), (10), l ∈ {1, 2}, треба розглянути
цi задачi у випадку, коли f = 0 i ϕ = 0 , а g
є довiльною нескiнченно диференцiйовною i
фiнiтною функцiєю. Для розв’язування та-
ких задач використовуватимемо потенцiали
подвiйного i простого шарiв.

Спочатку розглянемо задачу (8), (91),
(10) у зазначеному вище випадку. Будемо
шукати її розв’язок у виглядi потенцiалу по-
двiйного шару

u(t, x) =

t∫

0

dτ

∫

Rn−1

∂ξnZ(t− τ, x, ξ) |ξn=0 ×

×µ(τ, ξ′)dξ′, (t, x) ∈ Π+, (11)

де Z – ФРЗК для рiвняння (8), а µ – невi-
дома функцiя. Апрiорi припускатимемо, що
функцiя µ в областi Π′ обмежена та задо-
вольняє умову Гельдера в такому сенсi:

∃H > 0 ∃α ∈ (0, 1] ∀ {(t, x′), (τ, ξ′)} ⊂ Π′ :

|µ(t, x′)− µ(τ, ξ′)| 6
6 H((q(t− τ))α/2 +

∣∣eb(t−τ)x′ − ξ′
∣∣α). (12)

Для такої функцiї µ з означення та вла-
стивостей ФРЗК Z випливає, що функцiя
(11) є розв’язком задачi (8), (10) з f = 0 i
ϕ = 0. Треба пiдiбрати функцiю µ так, щоб
функцiя (11) задовольняла умову (91). Для
цього, скориставшись рiвнiстю (2), запише-
мо формулу (11) у виглядi

u(t, x) = S(t, x) + T (t, x)µ(t, x′),

(t, x) ∈ Π+, (13)

де
S(t, x) = 2(4a2)

−1−n/2
π−n/2xn×

×
t∫

0

dτ

∫

Rn−1

e(n+1)b(t−τ)(q(t− τ))−1−n/2×

×E1/(4a2)(t− τ, x, (ξ′, 0))×
×(µ(τ, ξ′)− µ(t, x′))dξ′,

T (t, x) = 2(4a2)
−1−n/2

π−n/2xn×

×
t∫

0

dτ

∫

Rn−1

e(n+1)b(t−τ)(q(t− τ))−1−n/2×

×E1/(4a2)(t− τ, x, (ξ′, 0))dξ′. (14)

Щоб знайти потрiбну функцiю µ, необ-
хiдно задовольнити функцiєю (13) крайову
умову (91), а для цього треба знайти границi
при xn → 0 виразiв (14). Розглянемо споча-
тку вираз T (t, x). Для функцiї

Z ′
a(t, x

′, ξ′) := (4πa2q(t))
−(n−1)/2

e(n−1)bt×
×E1/(4a2)(t, x

′, ξ′),

t > 0, {x′, ξ′} ⊂ Rn−1, (15)

яка згiдно з (2) є ФРЗК для (n − 1)-
вимiрного рiвняння (1), скористаємося пер-
шою з рiвностей (5), тобто

∫

Rn−1

Z ′
a(t, x

′, ξ′)dξ′ = e(n−1)bt,

t > 0, x′ ∈ Rn−1. (16)

Тодi вираз для T (t, x) набуває вигляду

T (t, x) = 2(4a2)
−3/2

π−1/2xn

t∫

0

e(n+1)b(t−τ)×

×(q(t− τ))−3/2E1/(4a2)(t− τ, xn, 0)dτ.

Пiсля здiйснення замiни змiнної iнтегруван-
ня τ за формулою

eb(t−τ)xn

(
2a

√
q(t− τ)

)−1

= γ (17)

одержимо

T (t, x) =
(2a)n

a2
√

π

∞∫

0

e−γ2

γn
(
4a2γ2 − 2bx2

n

)−n/2×

×χ[c(t,xn),∞)(γ)dγ, (18)

де c(t, xn) := ebtxn

(
2a

√
q(t)

)−1

, а χA – хара-
ктеристична функцiя множини A.

Оскiльки для довiльного γ > 0 пiдiнте-
гральна функцiя у (18) при xn → 0 пря-
мує до (2a)−ne−γ2 i при γ > c(t, xn) i xn >
0 вона мажорується iнтегровною функцiєю
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(2a)−nenbt−γ2 , γ > 0 , то на пiдставi теореми
Лебега про мажорантну збiжнiсть у (18) мо-
жна переходити до границi при xn → 0 пiд
знаком iнтеграла та одержати рiвнiсть

lim
xn→0

T (t, x) = (2a2)
−1

, t > 0, x′ ∈ Rn−1. (19)

Тепер доведемо, що

lim
xn→0

S(t, x) = 0, t > 0, x′ ∈ Rn−1. (20)

За допомогою умови (12) маємо

S(t, x) 6 2(4a2)
−1−n/2

π−n/2Hxn×

×
t∫

0

dτ

∫

Rn−1

e(n+1)b(t−τ)(q(t− τ))−1−n/2×

×E1/(4a2)(t− τ, x, (ξ′, 0))((q(t− τ))α/2+

+
∣∣eb(t−τ)x′ − ξ′

∣∣α)dξ′.

Використавши твердження

∀r > 0 ∃C0 > 0 ∀z > 0 :

zre−cz2 6 C0e
−c0z2

, (21)

де 0 < c0 < c, одержимо
∣∣eb(t−τ)x′ − ξ′

∣∣αE1/(4a2)(t− τ, x′, ξ′) 6

6 C0(q(t− τ))α/2E1/(8a2)(t− τ, x′, ξ′)

i, отже,

|S(t, x)| 6 C1xn

t∫

0

e2b(t−τ)(q(t− τ))(α−3)/2×

×E1/(4a2)(t− τ, xn, 0)dτ×

×
∫

Rn−1

Z ′√
2a(t− τ, x′, ξ′)dξ′,

де функцiя Z ′√
2a означена рiвнiстю (15), в

якiй a замiнено на
√

2a. Для такої функцiї
справджується рiвнiсть (16), тому маємо

|S(t, x)| 6 C2xn

t∫

0

e(n+1)b(t−τ)×

×(q(t− τ))(α−3)/2E1/(4a2)(t− τ, xn, 0)dτ.

В останньому iнтегралi зробимо замiну (17),
у результатi прийдемо до нерiвностi

|S(t, x)| 6 C2x
α
n

∞∫

c(t,xn)

e−γ2×

×γn
(
4a2γ2 − 2bx2

n

)−(n+α)/2
dγ. (22)

Оцiнивши пiдiнтегральну функцiю в (22)
так само, як для iнтеграла (18), одержимо
оцiнку

|S(t, x)| 6 C3

∞∫

0

e−γ2

γ−αdγe(n+α)btxα
n,

з якої випливає рiвнiсть (20), бо останнiй iн-
теграл збiгається.

На пiдставi (91), (13), (19) i (20) отриму-
ємо, що

lim
xn→0

u(t, x) = g(t, x′) = (2a2)
−1

µ(t, x′),

(t, x′) ∈ Π′,

звiдки µ(t, x′) = 2a2g(t, x′), (t, x′) ∈ Π′.
Якщо тепер знайдену функцiю µ пiдста-

вити в рiвнiсть (11) i скористатись виразом
(2) для Z, то прийдемо до такої формули
для розв’язку задачi (8), (91), (10) з f = 0 i
ϕ = 0 :

u(t, x) =

t∫

0

dτ

∫

Rn−1

G
(1)
1 (t− τ, x− ξ′)×

×g(τ, ξ′)dξ′, (t, x) ∈ Π+, (23)

де

G
(1)
1 (t, x, ξ′) := (4πa2)

−n/2
(q(t))−1−n/2×

×e(n+1)btxnE1/(4a2)(t, x, (ξ′, 0)),

t > 0, x ∈ Rn
+, ξ′ ∈ Rn−1. (24)

Для знаходження ядра Пуассона G
(2)
1 шу-

катимемо розв’язок задачi (8), (92), (10) з
f = 0 i ϕ = 0 у виглядi потенцiалу простого
шару

u(t, x) =

t∫

0

dτ

∫

Rn−1

Z(t− τ, x, (ξ′, 0))×
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×µ(τ, ξ′)dξ′, (t, x) ∈ Π+, (25)

де невiдома функцiя µ припускається такою,
як вище. Щоб знайти функцiю µ розгляне-
мо похiдну ∂xnu(t, x) i запишемо її у такому
виглядi, аналогiчному до (13):

∂xnu(t, x) = −Q(t, x) + R(t, x)µ(t, x′),

(t, x) ∈ Π+,

де
Q(t, x) = 2(4a2)

−1−n/2
π−n/2xn×

×
t∫

0

dτ

∫

Rn−1

e(n+2)b(t−τ)(q(t− τ))−1−n/2×

E1/(4a2)(t− τ, x, (ξ′, 0))(µ(τ, ξ′)− µ(t, x′))dξ′,

R(t, x) = 2(4a2)
−1−n/2

π−n/2xn×
t∫

0

dτ

∫

Rn−1

e(n+2)b(t−τ)(q(t− τ))−1−n/2×

×E1/(4a2)(t− τ, x, (ξ′, 0))dξ′.

Так само, як i для функцiй S i T , дово-
дяться твердження

lim
xn→0

Q(t, x) = 0,

lim
xn→0

R(t, x) = (2a2)
−1

,

з яких на пiдставi умови (92) випливає, що

lim
xn→0

∂xnu(t, x) = g(t, x′) = −(2a2)
−1

µ(t, x′).

Звiдси маємо µ(t, x′) = −2a2g(t, x′), (t, x′) ∈
Π′. Тому за допомогою (2) i (25) одержуємо
для розв’язку задачi (8), (92), (10) з f = 0
i ϕ = 0 формулу, яка вiдрiзняється вiд (23)
замiною G

(1)
1 на G

(2)
1 , де

G
(2)
1 (t, x, ξ′) := −2a2(4πa2e2btq(t))

−n/2×
×E1/(4a2)(t, x, (ξ′, 0)),

t > 0, x ∈ Rn
+, ξ′ ∈ Rn−1. (26)

Отже, ядра Пуассона задач (8), (91), (10),
l ∈ {1, 2}, визначаються формулами (24) i
(26).

2. Однорiднi функцiї Грiна

Згiдно з результатами праць [5,6] однорi-
днi функцiї Грiна G

(l)
0 , l ∈ {1, 2}, можна шу-

кати у виглядi

G
(l)
0 (t, x, ξ) = Z(t, x, ξ)− V (l)(t, x, ξ),

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn
+, (27)

де Z – ФРЗК для рiвняння (1), а

V (l)(t, x, ξ) :=

t∫

0

dτ

∫

Rn−1

G
(l)
1 (t− τ, x, y′)×

×B(l)Z(τ, (y′, 0), ξ)dy′,

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn
+. (28)

Нехай спочатку l = 1. Використовуючи
формули (2), (15) i (24), маємо

V (1)(t, x, ξ) = (4πa2)
−1

xn×

×
t∫

0

(q(t− τ))−3/2(q(τ))−1/2eb(2t−τ)×

×



∫

Rn−1

Z ′
a(t− τ, x′, y′)Z ′

a(τ, y
′, ξ′)dy′


×

×E1/(4a2)(t− τ, xn, 0)E1/(4a2)(τ, 0, ξn)dτ.

Згiдно з формулою згортки (7) для ФРЗК
Z ′

a iнтеграл по Rn−1 дорiвнює Z ′
a(t, x

′, ξ′),
тому за допомогою виразу (15) одержуємо

V (1)(t, x, ξ) = (4πa2q(t))
−(n−1)/2

enbt×
×E1/(4a2)(t, x

′, ξ′)I(1)(t, xn, ξn), (29)

де

I(1)(t, xn, ξn) := (4πa2)
−1

xn

t∫

0

(q(t− τ))−3/2×

×(q(τ))−1/2eb(t−τ)E1/(4a2)(t− τ, xn, 0)×
×E1/(4a2)(τ, 0, ξn)dτ.

В iнтегралi зробимо замiну змiнної iнтегру-
вання τ за формулою q(τ) = q(t)β. У резуль-
татi маємо

I(1)(t, xn, ξn) := (4πa2q(t))
−1

ebtxn×
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×
1∫

0

(1− β)−3/2β−1/2×

× exp

{
− (ebtxn)

2

4a2q(t)(1− β)
− ξ2

n

4a2q(t)β

}
dβ.

Останнiй iнтеграл обчислюється, якщо в
ньому послiдовно зробити такi двi замiни
змiнних iнтегрування:

β = δ2(1 + δ2)
−1

, δ = 2ae−btx−1
n (q(t))1/2z.

Пiсля реалiзацiї цих замiн одержимо

I(1)(t, xn, ξn) = (πa)−1(q(t))−1/2×

×E1/(4a2)(t, xn,−ξn)

∞∫

0

exp

{
−(z − p

z
)
2
}

dz,

де p := (4a2q(t))
−1

ebtxnξn. Звiдси, врахував-
ши те, що останнiй iнтеграл не залежить вiд
p ∈ R i дорiвнює

√
π/2, маємо рiвнiсть

I(1)(t, xn, ξn) = (4πa2q(t))
−1/2×

×E1/(4a2)(t, xn,−ξn),

тому внаслiдок (29) отримуємо формулу

V (1)(t, x, ξ) = (4πa2q(t))
−n/2

enbt×
×E1/(4a2)(t, x, (ξ′,−ξn)),

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn
+. (30)

З рiвностей (2), (27) i (30) випливає така
остаточна формула:

G
(1)
0 (t, x, ξ) := (4πa2q(t))

−n/2
enbt×

×(E1/(4a2)(t, x, ξ)− E1/(4a2)(t, x, (ξ′,−ξn))),

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn
+. (31)

У випадку l = 2

V (2)(t, x, ξ) :=

t∫

0

dτ

∫

Rn−1

G
(2)
1 (t− τ, x, y′)∂yn×

×Z(τ, y, ξ) |yn=0 dy′.

Оскiльки

∂ynZ(τ, y, ξ) |yn=0 = 2(4a2q(τ))
−1−n/2

π−n/2×

×e(n+1)bτξnE1/(4a2)(τ, (y
′, 0), ξ),

то з урахуванням (7), (15) i (26) маємо

V (2)(t, x, ξ) = −(4πa2)
−1

ξn

t∫

0

(q(t− τ))−1/2×

×(q(τ))−3/2eb(t+τ)×

×



∫

Rn−1

Z ′
a(t− τ, x′, y′)Z ′

a(τ, y
′, ξ′)dy′


×

×E1/(4a2)(t− τ, xn, 0)E1/(4a2)(τ, 0, ξn)dτ =

= (4πa2q(t))
−(n−1)/2

enbtE1/(4a2)(t, x
′, ξ′)×

×I(2)(t, xn, ξn),

де
I(2)(t, xn, ξn) := −(4πa2)

−1
ξn×

×
t∫

0

(q(t− τ))−1/2(q(τ))−3/2ebτ×

×E1/(4a2)(t− τ, xn, 0)E1/(4a2)(τ, 0, ξn)dτ.

Цей iнтеграл обчислюється подiбно до iнте-
грала I(1) i дорiвнює

−(4πa2q(t))
−1/2

E1/(4a2)(t, xn,−ξn).

Тому

V (2)(t, x, ξ) = −(4πa2q(t))
−n/2

enbt×
×E1/(4a2)(t, x, (ξ′,−ξn)),

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn
+. (32)

На пiдставi рiвностей (2), (27) i (32) отри-
муємо формулу

G
(2)
0 (t, x, ξ) := (4πa2q(t))

−n/2
enbt×

× (
E1/(4a2)(t, x, ξ) + E1/(4a2)(t, x, (ξ′,−ξn))

)
,

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn
+. (33)
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3. Властивостi ядер Пуассона та
однорiдних функцiй Грiна

З явних виразiв (24), (26), (31) i (33) для
функцiй G

(l)
1 i G

(l)
0 , l ∈ {1, 2}, випливають

рiзноманiтнi властивостi цих функцiй. Вони
не тiльки добре узгоджуються з вiдповiдни-
ми властивостями матриць Грiна загальних
нормальних параболiчних крайових задач з
обмеженими коефiцiєнтами (див. [5,6]), але
й їх доповнюють. Наведемо деякi з них.

1) оцiнки G
(l)
1 . Для будь-яких мультиiн-

дексiв {α, β} ⊂ Zn
+ справджуються оцiнки

∣∣∣∂α
x ∂β

ξ G
(l)
1 (t, x, ξ′)

∣∣∣ 6 Cαβ×

×(q(t))−(n+2−l+|α|+|β|)/2e(n+|α|)btEc(t, x, (ξ′, 0)),

t > 0, x ∈ Rn
+, ξ′ ∈ Rn−1, (34)

де Cαβ i c – додатнi числа, l ∈ {1, 2}.
2)оцiнки G

(l)
0 . Для довiльних мультиiн-

дексiв {α, β} ⊂ Zn
+ справджуються оцiнки

∣∣∣∂α
x ∂β

ξ G
(l)
0 (t, x, ξ)

∣∣∣ 6 Cαβ×

×(q(t))−(n+|α|+|β|)/2e(n+|α|)btEc(t, x, ξ),

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn
+, (35)

∣∣∣∂α
x ∂β

ξ V (l)(t, x, ξ)
∣∣∣ 6 Cαβ(q(t))−(n+|α|+|β|)/2×

×e(n+|α|)bt exp
{
−c(q(t))−1(∣∣ebtx− ξ

∣∣ + ξn

)2
}

,

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn
+, (36)

де V (l), l ∈ {1, 2}, – функцiї, означенi в (30)
i (32), Cαβ i c – додатнi сталi.

Доведення оцiнок (34)–(36) легко прове-
сти, якщо використовувати явнi вирази для
функцiй G

(l)
1 , G

(l)
0 ,V (l) i твердження (21).

Наступнi властивостi однорiдних фун-
кцiй Грiна характернi для нормальних па-
раболiчних крайових задач, якими є задачi
(8), (91), (10). Вони є аналогами властиво-
стей 1) i 4) зi вступу ФРЗК Z для рiвняння
(1) i доводяться аналогiчно.

3) нормальнiсть G
(l)
0 . Функцiя G

(l)
0 (t −

τ, x, ξ), в якiй τ, ξ – основнi, а t, x – пара-
метричнi змiннi, є однорiдними функцiями
Грiна вiдповiдних спряжених до (8), (91),
(10) крайових задач.

4) формула згортки для G
(l)
0 . Правиль-

на формула

G
(l)
0 (t, x, ξ) =

∫

Rn

G
(l)
0 (t− γ, x, y)G

(l)
0 (γ, y, ξ)dy,

0 < γ < t, {x, ξ} ⊂ Rn
+.

Висновки
Одержанi в статтi вiдомостi про елемен-

ти вектор-функцiй Грiна крайових задач
для найпростiшого параболiчного рiвняння
зi зростаючими коефiцiєнтами певним чи-
ном показують, як впливають на власти-
востi вектор-функцiй Грiна наявнiсть зро-
стаючих коефiцiєнтiв. Цi вiдомостi можуть
використовуватися для встановлення коре-
ктної розв’язностi задач (8), (91), (10), iн-
тегрального зображення та властивостей її
розв’язкiв. Методика виведення явних фор-
мул для елементiв вектор-функцiй Грiна мо-
же застосовуватись у випадку складнiших
крайових задач.
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