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ВЛАСТИВОСТI ПЕРЕТВОРЕННЯ АБЕЛЯ–ПУАССОНА

ФОРМАЛЬНИХ РЯДIВ ЕРМIТА

У роботi дослiджуються властивостi перетворення Абеля–Пуассона формальних рядiв
Ермiта (властивiсть диференцiйовностi, граничнi властивостi). Такi ряди ототожнюються
з лiнiйними неперервними функцiоналами, заданими на просторi S1/2

1/2 , який вiдноситься

до просторiв типу S. Простiр S
1/2
1/2 збiгається з класом аналiтичних векторiв гармонiйного

осцилятора – оператора – d2/dx2 + x2, який є невiд’ємним i самоспряженим у гiльберто-
вому просторi L2(R). Знайдено явний вигляд функцiї, яка є ядром перетворення Абеля–
Пуассона, дослiдженi властивостi цiєї функцiї. Дається застосування такого перетворення
при дослiдженнi розв’язностi задачi Кошi для рiвняння з частинними похiдними, яке ви-
роджується.
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Вступ

При дослiдженнi багатьох задач аналiзу та математичної фiзики використовуються
функцiональнi ряди, побудованi за ортонормованими системами функцiй у рiзних гiль-
бертових просторах. Розв’язки таких задач зображаються у виглядi таких рядiв, пiдсу-
мованих певними лiнiйними методами (Абеля–Пуассона, Гаусса–Вейєрштрасса та iн.).
Наприклад, розв’язок перiодичної задачi Кошi для рiвняння теплопровiдностi збiгає-
ться з перетворенням Гаусса–Вейєрштрасса тригонометричного ряду початкової фун-
кцiї. З розвиненням теорiї узагальнених функцiй такi ряди стали ототожнюватись iз
лiнiйними неперервними функцiоналами, заданими на рiзних просторах узагальнених
функцiй (розподiлiв Шварца, ультрарозподiлiв, гiперфункцiй тощо [1, 2, 3, 4, 5, 6]).
Це дозволило значно розширити область застосування таких рядiв, зокрема, у теорiї
позитивних та негативних просторiв, якi будуються за невiд’ємними самоспряженими
операторами у гiльбертових просторах, спектри яких суто дискретнi. До таких рядiв
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вiдносяться i формальнi ряди Ермiта, що будуються за ортонормованою у L2(R) си-
стемою функцiй Ермiта. Такi ряди ототожнюються з неперервними функцiоналами,
заданими на просторах типу S. Функцiї Ермiта є власними функцiями гармонiйного
осцилятора – невiд’ємного самоспряженого в L2(R) оператора.

У цiй роботi дослiджуються властивостi перетворення Абеля–Пуассона формальних
рядiв Ермiта (зокрема, властивiсть диференцiйовностi за параметром, певнi граничнi
властивостi). Знайдено явний вигляд функцiї, яка є ядром такого перетворення, до-
слiдженi властивостi цiєї функцiї, дається застосування такого перетворення при до-
слiдженнi розв’язностi задачi Кошi для певного рiвняння з частинними похiдними, що
вироджується.

1 Ортонормованi многочлени Ермiта. Функцiї Ермiта

Функцiя F : R → (0,+∞) називається ваговою, якщо абсолютно збiжними є iнте-
грали

αn =

∫
R

xnF (x)dx, n ∈ Z+,

якi називаються степеневими моментами функцiї F . За F , зокрема, можна взяти фун-
кцiю exp (−x2), x ∈ R. Користуючись методом математичної iндукцiї, можна довести,
що (

e−x2
)(n)

=

[n/2]∑
k=0

(−1)n−kn!

k!(n− 2k)!
(2x)n−2k, x ∈ R, n ∈ Z+.

Отже, функцiя Hn(x) = (−1)nex
2
(
e−x2

)(n)

, n ∈ Z+, є многочленом степеня n. Цей мно-
гочлен називається стандартизованим многочленом Ермiта. Многочлени {Hn, n ∈ Z+}
ортогональнi на R з ваговою функцiєю exp (−x2), при цьому∫

R

e−x2

Hn(x)dx =
√
π2nn!, n ∈ Z+.

Ортонормованi многочлени Ермiта Ĥn, n ∈ Z+, мають вигляд

Ĥn(x) =
Hn(x)√
n!2n

√
π
=

(−1)n√
n!2n

√
π
ex

2
(
e−x2

)(n)

, n ∈ Z+.

Многочлени Ĥn, n ∈ Z+, побудованi за ваговою функцiєю F (x) = exp (−x2), x ∈ R,
утворюють ортонормований базис у просторi L2 (R, exp (−x2)). У просторi L2(R) орто-
нормований базис утворюють функцiї Ермiта

hn(x) = e−x2/2Ĥn(x) = (−1)nπ−1/4 (n!2n)−1/2 ex
2/2

(
e−x2

)(n)

, n ∈ Z+, x ∈ R.

Функцiї Ермiта є власними функцiями невiд’ємного самоспряженого в L2(R) опера-
тора −d2/dx2 + x2 – гармонiйного осцилятора, власними числами якого є λk = 2k + 1,
k ∈ Z+.



82 Городецький В.В., Мартинюк О.В., Мартинюк С.В., Колiсник Р.С.

2 Простори основних та узагальнених функцiй. Формальнi ряди
Ермiта

Символом Sβ
β , β > 0 – фiксований параметр, позначають сукупнiсть функцiй φ ∈

C∞(R), якi задовольняють умову

∃c > 0 ∃A > 0 ∃B > 0 ∀{k,m} ⊂ Z+ ∀x ∈ R :∣∣xkφ(m)(x)
∣∣ ≤ cAkBmkkβmmβ

(сталi c, A,B > 0 залежать вiд функцiї φ).
Якщо β ≥ 1/2, то простори Sβ

β нетривiальнi i утворюють щiльнi в L2(R) множини.
Якщо 1/2 ≤ β < 1, то Sβ

β складається з тих i лише тих функцiй φ : R → R, якi
допускають аналiтичне продовження у всю комплексну площину i для яких

|φ(x+ iy)| ≤ c exp
{
−a|x|1/β + b|y|1/(1−β)

}
, {x, y} ⊂ R,

де сталi c, a, b > 0 залежать лише вiд функцiї φ.
Простори Sβ

β , β ≥ 1/2, можна охарактеризувати ще так:

Sβ
β = {φ ∈ C∞(R) : ∃c, a, B > 0 ∀m ∈ Z+ ∀x ∈ R :∣∣φ(m)(x)

∣∣ ≤ cBmmmβ exp
{
−a|x|1/β

}}
(сталi c, a, B > 0 залежать вiд функцiї φ).

У просторах Sβ
β , β ≥ 1/2, визначенi операцiї множення на незалежну змiнну, ди-

ференцiювання, зсуву аргумента, розтягу та стискання: φ(x) → φ(λx), λ > 0, x ∈ R.
Звiдси, зокрема, випливає, що функцiї Ермiта hk, k ∈ Z+, належать до простору S1/2

1/2 .
Справдi, e−x2 ∈ S

1/2
1/2 , бо ∣∣∣e−z2/2

∣∣∣ = e−x2/2+y2/2, z = x+ iy ∈ C,

звiдси та з характеристики просторiв Sβ
β , 1/2 ≤ β < 1, випливає, що

1

β
= 2,

1

1− β
= 2,

тобто β =
1

2
. Функцiї Ермiта hk, k ∈ Z+, мають вигляд P (x)e−x2/2, де P – многочлен

Ермiта. У просторах Sβ
β при β ≥ 1/2 визначена операцiя множення на многочлен. Отже,

hk ∈ S
1/2
1/2 для кожного k ∈ Z+.

Символом
(
Sβ
β

)′
позначимо сукупнiсть усiх лiнiйних неперервних функцiоналiв, за-

даних на Sβ
β , зi слабкою збiжнiстю. Елементи простору

(
Sβ
β

)′
, β ≥ 1/2, називатимемо

узагальненими функцiями. Зазначимо, що Sβ
β неперервно вкладається в

(
Sβ
β

)′
, тобто

кожну функцiю φ ∈ Sβ
β можна розумiти як регулярну узагальнену функцiю fφ ∈

(
Sβ
β

)′
:

⟨fφ, ψ⟩ = (φ, ψ)L2(R) =

∫
R

φ(x)ψ(x)dx, ∀ψ ∈ Sβ
β .
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Якщо f ∈
(
Sβ
β

)′
, то i f (p) ∈

(
Sβ
β

)′
для кожного p ∈ {2, 3, ...}, при цьому узагальнена

функцiя f (p) визначається формулою⟨
f (p), ψ

⟩
= (−1)p

⟨
f, ψ(p)

⟩
, ∀ψ ∈ Sβ

β .

Вiдомо [6], що S
β/2
β/2 = H{β} =

∪
µ>0

Hµ,β, β ≥ 1, де Hµ,β складається з тих функцiй

φ ∈ S
β/2
β/2 , для яких при деякому µ > 0

∥φ∥2Hµ,β
=

∞∑
k=0

e2µ(2k+1)1/β |ck(φ)|2 <∞, ck(φ) = (φ, hk)L2(R) , k ∈ Z+.

Вiдповiдно
(
S
β/2
β/2

)′
= H ′

{β} =
∩
µ>0

H ′
µ,β, де H ′

µ,β складається з тих елементiв f ∈(
S
β/2
β/2

)′
, для яких

∥f∥2H′
µ,β

=
∞∑
k=0

e−2µ(2k+1)1/β |ck(f)|2 <∞, ck(φ) = ⟨f, hk⟩ , k ∈ Z+,

для довiльного µ > 0.
Кожна узагальнена функцiя f ∈

(
Sβ
β

)′
, β ≥ 1/2, ототожнюється з її формальним

рядом Ермiта
∞∑
k=0

ck(f)hk, де ck(f) = ⟨f, hk⟩, k ∈ Z+, – коефiцiєнти Фур’є–Ермiта. Iз

загальної теорiї невiд’ємних самоспряжених операторiв у гiльбертовому просторi, власнi
функцiї якого утворюють ортонормований базис, випливає, що елементи просторiв Sβ

β ,(
Sβ
β

)′
, β ≥ 1/2, можна охарактеризувати за допомогою їхнiх коефiцiєнтiв Фур’є–Ермiта

так [4]:
1)

(
f ∈ Sβ

β

)
⇔

(
∃µ > 0 ∃c > 0 ∀k ∈ Z+ : |ck(f)| ≤ c exp

{
−µ(2k + 1)

1
2β

})
, β ≥ 1/2;

2)
(
f ∈

(
Sβ
β

)′
)

⇔
(
∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0 ∀k ∈ Z+ : |ck(f)| ≤ c exp

{
µ(2k + 1)

1
2β

})
,

β ≥ 1/2.

3 Властивостi перетворення Абеля–Пуассона формальних рядiв
Ермiта

Нехай f ∈
(
Sβ
β

)′
, β ≥ 1/2. Перетворенням Абеля–Пуассона формального ряду Ер-

мiта узагальненої функцiї f ∈
(
Sβ
β

)′
, β ≥ 1/2, називається ряд

fr(x) :=
∞∑
k=0

r2k+1ck(f)hk(x), ck(f) ̸= ⟨f, hk⟩ , k ∈ Z+, (1)

де 0 < r < 1.
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Теорема 1. Правильними є твердження:
1) Якщо f ∈

(
S
1/2
1/2

)′
, то ряд (1) при кожному r ∈ (0, 1) збiгiється рiвномiрно по

x(x ∈ R); fr ∈ S
1/2
1/2 при кожному r ∈ (0, 1).

2) Нехай

Kr(x, y) :=
∞∑
k=0

r2k+1hk(x)hk(y), 0 < r < 1, {x, y} ⊂ R.

Тодi

Kr(x, y) = π−1/2(1− r4)−1/2r exp

{
4xyr2 − (1 + r4)(x2 + y2)

1− r4

}
,

причому Kr(x, ·) ∈ S
1/2
1/2 при кожному фiксованому r ∈ (0, 1) та x ∈ R.

3) Якщо f ∈
(
S
1/2
1/2

)′
, то для функцiї fr(x) правильним є зображення

fr(x) = ⟨fy, Kr(x, y)⟩ , 0 < r < 1, x ∈ R,

при цьому fr → f при r → 1 у просторi
(
S
1/2
1/2

)′
.

4) Функцiя fr(x) диференцiйовна по r ∈ (0, 1), причому

∂

∂r
fr(x) =

⟨
fy,

∂

∂r
Kr(x, y)

⟩
.

Доведення. 1) Оскiльки f ∈
(
S
1/2
1/2

)′
, то

∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0 ∀k ∈ Z+ : |ck(f)| ≤ ceµ(2k+1).

Тодi
|ck (fr)| =

∣∣r2k+1ck(f)
∣∣ ≤ ce− ln(1/r)(2k+1)eµ(2k+1).

Оскiльки |hk(x)| ≤ 1, ∀k ∈ Z+, x ∈ R, то, поклавши µ =
1

2
ln

1

r
, прийдемо до оцiнки

∣∣r2k+1ck(f)hk(x)
∣∣ ≤ ce−

1
2
ln 1

r
(2k+1) = c

(√
r
)2k+1

, ∀k ∈ Z+, 0 < r < 1, x ∈ R, (2)

з якої i випливає твердження 1).
Доведемо, що fr ∈ S

1/2
1/2 при кожному r ∈ (0, 1). Оскiльки S

1/2
1/2 = H{1} =

∪
µ>0

Hµ,1, де

Hµ,1 складається iз тих функцiй φ ∈ S
1/2
1/2 , для яких при деякому µ > 0

∥φ∥2Hµ,1
=

∞∑
k=0

e2µ(2k+1) |ck(φ)|2 <∞, ck(φ) = (φ, hk)L2(R) , k ∈ Z+,

то досить довести, що φ ∈ Hµ,1 при деякому µ > 0, тобто що

∥fr∥2Hµ,1
=

∞∑
k=0

e2µ(2k+1) |ck(fr)|2 =
∞∑
k=0

e2µ(2k+1)r2(2k+1) |ck(f)|2 |hk|2 <∞.
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Вiзьмемо µ =
1

4
ln

1

r
. Звiдси та з (2) випливає, що

∥fr∥2Hµ,1
=

∞∑
k=0

e−
1
2
ln( 1

r )(2k+1) = c
∞∑
k=0

(√
r
)2k+1

<∞, 0 < r < 1.

Отже, fr ∈ Hµ,1 ⊂ S
1/2
1/2 при кожному r ∈ (0, 1).

Для доведення твердження скористаємося формулою [4]

(1− ω2)−1/2 exp

{
2xyω − (x2 + y2)ω2

1− ω2

}
=

∞∑
k=0

1

2kk!
Hk(x)Hk(y), |ω| < 1.

Покладемо ω = r2, 0 < r < 1. Урахувавши зв’язок мiж стандартизованими та
ортонормованими многочленами Hk, Ĥk, а також те, що hk(x) = e−x2/2Ĥk(x), k ∈ Z+,
x ∈ R, прийдемо до спiввiдношення

π−1/2(1− r4)−1/2r exp

{
2xyr2 − (x2 + y2)r4

1− r4
− x2

2
− y2

2

}
=

∞∑
k=0

r2k+1hk(x)hk(y) = Kr(x, y).

Отже,

Kr(x, y) = π−1/2(1− r4)−1/2r exp

{
4xyr2 − (1 + r4)(x2 + y2)

1− r4

}
.

Зауважимо, що Kr(x, y) можна подати у виглядi

Kr(x, y) = c1 exp
{
−c2(y − c3)

2
}
, (3)

де сталi c1, c3 залежать вiд r, x, стала c2 > 0 залежить вiд r. Оскiльки у просторi
S
1/2
1/2 визначенi операцiї розтягу (стискання) та зсуву аргумента, а функцiя exp {−y2} є

елементом простору S
1/2
1/2 , то звiдси та з (3) випливає, що Kr(x, ·) ∈ S

1/2
1/2 при кожному

r ∈ (0, 1) та x ∈ R. Аналогiчно можна переконатися у тому, що Kr(·, y) ∈ S
1/2
1/2 при

кожному r ∈ (0, 1) та y ∈ R.

3) Оскiльки f ∈
(
S
1/2
1/2

)′
, то, врахувавши властивостi лiнiйностi та неперервностi

функцiонала f , одержимо

fr(x) =
∞∑
k=0

r2k+1ck(f)hk(x) =
∞∑
k=0

r2k+1 ⟨f, hk⟩hk(x) = lim
n→∞

n∑
k=0

r2k+1 ⟨f, hk⟩hk(x) =

= lim
n→∞

⟨
fy,

n∑
k=0

r2k+1hk(y)hk(x)

⟩
=

⟨
fy, lim

n→∞

n∑
k=0

r2k+1hk(x)hk(y)

⟩
=

=

⟨
fy,

n∑
k=0

r2k+1hk(x)hk(y)

⟩
= ⟨fy, Kr(x, y)⟩ .

Для обгрунтування проведених тут перетворень ще потрiбно довести, що

Sn,r,x(y) =
n∑

k=0

r2k+1hk(x)hk(y) → Kr(x, y), n→ ∞,
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у просторi S1/2
1/2 (при фiксованих r ∈ (0, 1) i x ∈ R).

Оскiльки для кожного n ∈ N та фiксованих r ∈ (0, 1), x ∈ R {Sn,r,x(·), Kr(x, ·)} ⊂
S
1/2
1/2 , то досить переконатися у тому, що rn,r,x(·) → 0 при n → ∞ у просторi S1/2

1/2 =∪
µ>0

Hµ,1, де rn,r,x(y) =
∞∑

k=n+1

r2k+1hk(x)hk(y), тобто, що

∥rn,r,x∥2Hµ,1
=

∞∑
k=0

e2µ(2k+1) |ck(rn,r,x)|2 → 0, n→ ∞,

при деякому µ > 0. Зауважимо, що

ck (rn,r,x) =

{
0, 0 ≤ k ≤ n,

r2k+1ck(f), k > n.

Тодi

∥rn,r,x∥2Hµ0,1
=

∞∑
k=n+1

e2µ0(2k+1)r2(2k+1) |ck(f)|2 .

Оскiльки f ∈
(
S
1/2
1/2

)′
, то

∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0 ∀k ∈ Z+ : |ck(f)| ≤ ceµ(2k+1).

Вiзьмемо µ =
1

2
ln

1

r
> 0. Тодi

r2k+1|ck(f)| ≤ ce− ln(1/r)(2k+1)eµ(2k+1) = ce−
1
2
ln(1/r)(2k+1).

Ряд
∞∑
k=0

e2µ0(2k+1)r2(2k+1) |ck(f)|2

збiгається, якщо взяти µ0 =
1

2
ln

1

r
. Тодi

∥rn,r,x∥2Hµ0,1
=

∞∑
k=n+1

e2µ0(2k+1) |ck(rn,r,x)|2 → 0, n→ ∞,

при µ0 =
1

2
ln

1

r
як залишок збiжного ряду, що й потрiбно було довести.

Залишається довести, що fr(x) = ⟨fy,Kr(x, y)⟩ → f при r → 1 у просторi
(
S
1/2
1/2

)′
.

Для цього символом S позначимо множину всiх числових послiдовностей {ak, k ∈ Z+}
дiйсних чисел з покоординатною збiжнiстю, якi задовольняють умову

∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0 ∀k ∈ Z+ : |ak| ≤ ceµ(2k+1).

Побудуємо вiдображення F :
(
S
1/2
1/2

)
→ S так: кожному f =

∞∑
k=0

ck(f)hk ∈
(
S
1/2
1/2

)′

поставимо у вiдповiднiсть послiдовнiсть {ck(f) = ⟨f, hk⟩ , k ∈ Z+} ∈ S. При цьому рiзним
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елементам з
(
S
1/2
1/2

)′
вiдповiдають рiзнi елементи з S. Справдi, якщо ⟨f1, f2⟩ ⊂

(
S
1/2
1/2

)′
,

f1 ̸= f2, то iснує k0 ∈ Z+ таке, ck0(f1) ̸= ck0(f2), бо у протилежному випадку

ck(f1) = ck(f2), ∀k ∈ Z+,

тобто ⟨f1 − f2, hk⟩ = 0, ∀k ∈ Z+. Нехай

φ =
∞∑
k=0

ck(φ)hk, ck(φ) = (φ, hk)L2(R), k ∈ Z+,

Sn =
n∑

k=0

ck(φ)hk, n ∈ N.

Внаслiдок лiнiйностi функцiонала f1 − f2

⟨f1 − f2, Sn⟩ =

⟨
f1 − f2,

n∑
k=0

ck(φ)hk

⟩
=

n∑
k=0

ck(φ) ⟨f1 − f2, hk⟩ = 0.

Врахувавши властивiсть неперервностi функцiонала f , а також те, що Sn → φ при
n→ ∞ у просторi S1/2

1/2 , одержимо

⟨f1 − f2, φ⟩ =
⟨
f1 − f2, lim

n→∞
Sn

⟩
= lim

n→∞
⟨f1 − f2, Sn⟩ = 0.

Отже, вiдображення

F :
(
S
1/2
1/2

)′
∋ f −→ {ck(f) = ⟨f, hk⟩ , k ∈ Z+} ∈ S

є iн’єкцiєю. Бiльше того, F – бiєкцiя.
Дiйсно, нехай {ak, k ∈ Z+} ∈ S. Визначимо функцiонал f так: ⟨f, hk⟩ = ak, k ∈ Z+.

Для довiльної функцiї φ =
∞∑
k=0

ck(φ)hk ∈ S
1/2
1/2 покладемо, за означенням,

⟨f, φ⟩ =
∞∑
k=0

akck(φ).

Функцiонал f визначений коректно, оскiльки ряд
∞∑
k=0

akck(φ) збiжний. Справдi, оскiль-

ки φ ∈ S
1/2
1/2 , то

∀µ > 0 ∃c > 0 ∀k ∈ Z+ : |ck(φ)| ≤ ce−µ(2k+1),

i, за умовою,
∀µ1 > 0 ∃c1 = c1(µ1) > 0 ∀k ∈ Z+ : |ak| ≤ c1e

µ1(2k+1). (4)

Взявши µ1 = µ/2, одержимо збiжнiсть ряду
∞∑
k=0

akck(φ). Очевидно, що побудований

функцiонал f – лiнiйний. Встановимо його неперервнiсть. Нехай {φn, n ≥ 1} ⊂ S
1/2
1/2 i
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φn → 0 при n → ∞ у просторi S1/2
1/2 = H{1} =

∪
µ>0

Hµ,1. Це означає, що при деякому

µ0 > 0

∥φn∥2Hµ0,1
=

∞∑
k=0

e2µ0(2k+1) |ck(φn)|2 → 0, n→ ∞,

тобто

∀ε > 0 ∃n0 = n0(ε) ∈ N ∀n ≥ n0 :
∞∑
k=0

e2µ0(2k+1) |ck(φn)|2 < ε.

Звiдси випливає, що

eµ0(2k+1) |ck(φn)| <
√
ε, ∀k ∈ Z+, n ≥ n0,

або
|ck(φn)| <

√
εe−µ0(2k+1), k ∈ Z+, n ≥ n0.

Поклавши в (4) µ1 = µ0/2, прийдемо до нерiвностi

|⟨f, φn⟩| ≤ c1
√
ε

∞∑
k=0

e−
µ0
2
(2k+1) ≤ c2

√
ε, ∀n ≥ n0.

Звiдси випливає, що ⟨f, φn⟩ → 0, n → ∞, тобто f – неперервний функцiонал, заданий

на S1/2
1/2 . Отже, f ∈

(
S
1/2
1/2

)′
. Таким чином, доведено, що вiдображення F :

(
S
1/2
1/2

)′
→ S

є iзоморфiзмом.
Оскiльки fr ∈ S

1/2
1/2 ⊂

(
S
1/2
1/2

)′
, то

F [fr] =
{
r2k+1ck(φ), k ∈ Z+

}
∈ S.

Крiм того,
∀k ∈ Z+ : r2k+1ck(f) −→ ck(f), r → 1,

тобто F [fr] → F [f ] при r → 1 у просторi S. Тодi

Hr = F−1 [F [fr]] → F−1 [F [f ]] = f

у просторi
(
S
1/2
1/2

)′
. Твердження доведено.

4) Функцiя fr(x) диференцiйовна по r на промiжку (0, 1) при фiксованому x. Справ-
дi, нехай r ∈ [ε, 1− ε] ⊂ (0, 1), де ε > 0 – достатньо мале. Доведемо, що ряд

∞∑
k=0

(2k + 1)r2kck(f)hk(x) := γ(r, x) (5)

збiгається рiвномiрно по r ∈ [ε, 1−ε] при фiксованому x, бо тодi
∂fr(x)

∂r
γ(r, x). Оскiльки

|hk(x)| ≤ 1, ∀k ∈ Z+, x ∈ R, (2k+1) ≤ 1

α
eα(2k+1) для довiльного α > 0, то для r ∈ [ε, 1−ε]

маємо∣∣(2k + 1)r2kck(f)hk(x)
∣∣ = 1

r
(2k + 1)r2k+1|ck(f)|hk(x) ≤

1

αε
eα(2k+1)−ln 1

1−ε
(2k+1)|ck(f)|.
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Оскiльки f =
∞∑
k=0

ck(f)hk ∈
(
S
1/2
1/2

)′
, то

∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0 ∀k ∈ Z+ : |ck(f)| ≤ cµe
µ(2k+1).

Тодi
βk :=

∣∣(2k + 1)r2kck(f)hk(x)
∣∣ ≤ cµ

αε
e(α+µ−ln 1

1−ε)(2k+1).

Оскiльки α, µ > 0 – довiльнi, то вiзьмемо їх так, щоб α + µ =
1

2
ln

1

1− ε
. Тодi

βk ≤
cµ
αε
e−

1
2
ln 1

1−ε
(2k+1) = c̃

(√
1− ε

)2k+1
, 0 < ε < 1.

З останньої нерiвностi випливає, що ряд (5) збiгається рiвномiрно по r ∈ [ε, 1−ε] ⊂ (0, 1).
Оскiльки ε > 0 – довiльнi, то функцiя fr(x) диференцiйовна по r на промiжку (0, 1),

причому правильним є спiввiдношення
∂fr(x)

∂r
= γ(r, x). З iншого боку, урахувавши

властивiсть лiнiйностi та неперервностi функцiонала f , одержимо

∂fr
∂r

= lim
∆r→0

1

∆r
[fr+∆r − fr] = lim

∆r→0

1

∆r
⟨fy,Kr+∆r −Kr⟩ =

= lim
∆r→0

⟨
fy,

1

∆r
[Kr+∆r −Kr]

⟩
=

⟨
f, lim

∆r→0

1

∆r
[Kr+∆r −Kr]

⟩
. (6)

Iз вигляду функцiї Kr(x, y) випливає її диференцiйовнiсть по r на промiжку (0, 1),

причому
∂Kr

∂r
можна подати у виглядi ряду

∂Kr(x, y)

∂r
=

∞∑
k=0

(2k + 1)r2khk(x)hk(y).

Для обгрунтування проведених у (6) перетворень досить довести, що

Φ∆r =
1

∆r
[Kr+∆r −Kr]−

∂

∂r
Kr → 0, ∆r → 0,

у просторi S1/2
1/2 = H{1} =

∪
µ>0

Hµ,1.

Отже,

Φ∆r =
1

∆r

∞∑
k=0

[
(r +∆r)2k+1 − r2k+1

]
hk(x)hk(y)−

∞∑
k=0

(2k + 1)r2khk(x)hk(y) =

=
∞∑
k=0

[
(2k + 1)(r + θ∆r)2k − (2k + 1)r2k

]
hk(x)hk(y) =

=
∞∑
k=0

2k(2k + 1)(r + θ1∆r)
2k−1hk(x)hk(y)θ1∆r, 0 < θ, θ1 < 1

(тут ми скористалися теоремою Лагранжа про скiнченнi простори).
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Отже, потрiбно довести, що при деякому µ > 0

∥Φ∆r∥2Hµ,1
=

∞∑
k=0

e2µ(2k+1) |ck (Φ∆r)|2 =

=
∞∑
k=0

e2µ(2k+1)4k(2k + 1)2(r + θ1∆r)
2(2k−1)h2kθ

2
1(∆r)

2 → 0, ∆r → 0.

Введемо позначення

ak,µ := eµ(2k+1)(2k)(2k + 1)(r + θ1∆r)
2k−1θ1hk

i доведемо, що
∞∑
k=0

a2k,µ < ∞ при деякому µ > 0 (тодi
∞∑
k=0

a2k,µ(∆r)
2 → 0 при ∆r → 0).

Оскiльки ∆r → 0, то вважаємо |r + θ1∆r| ≤ r1 < 1.

Зауважимо також, що ∀α > 0: (2k + 1) ≤ 1

α
eα(2k+1), k ∈ Z+. Тодi

r21|ak,µ| ≤
1

α2
eµ(2k+1)e2α(2k+1)e

− ln 1
r1

(2k+1)
.

Взявши α =
1

4
ln

1

r1
, µ =

1

4
ln

1

r1
≡ µ0, прийдемо до оцiнки

∥ak,µ∥ ≤ 1

r21

16(
ln 1

r1

)2 e
− 1

4
ln 1

r1 = c̄ ( 4
√
r1)

2k+1
, 0 < r1 < 1.

Звiдси випливає збiжнiсть ряду
∞∑
k=0

ak,µ при µ = µ0. Отже,

∥Φ∆r∥2Hµ0,1
=

∞∑
k=0

a2k,µ0
(∆r)2 → 0, ∆r → 0.

Цим доведено, що функцiя fr(x) диференцiйовна по r на промiжку (0, 1) (при фi-
ксованому x ∈ R) i

∂fr(x)

∂r
=

⟨
fy,

∂

∂r
Kr(x, y)

⟩
=

∞∑
k=0

(2k + 1)r2kck(f)hk(x).

Теорема доведена.

Деякi застосування. Розглянемо рiвняння з частинними похiдними вигляду

r
∂u(r, x)

∂r
+
∂2u(r, x)

∂x2
= x2u(r, x), (r, x) ∈ (0, 1)× R ≡ Ω. (7)

Зауважимо, що це рiвняння можна записати у виглядi

r
∂u(r, x)

∂r
= Au(r, x), (r, x) ∈ Ω,
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де A = −d2/dx2+x2 – гармонiйний осцилятор у гiльбертовому просторi L2(R). При r = 0

(7) вироджується у рiвняння ψ′′(x) = x2ψ(x), яке має єдиний розв’язок ψ(x) = 0. Пiд
розв’язком (7) розумiємо функцiю u(t, x), (t, x) ∈ Ω, яка задовольняє умови: 1) u(r, x)
диференцiйовна по r при кожному x ∈ R; 2) u(r, x) – двiчi диференцiйовна по x при
фiксованому r ∈ (0, 1), u(r, ·) ∈ L2(R); 3) u(r, x) задовольняє рiвняння (7). Поставимо

задачу знайти розв’язок рiвняння (7), який задовольняє у просторi
(
S
1/2
1/2

)′
граничну

умову:
u(r, ·) → f, r → 1, (8)

де f ∈
(
S
1/2
1/2

)′
– задана узагальнена функцiя.

Теорема 2. Задача (7), (8) є розв’язною, розв’язок дається формулою

u(r, x) =
∞∑
k=0

r2k+1ck(f)hk(x) = ⟨fy,Kr(x, y)⟩ ,

ck(f) = ⟨f, hk⟩ , k ∈ Z+,

при цьому u(r, ·) ∈ S
1/2
1/2 при кожному r ∈ (0, 1).

Доведення. Iз твердження 1 теореми 1 випливає, що

r
∂u(r, x)

∂r
= r

∞∑
k=0

(2k + 1)r2khk(x) =

⟨
fy,

∂

∂r
Kr(x, y)

⟩
.

Внаслiдок основної спектральної теореми для самоспряжених операторiв

Aφ =

∞∫
0

λdEλφ, φ ∈ D(A),

де A – гармонiйний осцилятор – невiд’ємний самоспряжений оператор у L2(R), Eλ,
λ ∈ [0,∞) – його спектральна функцiя,

D(A) =

{
φ ∈ L2(R) :

∞∑
k=0

(2k + 1)2|ck(φ)|2 <∞, ck(φ) = (φ, hk)L2(R)

}
.

Оскiльки оператор A має дискретний спектр σA = {λk : λk = 2k + 1, k ∈ Z+}, то його
спектральна функцiя Eλ є кусково-сталою i має розриви у точках λk, причому Eλk+0−Eλ

– оператор проектування на власний пiдпростiр оператора A, який вiдповiдає власному
значенню λk. Цей пiдпростiр є одновимiрним, вiдповiдна функцiя Ермiта hk утворює
його базис. Отже,

(Eλk+0 − Eλ)φ = (φ, hk)L2(R) hk = ck(φ)hk,

а спектральна функцiя у цьому випадку має вигляд

Eλφ(x) =
∑
λk<λ

ck(φ)hk(x),
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а iнтеграл
λ∫

0

λdEλφ є таким

Aφ =
∞∑
k=0

λk (Eλk+0 − Eλk
)φ =

∞∑
k=0

(2k + 1)ck(φ)hk(x).

Якщо φ(x) := u(r, x) (при фiксованому r ∈ (0, 1)), то

Au(r, x) =
∞∑
k=0

(2k + 1)ck(u(r, x))hk(x) =
∞∑
k=0

(2k + 1)r2k+1ck(f)hk(x) = ⟨fy,Kr(x, y)⟩

(зауважимо, що з теореми 1 випливає, що u(r, ·) ∈ S
1/2
1/2 ⊂ D(A) при кожному r ∈

(0, 1)). Звiдси дiстаємо, що u(r, x) задовольняє рiвняння (7). Оскiльки u(r, x) збiгається
з перетворенням Абеля–Пуассона граничної функцiї f , то

u(r, x) = ⟨fy,Kr(x, y)⟩ −→ f

при r → 1 у просторi
(
S
1/2
1/2

)′
(див. твердження 4 з теореми 1).

Теорема доведена.

Зауважимо, що розв’язок задачi (7), (8) неперервно залежить вiд граничної функцiї

f у такому розумiннi. Якщо f , fn ∈
(
S
1/2
1/2

)′
, n ∈ N, u, un, n ∈ N – розв’язки задачi

(7), (8), якi вiдповiдають f , fn i fn → f при n → ∞ у просторi
(
S
1/2
1/2

)′
, то un → u при

n→ ∞ у просторi
(
S
1/2
1/2

)′
. Справдi, якщо fn → f при n→ ∞ у

(
S
1/2
1/2

)′
, то

ck(f) = ⟨fn, hk⟩ −→ ⟨f, hk⟩ , n→ ∞,

для кожного k ∈ Z+. Тодi

F [un] = ck(un) = r2k+1ck(fn) −→ r2k+1ck(f) = F [f ], n→ ∞,

у просторi S. Звiдси одержуємо, що

un = F−1 [F [un]] → F−1 [F [f ]] = f, n→ ∞,

у просторi
(
S
1/2
1/2

)′
(тут F :

(
S
1/2
1/2

)′
→ S – iзоморфiзм, побудований при доведеннi

теореми 1).

Якщо f = δ ∈
(
S
1/2
1/2

)′
(δ – дельта-функцiя Дiрака), то розв’язком задачi (7), (8) є

функцiя

u(r, x) = ⟨δy, Kr(x, y)⟩ = Kr(x, 0) = π−1/2(1− r4)−1/2 exp

{
−1 + r4

1− r4
x2
}
· r,

r ∈ (0, 1), x ∈ R.
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In the paper we investigate the properties of the Abel-Poisson transformation of the Hermite
formal series (differentiability property, boundary properties). Such series are identified with
linear continuous functionals defined on the space S

1/2
1/2 , which belongs to spaces of type S.

The space S
1/2
1/2 coincides with the class of analytic vectors of the harmonic oscillator – the

operator d2/dx2 +x2, which is integral and self-adjoint in the Hilbert space L2(R). An explicit
form of the function, which is the core of the Abel–Poisson transformation, was found, and the
properties of this function were investigated. The application of such transformation is given
when studying the well-posedness of the Cauchy problem for a degenerate partial differential
equation.


