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ПРО ПОБУДОВУ РОЗВ’ЯЗКIВ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ПО

ЗАДАНИХ ПОСЛIДОВНОСТЯХ НУЛIВ I КРИТИЧНИХ ТОЧОК

Для заданих послiдовностей розглядаються властивостi розв’язкiв рiвнянь f (n)+Afm=

0, n,m ∈ N та f ′′ +Af = 0.
Ключовi слова i фрази: лiнiйнi диференцiальнi рiвняння другого порядку, нелiнiйнi

диференцiальнi рiвняння, нулi розв’язкiв, цiлi розв’язки, критичнi точки, iнтерполяцiйна
задача.
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Дослiджуються розв’язки диференцiальних рiвнянь

f (n) + Afm = 0, n,m ∈ N, (1)

та
f ′′ + Af = 0, (2)

де A – мероморфна функцiя.
Нехай Λ – послiдовнiсть рiзних комплексних чисел λk з їх кратностями pk ∈ N, яка не

має точок скупчення в C, M – послiдовнiсть комплексних чисел µk з їхнiми кратностями
qk ∈ N, яка не має точок скупчення в C. Зокрема будемо розглядати випадок Λ1 коли
pk = 1 i M1, коли qk = 1.

У роботi [1] розглянуто наступний результат
Теорема А([1, с.242]). Для довiльних послiдовностей Λ1 та M1 таких, що λn ̸= µk,

n, k ∈ N iснує цiла функцiя A така, що рiвняння (2) має цiлий розв’язок f з нулями в
точках λk, похiдна якого f ′ має нулi в точках µk.

Деякi результати для рiвняння (2) можна знайти у працях [2], [3]. Рiвняння (1) також
присвячено працi [4], [5], подiбнi до нього диференцiальнi рiвняння розглядалось в [6,
с.104], [7], [8].

Нашою метою є доведення
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Теорема 1 ([9]). Для довiльних послiдовностей Λ1 та M комплексних чисел λl ̸= µk,
l, k ∈ N iснує мероморфна функцiя A з полюсами другого порядку в точках λk така, що
рiвняння (2) має розв’язок f такий, що f 1/α, α ∈ R\{0;−1} є мероморфною функцiєю
без нулiв з полюсами в точках λk, похiдна якого f ′ має нулi в точках µk кратностi
qk.

Для доведення теореми 1 нам знадобиться
Лема ([10, с.300-301]). Для будь-якої послiдовностi Λ1 i для будь-якої послiдовнос-

тi {ak} комплексних чисел iснує цiла функцiя h така, що

h(λk) = ak, k ∈ N.

Доведення теореми 1. Скористаємось деякими iдеями з працi [3]. Вiзьмемо цiлу
функцiю Q з нулями в точках λk. За теоремою [10, с.296] така функцiя iснує. Нехай
f = (1/Q)αeg = Peg, де g – цiла функцiя, яку знайдемо пiзнiше. Тодi f ′ = P ′eg + Pg′eg,

f ′/f = P ′/P + g′.

Функцiя f ′/f має простi полюси в точках λk i нулi в точках µk кратностi qk. Позначимо

P ′ + Pg′ = P1e
h, (3)

де h – цiла функцiя, яку знайдемо пiзнiше. Тодi P1 = Q̃−α−1P2, де функцiя Q̃ має нулi
в точках Λ1 а P2 має нулi в точках M. За теоремою [10, с.296] така функцiя P1 iснує. З
формули (3) маємо

g′ = (P1e
h − P ′)/P. (4)

Функцiя g′ може мати простi полюси в точках λk. Щоб цього не було потрiбно щоб

h(λk) = log

(
P ′

P1

)∣∣∣∣
z=λk

де log v = log |v| + iθ, θ = arg v ∈ [−π;π). З леми випливає, що така функцiя h iснує.
Тодi з (4) знаходимо g′,

g(z) =

∫ z

z0

P1e
h − P ′

P
dz + g(z0)

i з формули f = Peg знаходимо розв’язок рiвняння (2). Отже з рiвностi A = −f ′′/f

одержуємо, що A – мероморфна функцiя з полюсами другого порядку в точках λk.
Аналогiчно можна одержати наступний результат
Теорема 2 ([5]). Для довiльних послiдовностей Λ та M комплексних чисел λl ̸= µk,

l, k ∈ N iснує мероморфна функцiя A така, що рiвняння (1) має цiлий розв’язок f з
нулями в точках λk кратностi pk, похiдна якого f ′ має нулi в точках µk кратностi
qk.

Зазначимо коротко деякi етапи доведення. А саме будемо вважати що шуканий
розв’язок має вигляд f = Peg, де P цiла функцiя з нулями в точках λk кратностi
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pk. У формулi (3) функцiя P1 має нулi в точках λk кратностi pk − 1 i нулi в точках µk

кратностi qk.
Зауваження. Для рiвняння (2) аналог теореми 2 розглядався в працi [3].
Приклад 1. Нехай f(z) = sin−α z, α ∈ R\{0;−1}. Тодi f ′(z) = −α sin−α−1 z cos z i f

є розв’язком рiвняння (2) , де A(z) = −α(α + 1)ctg2z − α.
Приклад 2. Нехай f(z) = sin2 z. Тодi f ′(z) = sin 2z i f є розв’язком рiвняння

f ′′′ + Af 2 = 0, де A(z) = 8 cos z/ sin3 z.
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A part of the theory of differential equations in the complex plane C is the study of their
solutions. To obtain them sometimes researchers can use local expand of solution in the integer
degrees of an independent variable. In more difficult cases received local expand in fractional
degrees of an independent variable, on so-called Newton - Poiseux series. A row of mathemati-
cians for integration of linear differential equations applied a method of so-called generalized
degree series, where meets irrational, in general real degree of an independent variable.
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One of the directions of the theory of differential equations in the complex plane C is the
construction a function f according given sequence of zeros or poles, zeros of the derivative f ′

and then find a differential equation for which this function be solution.
Some authors studied sequences of zeros of solutions of the linear differential equation

f ′′ +Af = 0,

where A is entire or analytic function in a disk {z : |z| < 1}.
In addition to the case when the above-mentioned differential equation has the non-trivial

solution with given zero-sequences it is possible for consideration the case, when this equation
has a solution with a given sequence of zeros (poles) and critical points.

In this article we consider the question when the above-mentioned differential equation has
the non-trivial solution f such that f1/α, α ∈ R\{0;−1} is meromorphic function without zeros
with poles in given sequence and the derivative of solution f ′ has zeros in other given sequence,
where A is meromorphic function.

Let’s note, that representation of function by Weierstrass canonical product is the basic
element for researches in the theory of the entire functions.

Further we consider the question about construction of entire solution f of the differential
equation

f (n) +Afm = 0, n,m ∈ N,

where A is meromorphic function such that f has zeros in given sequence and the derivative of
solution f ′ has zeros in other given sequence.


