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ОПТИМАЛЬНЕ КЕРУВАННЯ В ЗАДАЧI ДIРIХЛЕ ДЛЯ

ЕЛIПТИЧНИХ РIВНЯНЬ З ВИРОДЖЕННЯМ

Дослiджується задача оптимального керування системою, що описується задачею Дi-
рiхле для елiптичного рiвняння другого порядку. Розглянуто випадок внутрiшнього керу-
вання. Критерiй якостi задається об’ємним iнтегралом. Коефiцiєнти рiвняння допускають
степеневi особливостi довiльного порядку за будь-якими змiнними на деякiй множинi то-
чок. Встановлено необхiднi i достатнi умови iснування оптимального розв’язку системи,
що описується крайовою задачею для елiптичного рiвняння з виродженням.
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Вступ

Теорiя оптимального керування системами, що описується рiвняннями у частинних
похiдних, багата результатами i активно розвивається в наш час. Популярнiсть такого
роду дослiджень пов’язана iз активним використанням при вирiшеннi проблем при-
родознавства, зокрема гiдро-i газодинамiки, фiзики тепла, дифузiї, теорiї бiологiчних
популяцiй.

Основи теорiї оптимального керування детермiнованими системами, що описуються
рiвняннями з частинними похiдними вперше систематично описано в монографiї [1].
Задачам вибору оптимального керування системами, що описуються параболiчними
крайовими задачами з обмеженим внутрiшнiм, стартовим та межовим керуванням при-
св’ячено працi [2, 3, 4, 5]. Задачi для вироджених елiптичних рiвнянь високого порядку
у пiвпросторi дослiджуються в статтi [10]. Розглядаються питання чисельного розв’я-
зання методом скiнченних елементiв (МСЕ) першої крайової задачi для елiптичного
рiвняння з виродженням на частинi границi в [11]. У роботi [12] розглядається клас
вироджених елiптичних рiвнянь з довiльним степеневим виродженням. У роботi [13]
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показано єдину розв’язнiсть класичної задачi Дiрiхле в цилiндричнiй областi для три-
вимiрних елiптичних рiвнянь з виродженням типу та порядку. У статтi [14] розгляда-
ється задача Дiрiхле для класу вироджених анiзотропних елiптичних рiвнянь другого
порядку.

У цiй статтi розглядається крайова задача Дiрiхле для елiптичного рiвняння зi сте-
пеневими особливостями довiльного порядку в коефiцiєнтах рiвняння за будь-якими
змiнними на деякiй множинi точок. За допомогою апрiорних оцiнок i принципу макси-
мума доведено iснування єдиного розв’язку поставленої задачi та встановлено оцiнки
його похiдних у гельдерових просторах зi степеневою вагою. Одержаний результат ви-
користано для встановлення необхiдних та достатнiх умов iснування оптимального ке-
рування системи, що описується крайовою задачею з внутрiшнiм керуванням. Критерiї
якостi задаються об’ємним iнтегралом.

1 Постановка задачi та основнi обмеження

D обмежена область в Rn з межею ∂D, dimD = n, Ω – деяка обмежена область,
Ω ⊂ D, dimΩ ≤ n− 1.

Розглянемо в областi D задачу знаходження функцiй (u(x, q(x)); q(x)) на яких фун-
кцiонал

I(q) =

∫
D

F (x;u(x, q(x)); q(x))dx (1)

досягає мiнiмуму в класi функцiй q ∈ V = {q|q ∈ Cα(D), ν1(x) ≤ q(x) ≤ ν2(x)} iз яких
u(x, q(x)) задовольняє при x ∈ D\Ω рiвняння з параметром λ[ n∑

i,j=1

Aij(x)∂xi
∂xj

+
n∑

i=1

Ai(x)∂xi
+ A0(x)− λ

]
u(x, q(x)) = f(x, q(x)), (2)

i на межi областi ∂D крайову умову

lim
x−→z∈∂D

[
u(x, q(x))− φ(x)

]
= 0. (3)

Порядок особливостей коефiцiєнтiв рiвняння (2) i крайової умови (3) у точцi P (t, x) ∈
D\Ω характеризуватимуть функцiї s(a, x): s(a, x) = ρa(x) при ρ(x) ≤ 1, s(a, x) = 1 при
ρ(x) ≥ 1, a ∈ (−∞,∞), ρ(x) = inf

z∈Ω
|x− z|.

Позначимо через γ, l, βi, µi, i ∈ {1, 2, . . . , n}, µ0, δ0 – дiйснi числа, βi ∈ (−∞,∞), µi ≥
0, µ0 ≥ 0, l ≥ 0, δ0 ≥ 0, γ ≥ 0, [l] – цiла частина числа l, {l} = l−[l], P1(x

(1)), Hr(x
(2)) – до-

вiльнi точки iз D, x(1) = (x
(1)
1 , . . . , x

(1)
r , . . . , x

(1)
n ), x(2) = (x

(1)
1 , . . . , x

(1)
r−1, x

(2)
r , x

(1)
r+1, . . . , x

(1)
n ),

β = (β1, . . . , βn).
Означимо простори, в яких вивчається задача (1)–(3).
C l(γ; β; a;D) – множина функцiй u : x ∈ D, якi мають неперервнi частиннi похiднi

в областi D \ Ω вигляду ∂kx , |k| ≤ [l], для яких скiнченна норма

||u; γ; β; a;D||l =
∑
|k|≤[l]

||u; γ; β; a;D|||k| + ⟨u; γ; β; a;D⟩l,
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де
||u; γ; β; 0;D||0 = {sup

P∈D
|u(P )|} ≡ ||u;D||0,

||u; γ; β; a;D||k = sup
P∈D

s(a+ |k|γ, x)|∂kxu(P )|
n∏

i=1

s(−kjβj, x),

⟨u; γ; β; a;D⟩l ≡
∑
|k|=[l]

n∑
r=1

sup
(P1Hr)⊂D

s(a+ [l]γ, x̃)s({l}(γ − βr), x̃)×

×|x(1)r − x(2)r |−{l}|∂kxu(P1)− ∂kxu(Hr)|
n∏

i=1

s(−kiβi, x),

s(a, x̃) = min(s(a, x(1)), s(a, x(2))), ∂kx = ∂k1x1
, . . . , ∂knxn

, |k| = k1 + · · ·+ kn.
Щодо задачi (1)–(3) вважаємо виконаними умови:
а) для довiльного вектора ξ = (ξ1, . . . , ξn) виконується нерiвнiсть

π1|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

Aij(t, x)s(βi, x)s(βj, x)ξiξj ≤ π2|ξ|2,

π1, π2 – фiксованi додатнi сталi, s(βi, x)s(βj, x)Ai,j(x) ∈ Cα(γ; β; 0;D), βi ∈ (−∞,∞),
s(µi, x)Ai(x) ∈ Cα(γ; β; 0;D), µi ≥ 0, s(µ0, x)A0(x) ∈ Cα(γ; β; 0;D), µ0 ≥ 0, A0(x) < λ,
0 < λ <∞, ∂D ∈ C2+α, α ∈ (0; 1);

б) f(x, q(x)) ≡ F (x) ∈ Cα(γ; β;µ0;D), φ(x) ∈ C2+α(γ; β; 0;D), γ = max{max
i
βi,max

i
(µi−

βi),
µ0

2
};

в) функцiї F (x;u; q), f(x, q) мають похiднi другого порядку за змiнними (u; q), якi
належать як функцiї змiнних x простору Cα(D), ν1 ∈ Cα(D), ν2 ∈ Cα(D).

Правильна така теорема.

Теорема 1. Нехай для задачi (2), (3) виконанi умови а), б). Тодi iснує єдиний розв’язок
задачi (2), (3) iз простору C2+α(γ; β; 0;D) i справджується нерiвнiсть

||u; γ; β; 0;D||2+α ≤ c(||f ; γ; β;µ0;D||α + ||φ; γ; β; 0;D||2+α). (4)

Для доведення теореми 1 встановимо спочатку коректну розв’язнiсть крайових за-
дач з гладкими коефiцiєнтами. З множини одержаних розв’язкiв видiлимо збiжну по-
слiдовнiсть, граничне значення якої буде розв’язком задачi (2), (3).

Оцiнка розв’язкiв крайових задач з гладкими коефiцiєнтами.
Нехай Dm = D ∩ {x ∈ D | s(1, x) ≥ m−1}, m ≥ 1 – послiдовнiсть областей, яка при

m −→ ∞ збiгається до D.
Розглянемо в областi D задачу знаходження функцiй um(x), якi задовольняють рiв-

няння

(Lum)(x) ≡
[ n∑
i,j=1

aij(x)∂xi
∂xj

+
n∑

i=1

ai(x)∂xi
+ a0(x)− λ

]
um(x) = fm(x, q(x)), (5)
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i на межi областi ∂D крайову умову

lim
x−→z∈∂D

[
um(x, q(x))− φm(x)

]
= 0. (6)

Тут коефiцiєнти aij, ai, a0, функцiї fm, φm в областях Dm спiвпадають з Aij, Ai, A0,
f , φ вiдповiдно, а в областях D\Dm є неперервним продовженням коефiцiєнтiв Aij, Ai,
A0, i функцiй f , φ iз Dm в областi D\Dm iз збереженням гладкостi i норми [6, с. 82].

Позначимо черезH l(γ; β; a;D) сукупнiсть функцiй простору C l(D) з нормою ∥um; γ; β; a;D∥l
еквiвалентну при кожномуm гельдеровiй нормi, яка визначається так само, як i ∥u; γ; β; a;D∥l,
тiльки замiсть функцiї s(a, x) беремо d(a, x) = min(s(a, x),m−a) при a ≤ 0, d(a, x) =

max(s(a, x),m−a) при a ≥ 0.
Для норми ∥um; γ; β; a;D∥l правильнi iнтерполяцiйнi нерiвностi.
Лема. Нехай um ∈ H2+α(γ; β; 0;D). Тодi для довiльного ε, 0 < ε < 1, iснує стала

c(ε), що виконуються нерiвностi

∥um; γ; β; 0;D∥2 ≤ εα⟨um; γ; β; 0;D⟩2+α + c(ε)∥um;D∥0,

∥um; γ; β; 0;D∥1 ≤ ε∥um; γ; β; 0;D∥2 +
c

ε
∥um;D∥0. (7)

Нерiвнiсть (7) одержується за схемою доведення леми iз [7].
В задачi (5), (6) зробимо замiну um(x) = vm(x) + φm(x), тодi vm(x) буде розв’язком

задачi
(Lvm)(x) = fm(x, q(x))− (Lφm)(x) ≡ Fm(x; q(x)), (8)

lim
x−→z∈∂D

vm(x) = 0. (9)

При виконаннi умов а), б) iснує єдиний розв’язок задачi (8), (9) в просторiH2+α(γ; β; 0;D)

([8], теорема 2.20, ст. 233). Встановимо оцiнку норми ∥vm; γ; β; 0;D∥2+α.
Правильна така теорема.

Теорема 2. Якщо виконанi умови а)–в), то для розв’язку задачi (5), (6) правильна
оцiнка

||vm; γ; β; 0;D||2+α ≤ c(∥Fm; γ; β; 2γ;D∥α + ∥vm;D∥0). (10)

Стала c не залежить вiд m.

Доведення. Використовуючи означення норми та нерiвностi (7), маємо

||vm; γ; β; 0;D||2+α ≤ (1 + εα)⟨vm; γ; β; 0;D⟩2+α + (ε)||vm;D||0,

де ε – довiльне дiйсне число iз (0,1). Тому досить оцiнити пiвнорму ⟨um; γ; β; 0;D⟩2+α.
Iз визначення пiвнорми випливає iснування в D точок P1(x

(1)) та Hr(x
(2)), для яких

правильна нерiвнiсть
1

2
||vm; γ; β; 0;D||2+α ≤ E(vm), (11)
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E(vm) =
∑
|k|=2

[ n∑
r=1

d(2γ, x̃)d(α(γ − βr), x̃)|x(1)r − x(2)r |−α×

×|∂kxvm(P1)− ∂kxvm(Hr)|
n∏

i=1

d(−kiβi, x̃)
]
.

Якщо |x(1)r − x
(2)
r | ≥ ε1n−1

4
d(γ − βr, x̃) ≡ N , ε1 – довiльне дiйсне число, ε ∈ (0, 1), то

E(vm) ≤ 2ε−α
1 ∥vm; γ; β; 0;D∥2.

Застосовуючи iнтерполяцiйнi нерiвностi (7), знаходимо

E(vm) ≤ εα⟨vm; γ; β; 0;D⟩2+α + c(ε)∥vm;D∥0. (12)

Нехай |x(1)r −x(2)r | ≤ N . Будемо вважати, що d(γ, x̃) ≡ d(γ, x(1)). Нехай |xn−ξn| ≤ 2N ,
ξ ∈ ∂D або |x−ξ| ≤ 2Nn. Розглянемо кулюK(a, P ) радiуса a, a > 4Nn, що мiстить точки
P1, Hr з центром у деякiй точцi P ∈ ∂D. Використовуючи обмеження на гладкiсть межi
∂D, можна розпрямити ∂D∩K(a, P ) за допомогою взаємно однозначного перетворення
x = ψ(y) [6, с. 155], в результатi якого область Π = D ∩K(a, P ) переходить у область
Π1, для точок якої yn ≥ 0.

Покладемо vm(x) = Vm(y). Вважатимемо, що P1, Hr, E, d(γ, x(1)) переходять при
цьому перетвореннi в R1, Mr, E1, d1(γ, y(1)).

Позначимо коефiцiєнти рiвняння (8) в областi Π1 через rij(y), ri(y), r0(y). Тодi Vm
буде розв’язком задачi

[ n∑
ij=1

rij(R1)∂yi∂yj − λ
]
Vm(y) =

n∑
ij=1

[
rij(R1)− rij(y)

]
∂yi∂yjVm −

n∑
i=1

ri(t, y)∂yiVm−

−r0(y)Vm + Fm(ψ(y), q1(ψ(y))) ≡ F (1)
m (y), (13)

Vm(y)|yn=0 = 0. (14)

У задачi (13), (14) зробимо замiну Vm(y) = ωm(z), zi = d1(βi, y
(1))yi, i ∈ {1, . . . , n}.

Тодi функцiя Wm(z) = η(z)ωm(z) буде розв’язком задачi

[ n∑
ij=1

rij(R1)d1(βi, y
(1))d1(βj, y

(1))∂zi∂zj − λ
]
Wm =

=
n∑

ij=1

rij(R1)d1(βi, y
(1))d1(βj, y

(1))[∂ziωm∂zjη + ∂zjωm∂ziη]+

+ωm

n∑
ij=1

rij(R1)d1(βi, y
(1))d1(βj, y

(1))∂zi∂zjη + ηF (1)
m (z̃) ≡ F (2)

m (z), (15)

Wm(z) |zn=0= 0, (16)
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де

η(z) =

{
1, z ∈ H

(1)
1/2, 0 ≤ η(z) ≤ 1;

0, z ̸∈ H
(1)
3/4, |∂kz η| ≤ ckd

−1
1 (|k|γ, y(1)),

H
(1)
δ = {z||zi − z

(1)
i | ≤ 4δn−1d1(γ, y

(1)), i ∈ {1, . . . , n}}, z(1)i = d1(βi, y
(1))y

(1)
i , z̃ =

(d−1
1 (β1, y

(1))z1, . . . , d
−1
1 (βn, y

(1))zn).
Коефiцiєнти рiвняння (15) обмеженi сталими, не залежними вiд R1(y

(1)). Тому, вико-
ристовуючи теорему 7.3 iз [9, с. 77], для довiльних точок S1(ξ

(1)) ∈ H
(1)
1/2, S2(ξ

(2)) ∈ H
(1)
1/2

правильна нерiвнiсть

|ξ(1) − ξ(2)|−α|∂2zωm(S1)− ∂2zωm(S2)| ≤ c(∥F (2)
m ∥

Cα(H
(1)
3/4

)
+ ∥ωn;H

(1)
3/4∥). (17)

Враховуючи властивостi функцiї η(z) нерiвностi (7), одержимо

∥F (2)
m ∥

Cα(H
(1)
3/4

)
≤ cd−1

1 ((2 + α)γ, y(1))(∥ωm; γ; 0; 0;H
(1)
3/4∥2 + ∥ωm;H

(1)
3/4∥0+

+∥F (1)
m ; γ; 0; 2γ;H

(1)
3/4∥α). (18)

Iз визначення простору H2+α(γ, β; 0;D) випливає справедливiсть нерiвностей

c2∥ωm; γ, 0; 0;H
(1)
3/4∥l ≤ ∥um; γ, β; 0;T3/4∥l ≤ c3∥ωm; γ, 0; 0;H

(1)
3/4∥l,

Tδ = {x ∈ Π, |xi − x
(1)
i | ≤ 4δn−1d(γ − βi, x

(1)), i ∈ {1, . . . , n}}.
Пiдставимо (18) у (17) i повернемось до змiнної x, дiстанемо

E(vm) ≤ c(∥F (1)
m ; γ, β; 2γ;T3/4∥α + ∥vm; γ, β; 0;T3/4∥2 + ∥vm;T3/4∥0). (19)

Для знаходження норми ∥F (1)
m ; γ, β; 2γ;T3/4∥α досить оцiнити пiвнорми кожного до-

данка виразу F (1)
m . Скориставшись нерiвностями (7), одержимо

∥F (1)
m ; γ, β; 2γ;T3/4∥α ≤ c4(∥fm; γ, β; 2γ;T3/4∥α + ∥vm;T3/4∥0)+

+ε2∥vm; γ, β; 0;T3/4∥2+α. (20)

Пiдставляючи (20) у (19) знаходимо

E(vm) ≤ c6(∥Fm; γ, β; 2γ;T3/4∥α + ∥vm;T3/4∥0) + ε2∥vm; γ, β; 0;T3/4∥2+α. (21)

Розглянемо випадок |xn − ξn| ≥ 2N або |x − ξ| ≥ 2Nn, ξ ∈ ∂D. Нехай T
(1)
δ = {x ∈

D||xi − x
(1)
i | ≤ 4δN}. В задачi (5), (6) зробимо замiну vm(x) = Vm(t), ti = d(βi, x

(1))xi,
i ∈ {1, . . . , n}. Тодi функцiя W (1)

m (t) = Vm(t)η1(t) буде розв’язком задачi

n∑
ij=1

aij(P1)d(βi, x
(1))d(βj, x

(1))∂ti∂tjW
(1)
m − λW (1)

m =

=
n∑

ij=1

aij(P1)d(βi, x
(1))d(βj, x

(1))[∂tiVm∂tjη1 + ∂tjVm∂tiη1]+
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+Vm

n∑
ij=1

aij(P1)d(βi, x
(1))d(βj, x

(1))∂ti∂tjη1 + η1F
(3)
m (t̃) ≡ F (4)

m (t), (22)

Wm|∂D = 0,

де

F (3)
m (x) =

n∑
ij=1

[aij(P1)− aij(x)]∂xi
∂xj

um −
n∑

i=1

ai(x)∂xi
um − a0(x)um + Fm(x, q(x)),

η1(t) =

{
1, t ∈ H

(2)
1/2, 0 ≤ η1(t) ≤ 1,

0, t ̸∈ H
(2)
3/4, |∂kt η1| ≤ ckd

−1(|k|γ, x(1)),

H
(2)
δ = {t||ti − x

(1)
i | ≤ 4δn(−1)d(γ, x(1)), i ∈ {1, . . . , n}},

t̃ = (d−1(β1, x
(1))t1, . . . , d

−1(βn, x
(1))tn), t

(1)
i = d(βi, x

(1))x
(1)
i .

Коефiцiєнти рiвняння (22) обмеженi сталими, не залежними вiд P1(x
(1)). Тому ви-

користовуючи теорему 7.3 iз [9, с. 77] та оцiнки (7.8) iз [9, с. 77], для довiльних точок
S1(τ

(1)) i S2(τ
(2)) ∈ H

(2)
1/2 справедлива нерiвнiсть

|τ (1) − τ (2)|−α|∂2t Vm(τ (1))− ∂2t Vm(τ
(2))| ≤ c(∥F (3)

m (x)∥
Cα(H

(2)
3/4

)
+

+∥Vm;H(2)
3/4∥0).

Враховуючи властивостi функцiї η1(t), означення простору H2+α(γ; β; a;D) i повто-
рюючи мiркування при одержаннi нерiвностi (21), знаходимо

E(vm) ≤ c7(∥Fm; γ, β; 2γ;T
(1)
3/4∥α + ∥vm;T (1)

3/4∥0) + ε3∥vm; γ, β; 0;T (1)
3/4∥2+α. (23)

Враховуючи нерiвностi (11), (12), (21), (23) i вибираючи ε, ε2, ε5 достатньо малими,
дiстанемо оцiнку (10).

Знайдемо оцiнку норми ∥um;D∥0. Правильна така теорема.

Теорема 3. Якщо um – класичний розв’язок задачi (5), (6) в областi D i виконанi умови
а),б), то для um(x) правильна нерiвнiсть

∥um;D∥0 ≤ max{∥fm(a0 − λ)−1;D∥0, ∥φm;D∥0}. (24)

Правильнiсть оцiнки (24) встановлюється за допомогою аналiзу всiх можливих роз-
мiщень додатнього максимуму i вiд’ємного мiнiмуму функцiї um(x).

Доведення теореми 1. Оскiльки

∥Fm; γ; β; 2γ;D∥α ≤ c(∥f ; γ; β;µ0;D∥α + ∥φ; γ; β; 0;D∥2+α),

то використовуючи оцiнки (8), (24), одержимо

∥um; γ; β; 0;D∥2+α ≤ c(∥f ; γ; β;µ0;D∥α + ∥φ; γ; β; 0;D∥2+α). (25)
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Права частина нерiвностi (25) не залежить вiд m, а послiдовностi

{W (k)
m } = {d(|k|γ; x)

n∏
i=1

d(−kiβi, x)∂kxum(x)}, |k| ≤ 2 рiвномiрно обмеженi i рiвностепенно

неперервнi. За теоремою Арцела iснують пiдпослiдовностi {W (k)
m(j)}, рiвномiрно збiжнi

при m(j) −→ ∞ до W (k). Переходячи до границi при m(j) −→ ∞ в задачах (5), (6),
одержимо, що u = W (0) – єдиний розв’язок задачi (2), (3), u ∈ C2+α(γ; β; 0;D) i пра-
вильна оцiнка (4).

Задача оптимального керування. Для розв’язностi задачi (1) – (3) побудуємо
послiдовнiсть розв’язкiв задач, граничне значення якої буде розв’язком задачi (1) – (3).

Розглянемо в областi D задачу знаходження функцiй (um(x, q(x)); q(x)), на яких
функцiонал

I(q) =

∫
D

F1(x;um(x, q(x)); q(x))dx (26)

досягає мiнiмального значення в класi функцiй q ∈ V , де um(x, q(x)) задовольняє рiв-
няння (5) i крайову умову (6).

Будемо вважати, що виконуються умови а) – в), при виконаннi яких для будь-якого
q ∈ V iснує єдиний розв’язок задачi (5), (6) iз простору H2+α(γ; β; 0;D) i для нього
правильна оцiнка (4).

Позначимо через:
Gm(x, ξ) iз [8, с. 234] функцiя Грiна задачi (8), (9);

µ(ξ) =

∫
D

∂F1(x;um; q)

∂um
Gm(x, ξ)dx;

H(ξ;um, µ, q) ≡ µ(ξ)fm(ξ, q(ξ)) + F (ξ;um; q);

q(0) – оптимальне керування;
um(x, q

(0)) – оптимальний розв’язок задачi (5), (6), (26).
Правильна така теорема.

Теорема 4. Нехай виконанi умови а) – в). Тодi:
1) якщо ∂qHk(ξ;um, µ; q) > 0, то оптимальне керування q(0) = ν1(x);
2) якщо ∂qH(ξ;um, µ; q) < 0, то оптимальне керування q(0) = ν2(x).

Доведення. Нехай △q – довiльний прирiст керування q. Через △qum позначимо прирiст
функцiї um(x, q(x)). Тодi △qum в областi D буде розв’язком крайової задачi

[ n∑
i,j=1

aij(x)∂xi
∂xj

+
n∑

i=1

ai(x)∂xi
+ a0(x)− λ

]
△qum = △qfm(x, q1(x)),

△qum|∂D = 0. (27)

За теоремою 2.20 iз [8, с. 233] iснує функцiя Грiна задачi (27) i прирiст △qum зобра-
жається формулою
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△qum =

∫
D

Gm(x, ξ)△qfm(ξ; q(ξ))dξ. (28)

За допомогою формулию Тейлора знаходимо прирiст функцiонала I(q) :

△qI =

∫
D

[ ∂F
∂um

△qum +O(|△qum|2) +
∂F

∂q
△q +O(|△q|2)

]
dx. (29)

Пiдставивши (28) у (29) i, змiнюючи при цьому порядок iнтегрування, знаходимо

△qI(q) =

∫
D

[∂qH(ξ;um;µ; q)△q +O(|△q|2)]dx.

Якщо qk = ν1(x) i ∂qH > 0, то при досить малих △q маємо △I(q) > 0.
Нехай q(0) – оптимальне керування, тобто △qI > 0. Перевiримо виконання умови 1)

теореми 4. Якщо ∂qH – знакозмiннi величини, тобто ∂qH > 0 в D+, Γ ⊂ ∂D i ∂qH < 0 в
D \D+, то використовуючи теорему про "середнє" значення, маємо

△qI(q) = ∂qH(x+;u+m, µ
+, q+)

∫
D+

△qdx−

−|∂qH(x−;u−m, µ
−, q−)|

∫
D\D+

△qdx+
∫
D

O(|△q|2)dx.

При досить малому △q знак △qI визначається першими двома доданками суми.
Рiзниця перших двох доданкiв змiнює знак △qI в залежностi вiд величин mesD+, △q.
При досить малих величинах mesD+ i △q > 0 маємо △qI < 0 i навпаки △qI > 0, якщо
малi величини mes(D \D+) i △q > 0. Отже, функцiонал I(q) не досягає мiнiмуму.

Нехай умови теореми 4 не виконанi. Тодi правильна така теорема.

Теорема 5. Нехай виконанi умови а) – в). Для того, щоб керування q(0) було оптималь-
ним, необхiдно та достатньо, щоб виконувались умови:
1) функцiя H(ξ;um, µ, q) за аргументом q має в точцi q(0) мiнiмальне значення;
2) для довiльного вектора (e1, e2) ̸= 0 виконується нерiвнiсть

∂2um
F (x;um; q)(e1)

2 + 2∂q∂umF (x;um; q)e1e2 + ∂2qF (x;um; q)(e2)
2 > 0.

Доведення теореми 5 проводиться за допомогою методики працi [4]. Переходячи до
границi в задачi (5), (6), (26) при m(j) −→ ∞ одержимо оптимальний розв’язок задачi
(1) – (3).
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The theory of optimal control of systems, which is described by partial differential equations,
is rich in results and is actively developing nowadays. The popularity of this kind of research
is connected with its active use in solving problems of natural science, in particular hydro and
gas dynamics, heat physics, diffusion, and the theory of biological populations.

The problem of optimal control of the system described by the Dirichlet problem for the
elliptic equation of the second order is studied. Cases of internal control are considered. The
quality criterion is given by the volumetric integral. The coefficients of the equation admit



Оптимальне керування в задачi Дiрiхле для елiптичних рiвнянь з виродженням 125

power singularities of arbitrary order in any variables at some set of points. Solutions of auxi-
liary problems with smooth coefficients are studied to solve the given problem. Using a priori
estimates, inequalities are established for solving problems and their derivatives in special
Hölder spaces. Using the theorems of Archel and Riess, a convergent sequence is distinguished
from a compact sequence of solutions to auxiliary problems, the limiting value of which will be
the solution to the given problem.

The necessary and sufficient conditions for the existence of the optimal solution of the
system described by the Dirichlet problem for the elliptic equation with degeneracy have been
established.


