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УЗАГАЛЬНЕНI ПЕРIОДИЧНI РОЗВ’ЯЗКИ
НЕЛIНIЙНОЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ З ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ
ПЕРШОГО ПОРЯДКУ ГIПЕРБОЛIЧНОГО ТИПУ

Розглядається крайова задача для гiперболiчного рiвняння першого порядку з нелiнiй-
ною крайовою умовою, яка використовується в якостi феноменологiчної моделi генератора
цифрових сигналiв. Введено поняття узагальненого перiодичного розв’язку крайової задачi
у виглядi кусково-сталої перiодичної хвилi i отримано явнi формули для таких розв’язкiв.
За допомогою теореми Шарковського дослiджено питання про спiвiснування узагальнених
перiодичних розв’язкiв рiзних перiодiв.

We consider a boundary value problem for a first-order hyperbolic partial differential equation
with a nonlinear boundary condition, which is used as a phenomenological model for digital signals
generator. We introduce the concept of a generalized periodic solution of the boundary value
problem as a piecewise constant periodic wave and obtain an explicit formula for such solutions.
Using Sharkovsky’s theorem, we study the problem of coexistence of generalized periodic solutions
with different periods.

1. Вступ. При передачi будь-якої iнфор-
мацiї використовуються сигнали двох типiв:
дискретнi та аналоговi. Особливої пошире-
ностi при обмiнi даними набув цифровий си-
гнал, який є спецiальним дискретним сигна-
лом, що адаптований для широкого кола те-
хнiчних пристроїв. Основна вiдмiннiсть мiж
аналоговим та цифровим сигналами полягає
в структурi сигнального потоку [1]. Якщо
аналоговий сигнал можна зобразити у ви-
глядi неперервної хвилi зi змiнними амплi-
тудою та частотою, то графiком цифрового
сигналу є кусково-стала функцiя.

У зв’язку з широким використанням ци-
фрових сигналiв набуває важливого значе-
ння задача побудови широкосмугових гене-
раторiв кусково-сталих (цифрових) сигна-
лiв, причому найпростiших як iз iнженер-
ної точки зору, так i з точки зору можливо-
стi повного дослiдження математичних мо-
делей таких генераторiв.

В якостi математичної моделi подiбних
пристроїв можна розглядати крайову зада-
чу для диференцiального рiвняння з частин-
ними похiдними першого порядку гiпербо-
лiчного типу з нелiнiйною крайовою умо-

вою, яка має спецiальний клас узагальнених
розв’язкiв у виглядi кусково-сталих фун-
кцiй.

Скориставшись тим, що iснує широкий
клас крайових задач для диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними, що зводя-
ться до рiзницевих рiвнянь з неперервним
часом, а кусково-сталi функцiї є природнi-
ми розв’язками останнiх, початкова задача
зводиться до дослiдження рiзницевого рiв-
няння.

Як вiдомо, рiзницевi рiвняння першого
порядку породжують одновимiрнi динамiчнi
системи, теорiя яких є одним з найбiльш
ефективних iнструментiв нелiнiйної динамi-
ки у зв’язку з тим, що такi системи, з одно-
го боку, допускають достатньо повний опис,
а з iншого – вiдображають основнi скла-
днi нелiнiйнi ефекти [2]. В теорiї одновимiр-
них динамiчних систем отримано цiлу низку
глибоких результатiв, якi знайшли своє за-
стосування, зокрема, у теорiї рiзницевих та
диференцiально-рiзницевих рiвнянь i теорiї
крайових задач для диференцiальних рiв-
нянь з частинними похiдними [3].

Дослiдженню крайових задач для лiнiй-
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них рiвнянь з частинними похiдними та не-
лiнiйними крайовими умовами шляхом їх
редукцiї до рiзницевих рiвнянь з неперерв-
ним аргументом придiляється значна ува-
га [2–5]. Одна з перших праць у цьому на-
прямку була виконана О. Вiттом [6]. Осо-
бливих успiхiв досягнуто при вивченнi рiв-
нянь гiперболiчного типу, що пов’язано з ви-
користанням формули Д’Аламбера та мето-
ду характеристик для отримання загально-
го розв’язку таких рiвнянь.

Варто вiдмiтити, що рiзницевi рiвняння
з неперервним аргументом, якi отриманi в
результатi редукцiї крайових задач, демон-
струють подекуди дуже складну поведiн-
ку траєкторiй, зокрема, автостохастичнiсть
[7]. Дослiдниками було здiйснено пошук тих
класiв крайових задач, для яких мають мi-
сце тi ж самi якiснi i кiлькiснi унiверсаль-
нi властивостi бiфуркацiй розв’язкiв, що й
для вiдповiдних одновимiрних динамiчних
систем [8], теорiя для яких є детально роз-
робленою. Необхiдно також зазначити, що
проведенi дослiдження мають неабияке пра-
ктичне значення з огляду на те, що розгля-
дуванi крайовi задачi є моделями конкре-
тних фiзичних процесiв, зокрема, отрима-
нi теоретичнi результати дають змогу ефе-
ктивно дослiдити електричнi ланцюги з не-
лiнiйностями, наприклад, у випадку наявно-
стi у ланцюгу тунельного дiоду [9, 10].

У данiй статтi дослiджується феномено-
логiчна модель генератора цифрових сигна-
лiв, у якостi якої виступає крайова задача
для гiперболiчного рiвняння першого поряд-
ку з нелiнiйною крайовою умовою.

Запропоновано поняття кусково-сталої
функцiї перiоду n та на його основi визна-
чено узагальнений n-перiодичний розв’язок
розглядуваної крайової задачi. Такi розв’яз-
ки є узагальненими, оскiльки задаються за
допомогою кусково-сталої функцiї, яка не є
диференцiйовною. Дослiдження таких уза-
гальнених n-перiодичних розв’язкiв вiдбува-
ється шляхом зведення розглядуваної кра-
йової задачi до рiзницевого рiвняння з непе-
рервним часом. При цьому крайовi умови та
початковi данi забезпечують редукцiю отри-
маного рiзницевого рiвняння до деякого не-

перервного вiдображення iнтервалу.
Вiдмiтимо також, що застосований ме-

тод дає змогу отримати точний розв’язок
певних класiв крайових задач у виглядi пе-
рiодичної кусково-сталої хвилi. На вiдмiну
вiд асимптотичної стiйкостi за Ляпуновим,
при якiй спектр розв’язкiв є вузьким, адже
всi розв’язки з певного околу мають одна-
ковi асимптотичнi властивостi, побудованi
розв’язки мають рiзнi асимптотичнi власти-
востi навiть у випадку близькостi початко-
вих умов, тобто володiють властивiстю хао-
тичностi.

2. Постановка задачi. Розглянемо нелi-
нiйну крайову задачу, що складається з гi-
перболiчного рiвняння першого порядку:

∂u(x; t)

∂t
=

∂u(x; t)

∂x
, (1)

де x∈ [0; 1], t∈ [0;+∞), u : [0; 1]× [0;+∞)→R1,
крайової умови:

u(1; t) = f(u(0; t)), (2)

де t ∈ [0; +∞), f : R1 → R1, та початкової
умови:

u(x; 0) = ϕ(x), (3)

де ϕ : [0; 1] → R1, x ∈ [0; 1].
Така крайова задача (1)-(3) може розгля-

датися у якостi феноменологiчної моделi ге-
нератора кусково-сталих сигналiв.

Знайдемо загальний розв’язок рiвняння
(1), використовуючи метод характеристик.
Прямi x+ t = const є характеристиками рiв-
няння (1), а тому загальний розв’язок рiвня-
ння (1) можна записати за допомогою фор-
мули типу Д’Аламбера:

u(x; t) = v(x + t), (4)

де v ∈ C1([0; +∞);R) – довiльна функцiя.
Використовуючи (4), крайову задачу (1)-

(3) зведемо до рiзницевого рiвняння з непе-
рервним аргументом вигляду:

v(τ + 1) = f(v(τ)), (5)

де τ ∈ [0; +∞), та початковою умовою:

v(τ) = ϕ(τ), (6)
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де τ ∈ [0; 1).
Загальний розв’язок задачi (5),(6) можна

записати за допомогою формули:

v(τ) = fn(ϕ({τ})), n = 0, 1, 2, ..., (7)

де τ ∈ [n; n+1), {τ} – дробова частина числа
τ . Тодi, використовуючи формулу (4) для
розв’язку рiвняння (1), звiдси отримуємо за-
гальний розв’язок крайової задачi (1)-(3):

u(x; t) = f [x+t](ϕ({x + t})), (8)

де x ∈ [0; 1], t ∈ [0; +∞), [x+t] позначає цiлу
частину величини x + t.

Оскiльки крайова задача (1)-(3) описує
деяку модель генератора дискретних сигна-
лiв, то розглянемо в якостi початкової фун-
кцiї ϕ(x) в (3) сталу, тобто вважатимемо, що
ϕ(x) = c для всiх x ∈ [0; 1], c ∈ R, i побудує-
мо перiодичнi розв’язки цiєї крайової задачi.

Враховуючи сталiсть початкової функцiї
у (3), маємо, що рiзницеве рiвняння (5) iз
початковою умовою (6), отримане в резуль-
татi редукцiї крайової задачi (1)-(3), зводи-
ться до рiзницевого рiвняння з дискретним
аргументом, задача Кошi для якого має ви-
гляд:

v(n + 1) = f(v(n)), n ∈ N ∪ {0}, (9)

v(0) = c. (10)

Оскiльки рiзницеве рiвняння (5), (6) у ви-
падку сталостi початкової функцiї в якостi
розв’язкiв має лише кусково-сталi функцiї i
цi розв’язки є (в певному сенсi) розв’язка-
ми крайової задачi (1), (2), то вважатиме-
мо такi функцiї узагальненими перiодични-
ми розв’язками крайової задачi (1)-(3).

Означення 1. Розглянемо множини ви-
гляду Uk = (ak; bk], де ak < bk ak, bk ∈ R,
k ∈ Z, ⋃

k∈Z
Uk = R. Функцiя ψ : R→ R нази-

вається перiодичною кусково-сталою, якщо
виконуються такi умови:

1) ψ(x) є сталою на будь-якiй множинi
Uk, k ∈ Z, тобто ψ(x) = ck для всiх x ∈ Uk,
де ck – деяке дiйсне число, k ∈ Z;

2) множина C =
⋃

k∈Z
{ck} є скiнченною i

її потужнiсть card C = n > 2;

3) для будь-якого k ∈ Z виконується
умова ψ(x) |Uk

= ψ(x) |Uk+n
.

Число n називається перiодом перiоди-
чної кусково-сталої функцiї ψ(x).

Зауважимо, що у випадку, коли n = 1,
функцiя ψ(x) є сталою.

Оскiльки крайова задача (1)-(3) редукує-
ться до початкової задачi (5), (6), яка у ви-
падку сталостi початкової функцiї має лише
перiодичнi кусково-сталi розв’язки, то по-
ширимо дане поняття на розв’язки рiвняння
(1).

Означення 2. Розглянемо множини ви-
гляду Pk ={(x; t) :06x61, k−1−x6 t<k−x},
де k ∈ N, ⋃

k∈N
Pk = [0; 1] × [0; +∞). Функцiя

u : [0; 1] × [0; +∞) → R називається перiо-
дичною кусково-сталою, якщо виконуються
такi умови:

1) u(x; t) є сталою на будь-якiй множинi
Pk, k∈N, тобто u(x; t)=dk для всiх x∈Pk,
де dk – деяке дiйсне число, k ∈ N;

2) множина D =
⋃

k∈N
{dk} є скiнченною i

її потужнiсть card D = n > 2;
3) для будь-якого k ∈ N виконується

умова u(x; t) |Pk
= u(x; t) |Pk+n

.

Число n називається перiодом перiоди-
чної кусково-сталої функцiї u(x; t).

Зауважимо, що у випадку, коли n = 1,
функцiя u(x; t) є сталою.

Означення 3. Розв’язок задачi (1)-(3)
з властивостями 1)-3) iз означення 2
називається узагальненим n-перiодичним
розв’язком задачi (1)-(3) або кусково-
сталою хвилею перiоду n.

З’ясуємо тепер питання про вигляд
n-перiодичного кусково-сталого розв’язку
крайової задачi (1)-(3) у випадку, коли по-
чаткова функцiя ϕ(x) в (3) є сталою. Врахо-
вуючи властивiсть 3) з означення 2, якщо
такий розв’язок iснує, то значення цього
розв’язку достатньо описати на n множи-
нах з покриття множини [0; 1]× [0; +∞), на
яких розв’язок набуває попарно рiзнi сталi
значення. В якостi таких множин оберемо
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P1, P2, ..., Pn. Тодi маємо

u(x; t) =





c, (x; t) ∈ P1,
f(c), (x; t) ∈ P2,
. . .
fn−1(c), (x; t) ∈ Pn,

(11)

або коротко так:

u(x; t) |Pk
= fk−1(c), (12)

де k = 1, n, f 0(c) = c.

3. Основний результат. Має мiсце на-
ступна теорема.

Теорема 1. Нехай I = [0; 1], f ∈ C0(I; I),
початкова функцiя в (3) є сталою, тобто
ϕ(x) = c для всiх x ∈ [0; 1], c ∈ I. Якщо
крайова задача (1)-(3) має узагальнений n-
перiодичний розв’язок, то вона також має
узагальнений m-перiодичний розв’язок та-
кий, що m / n, де символ "/" визначає вiд-
ношення порядку Шарковського на множи-
нi натуральних чисел.

Доведення теореми 1 суттєво спирається
на теорему Шарковського, тому наведемо її
формулювання.

Теорема Шарковського [11]. Якщо
неперервне вiдображення вiдрiзка в себе має
цикл перiоду n, то воно має також i цикл
перiоду n

′ такого, що n
′
/ n, де

1 / 2 / 22 / 23 / ... / 22 · 7 / 22 · 5/
/22 · 3 / ... / 2 · 7 / 2 · 5 / 2 · 3 / ...

... / 9 / 7 / 5 / 3,
(13)

Бiльше того, для будь-якого n iснує непе-
рервне вiдображення, що має цикл перiоду
n i не має циклу перiоду n, якщо n / n.

Доведення теореми 1. Згiдно теореми
Шарковського перiоди циклiв неперервно-
го вiдображення вiдрiзка в себе задовольня-
ють порядок (13), який називається поряд-
ком Шарковського. Вiдповiдно до порядку
(13) з наявностi у неперервного вiдображе-
ння вiдрiзку циклу порядку n випливає на-
явнiсть циклу перiоду m, де m / n.

Оскiльки рiзницеве рiвняння з неперерв-
ним аргументом (5) у випадку початкової
умови ϕ(x) = c еквiвалентне рiзницевому

рiвнянню (9) з початковою умовою (10), то
циклу динамiчної системи, яка визначена
в (9),(10), вiдповiдає перiодичний кусково-
сталий розв’язок рiзницевого рiвняння (5) зi
сталою початковою умовою (6).

Враховуючи, що рiзницеве рiвняння з не-
перервним аргументом (5) та сталою поча-
тковою умовою (6) є результатом редукцiї
крайової задачi (1), (2) з початковою умо-
вою ϕ(x) = c, тобто перiодичнi кусково-сталi
розв’язки рiзницевого рiвняння (5) з поча-
тковою умовою (6) є в деякому сенсi розв’яз-
ками розглядуваної крайової задачi (1)-(3),
отримаємо, що з iснування циклу перiоду m,
де m / n, для динамiчної системи заданої
(9),(10) слiдує iснування узагальненого m-
перiодичного розв’язку крайової задачi (1)-
(3), де m / n.

Теорему 1 доведено.

4. Приклад. Проiлюструємо отриманий
результат у випадку, коли функцiя f(x) у
рiвностi (2) має вигляд:

f(x) =

{
2x, 0 6 x < 1

2
,

2(1− x), 1
2

6 x 6 1.
(14)

Динамiчна система, яку породжує вiд-
ображення (14) x → f(x), x ∈ [0; 1], у ви-
падку, коли n = p, де p – просте число, має
(2p − 2)/p рiзних циклiв перiоду p.

Як вiдомо, вiдображення (14) має цикли
всiх перiодiв. Отже, потужнiсть множини
циклiв вiдображення x → f(x) є достатньою
для того, аби обрати функцiю (14) у якостi
функцiї з крайової умови (2).

Надалi розглядається задача (1)-(3), де
у крайовiй умовi (2) функцiя f має вигляд
(14), а початкова умова (3) задана рiвнiстю
ϕ(x) = c, де значення c = 10/33.

Провiвши редукцiю задачi (1)-(3),
отримаємо рiзницеве рiвняння вигляду
(9) з дискретним аргументом та поча-
тковою умовою v(0) = 10/33. Число
10/33 є точкою циклу перiоду 5 вiд-
ображення (14), що складається з точок
10/33, 20/33, 26/33, 14/33, 28/33.

За допомогою формули (11) розв’язок
розглядуваної крайової задачi (1)-(3) можна
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записати у виглядi:

u(x; t) =





10/33, (x; t) ∈ P1,
20/33, (x; t) ∈ P2,
26/33, (x; t) ∈ P3,
14/33, (x; t) ∈ P4,
28/33, (x; t) ∈ P5.

(15)

З теореми 1 випливає, що крайова зада-
ча (1)-(3) має також узагальненi перiодичнi
розв’язки перiодiв, бiльших нiж 5 згiдно по-
рядку (13).

Враховуючи, що вiдображення (14) має
цикли всiх перiодiв, отримаємо, що крайо-
ва задача (1)-(3) має узагальненi перiодичнi
розв’язки будь-якого перiоду.

5. Висновки. Дослiджено феноменоло-
гiчну модель широкосмугового генератора
цифрових сигналiв, що описується крайо-
вою задачею для лiнiйного гiперболiчно-
го рiвняння першого порядку з нелiнiйною
крайовою умовою.

Введено поняття узагальненого перiоди-
чного розв’язку крайової задачi. Для ви-
падку, коли початкова функцiя в (3) є ста-
лою, отримано формулу для знаходження
розв’язку крайової задачi у аналiтичному
виглядi. Дослiджено питання про iснування
узагальнених перiодичних розв’язкiв рiзних
перiодiв.

Побудована таким чином феноменологi-
чна модель має широкий спектр розв’язкiв,
що вiдповiдає iнженернiй задачi генерацiї
великої кiлькостi рiзних цифрових сигналiв,
та допускає детальне дослiдження.
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