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ОБЕРНЕНА ТЕОРЕМА НАБЛИЖЕННЯ БIГАРМОНIЧНИМИ
ФУНКЦIЯМИ В КРУЗI

Розглянуто клас функцiй, бiгармонiчних у крузi. Для них отримано загальну обернену те-
орему наближення, знайденi оцiнки модуля гладкостi похiдних порядку граничного значення.
Дослiдження ведеться в термiнах Lp-модулiв гладкостi.

We consider a class of biharmonic functions in the unit disc. We obtain a general inverse theorem
on the approximation for these functions and find estimates of modulus of smoothness for the order
of the boundary value. The investigation is provided in Lp–terms of modulus of smoothness.

1. В статтi [1] були отриманi оберененi
теореми наближення бiгармонiчними фун-
кцiями в крузi i пiвплощинi. В цих теоре-
мах за заданою швидкiстю вiдхилення бiгар-
монiчних функцiй вiд своїх граничних зна-
чень встановлюється неперервнiсть грани-
чних значень (вiдносно вiдповiдної метри-
ки) i оцiнюється модуль неперервностi дру-
гого порядку (модуль гладкостi) цього гра-
ничного значення. В данiй роботi згаданi
оберненi теореми доповнюються вказанням
таких властивостей наближення, якi забе-
зепечують iснування похiдних певного по-
рядку граничної функцiї, i оцiнюється мо-
дуль гладкостi похiдної найвищого можли-
вого порядку. Розглядаються класи фун-
кцiй, бiгармонiчних у крузi.

Нехай задано бiгармонiчне рiвняння

∆2u = 0. (1)

Позначимо через uf (ϕ, r) = u(ϕ, r) розв’я-
зок рiвняння (1) в одиничному крузi, який
задовольняє крайовi умови

u(ϕ, r)
∣∣
r=1

= f(ϕ), ∂u(ϕ, r)/∂r
∣∣
r=1

= 0. (2)

Розв’язок крайової задачi (1)–(2) можна за-
писати у виглядi

uf (ϕ, r) =

=
(1− r2)2

2π

π∫

−π

f(ϕ + t)
1− r cos t

(1− 2r cos t + r2)2
dt.

(3)

Клас всiх таких функцiй позначимо через
Bϕ.

2. Позначимо через Lp[−π, π], 1 6 p 6 ∞
клас 2π–перiодичних функцiй f(ϕ),
−π 6 ϕ 6 π зi скiнченною нормою, що
визначається спiввiдношеннями

‖f‖ =
( 1

2π

2π∫

0

|f(ϕ)|pdϕ
) 1

p
,

а при p = ∞
‖f‖∞ = ess sup

−π6ϕ6π
|f(ϕ)|.

Будемо користуватись означенням i власти-
востями iнтегрального модуля гладкостi [2,
с. 115].

Теорема. Якщо f ∈ Lp[−π, π], p > 1,
uf (ϕ, r) ∈ Bϕ i при деякому фiксованому
цiлому невiд’ємному k виконується нерiв-
нiсть

‖uf (·, r)− f(·)‖ 6
6 A(1−r)kω(1−r), A = const > 0, 0 6 r < 1,

(4)
де ω(t), t > 0, — функцiя типу модуля непе-
рервностi другого порядку, яка задовольняє
при k > 1 умову Дiнi

1∫

0

ω(t)

t
dt < ∞, (5)

то f(ϕ) майже для всiх ϕ ∈ [−π, π]
збiгається з функцiєю, яка має абсолю-
тно неперервну похiдну f (k−1)(ϕ) i похiдну
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f (k)(ϕ) ∈ Lp[−π, π] (при p = ∞ неперервну),
i для f (k)(ϕ) iнтегральний модуль гладкостi
задовольняє спiввiдношення

ω2(f
(k); 1− r) 6

6





A1(1− r)2
1∫

1−r

ω(u)
u3 du, k = 0,

A2

[ 1−r∫
0

ω(u)
u

du+(1− r)2
1∫

1−r

ω(u)
u3 du

]
, k > 1,

(6)
1/2 6 r < 1, де A1, A2 —додатнi сталi, що
не залежать вiд r.

Зауваження. У випадку k = 0 теорема
отримана в [1].

При доведеннi теореми будуть використа-
нi деякi допомiжнi твердження.

Лема 1. Якщо f ∈ Lp[−π, π], p > 1, i
uf (ϕ, r) ∈ Bϕ, то для фiксованих натураль-
них k виконується нерiвнiсть

∥∥∥∂kuf (ϕ, r)

∂ϕk

∥∥∥ 6 M
‖f‖

(1− r)k
, 0 6 r < 1, (7)

де M > 0 — стала, що не залежить вiд r.
Зауваження. У випадку k = 2 лема була

встановлена в [1].
Доведення леми 1. Використовуючи

зображення (3) розв’язку uf (ϕ, r) крайової
задачi (1), (2) i узагальнену нерiвнiсть Мiнь-
ковського [2, с. 601], приходимо до нерiвно-
стi ∥∥∥∂kuf (ϕ, r)

∂ϕk

∥∥∥ 6

6 ‖f‖
2π

π∫

−π

∣∣∣ ∂k

∂tk

((1− r2)2(1− r cos t)

(1− 2r cos t + r2)2

)∣∣∣dt.

(8)
Оцiнимо iнтеграл в правiй частинi нерiв-

ностi (8). Для цього бiгармонiчне ядро Пу-
ассона подамо у виглядi

(1− r2)2(1− r cos t)

(1− 2r cos t + r2)2
=

=
1

2

[ (1− r2)2

1− 2r cos t + r2
+

(1− r2)3

(1−2r cos t+r2)2

]
(9)

i введемо позначення

P1 :=
(1− r2)2

1− 2r cos t + r2
,

P2 :=
(1− r2)3

(1− 2r cos t + r2)2
. (10)

Тодi, враховуючи, що P1 = (1 − r2) ×
×[−1 + 1/(1− reit) + 1/(1− re−it)], диферен-
цiюванням по t отримуємо формулу для по-
хiдної порядку k (k = 1, 2, ...):

∂kP1

∂tk
= (1− r2) · r · (i)k×

×
[eitQ

(1)
k−1(r, e

it)

(1− reit)k+1
+

e−itQ
(2)
k−1(r, e

−it)

(1− re−it)k+1

]
, (11)

де Q
(1)
k−1(r, e

it), Q
(2)
k−1(r, e

−it) — многочлени
степеня k − 1 по кожному iз вказаних аргу-
ментiв. Цi многочлени обмеженi в замкну-
тому крузi 0 6 r 6 1 константою, що за-
лежить лише вiд степенi многочлена. Обчи-
слимо модулi двох доданкiв в рiвностi (11).
Маємо

∣∣∣e
itQ

(1)
k−1(r, e

it)

(1− reit)k+1

∣∣∣
2

=

=
Q

(1)
k−1(r, e

it)

(1− reit)k+1

Q
(1)
k−1(r, e

it)

(1− re−it)k+1
=

=
|Q(1)

k−1(r, e
it)|2

(1− 2r cos t + r2)k+1
,

звiдки
∣∣∣e

itQ
(1)
k−1(r, e

it)

(1− reit)k+1

∣∣∣ =

=
|Q(1)

k−1(r, e
it)|

(1− 2r cos t + r2)(k+1)/2
. (12)

Аналогiчно встановлюється рiвнiсть

∣∣∣e
−itQ

(1)
k−1(r, e

−it)

(1− re−it)k+1

∣∣∣ =

=
|Q(1)

k−1(r, e
−it)|

(1− 2r cos t + r2)(k+1)/2
. (13)

Iз (11)–(13) отримуємо оцiнку

∣∣∣∂
kP1

∂tk

∣∣∣ 6 (1− r2)M1

(1− 2r cos t + r2)(k+1)/2
,
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де M1 > 0 — стала, що залежить лише вiд
k. Використовуючи цю оцiнку, вiдому тото-
жнiсть

1− r2

2π

π∫

−π

dt

(1− 2r cos t + r2)(k+1)/2
= 1

i справедливу для довiльних t ∈ [−π, π] не-
рiвнiсть

1− 2r cos t + r2 > (1− r)2,

знаходимо

1

2π

π∫

−π

∣∣∣∂
kP1

∂tk

∣∣∣dt 6 M1
1− r2

2π
×

×
π∫

−π

dt

(1−2r cos t+r2)(1−2r cos t+r2)(k−1)/2
6

6 M1

(1− r)k−1
. (14)

Оскiльки

P2 :=
(1− r2)3

(1− reit)2(1− re−it)2
=

= (1− r2)
[
− 1 +

1

1− reit
+

1

1− re−it

]2

=

=
1− r2

(1− reit)2
+

1− r2

(1− re−it)2
+

+(1− r2)
[
1− 2

1− reit
− 2

1− re−it

]
+

+2
[
− 1 +

1

1− reit
+

1

1− re−it

]
, (15)

то достатньо розглянути модулi похiдних
порядку k ∈ N кожного iз доданкiв в пра-
вiй частинi (15). Введемо позначення

P
(1)
2 :=

1− r2

(1− reit)2
, P

(2)
2 :=

1− r2

(1− re−it)2
,

P
(3)
2 := (1− r2)

[
1− 2

1− reit
− 2

1− re−it

]
,

P
(4)
2 := 2

[
− 1 +

1

1− reit
+

1

1− re−it

]
.

Аналогiчно до оцiнки (14) отримуємо насту-
пнi нерiвностi:

1

2π

π∫

−π

∣∣∣∂
kP

(3)
2

∂tk

∣∣∣dt 6 M2

(1− r)k−1
, (16)

1

2π

π∫

−π

∣∣∣∂
kP

(4)
2

∂tk

∣∣∣dt 6 M3

(1− r)k
, (17)

де M2, M3 — додатнi сталi, що не залежать
вiд r.

Для P
(1)
2 , P

(2)
2 аналогiчно до доведення

рiвностi (12) отримуємо рiвностi

∣∣∣∂
kP

(1)
2

∂tk

∣∣∣ =
(1− r2)|R(1)

2 (r, eit)|
(1− 2r cos t + r2)

k
2
+1

, (18)

∣∣∣∂
kP

(2)
2

∂tk

∣∣∣ =
(1− r2)|R(2)

2 (r, e−it)|
(1− 2r cos t + r2)

k
2
+1

, (19)

де R
(1)
2 (r, eit), R

(2)
2 (r, e−it) — многочлени вка-

заних аргументiв, обмеженi в замкненому
крузi 0 6 r 6 1 константою, що залежить
лише вiд k. Цi рiвностi дозволяють отрима-
ти оцiнки

1

2π

π∫

−π

∣∣∣∂
kP

(1)
2

∂tk

∣∣∣dt 6 M4

(1− r)k
, (20)

1

2π

π∫

−π

∣∣∣∂
kP

(2)
2

∂tk

∣∣∣dt 6 M5

(1− r)k
, (21)

де M4, M5 — додатнi сталi, що не залежать
вiд r.

Використовуючи тепер оцiнку (8), рiвно-
стi (9) i (15), а також оцiнки (14), (16), (17),
(20), (21) iнтегралiв вiд окремих доданкiв,
отримуємо оцiнку (7). Лему 1 доведено.

Для фiксованого r1, 0 < r1 < 1, позна-
чимо через uuf (·,r1)(ϕ, r) розв’язок рiвняння
(1), що задовольняє крайовi умови

u(ϕ, r)
∣∣
r=1

= uf (ϕ, r1),

∂u(ϕ, r)/∂r
∣∣
r=1

= 0.

Аналогiчно вводимо позначення
uuf (·,r2)(ϕ, r), 0 < r2 < 1.
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Лема 2. Якщо f ∈ Lp[−π, π], p > 1,
uf (ϕ, r) ∈ Bϕ, то для довiльних r1, r2,
(0 < r1, r2 < 1) справедлива рiвнiсть

uuf (·,r1)(ϕ, r2) = uuf (·,r2)(ϕ, r1), −π 6 ϕ 6 π.
(22)

Доведення леми 2. Виходячи з (3) i вико-
ристовуючи теорему Фубiнi, знаходимо

uuf (·,r1)(ϕ, r2) =
(1− r2

1)
2(1− r2

2)
2

4π2
×

π∫

−π

f(τ)×

×
π∫

−π

[1− r1 cos(τ − t)]

(1− 2r1 cos(τ − t) + r2
1)

2
×

× [1− r2 cos(t− ϕ)]

(1− 2r2 cos(t− ϕ) + r2
2)

2
dtdτ, (23)

uuf (·,r2)(ϕ, r1) =
(1− r2

1)
2(1− r2

2)
2

4π2
×

π∫

−π

f(τ)×

×
π∫

−π

[1− r2 cos(τ − t)]

(1− 2r2 cos(τ − t) + r2
2)

2
×

× [1− r1 cos(t− ϕ)]

(1− 2r1 cos(t− ϕ) + r2
1)

2
dtdτ. (24)

Розглянемо рiзницю внутрiшнiх iнтегра-
лiв (по t) в правих частинах рiвностей
(23) i (24). Враховуючи 2π–перiодичнiсть
пiдiнтегральної функцiї, пiсля замiни
t = u + (τ + ϕ)/2 (τ i ϕ для цього iнтегра-
ла являються параметрами) i позначення
υ = (τ − ϕ)/2, отримаємо для вказаної
рiзницi

π∫

−π

Φ(u, ϕ, τ)du, (25)

де

Φ(u, ϕ, τ) :=
[1− r1 cos(υ − u)]

(1− 2r1 cos(υ − u) + r2
1)

2
×

× [1− r2 cos(υ + u)]

(1− 2r2 cos(υ + u) + r2
2)

2
−

− [1− r2 cos(υ − u)]

(1− 2r2 cos(υ − u) + r2
2)

2
×

× [1− r1 cos(υ + u)]

(1− 2r1 cos(υ + u) + r2
1)

2
.

Оскiльки Φ(−u, ϕ, τ) = −Φ(u, ϕ, τ), то iнте-
грал (25) рiвний нулю. Лему 2 доведено.

Наслiдок. В умовах леми 1 справедлива
тотожнiсть

uf−uf (·,r1)(ϕ, r2)− uf−uf (·,r2)(ϕ, r1) =

= uf (ϕ, r2)− uf (ϕ, r1). (26)

Доведення теореми. Нехай k > 1. Дове-
демо, що майже для всiх ϕ ∈ [−π, π] для
функцiї f(ϕ) має мiсце зображення

f(ϕ) = uf (ϕ, 1/2)+

+
∞∑

j=1

[
uf

(
ϕ, 1− 1

2j+1

)
−uf

(
ϕ, 1− 1

2j

)]
. (27)

Для цього розглянемо очевидну рiвнiсть

f(ϕ) = uf (ϕ, 1/2)+

+
N−1∑
j=1

[
uf

(
ϕ, 1− 1

2j+1

)
− uf

(
ϕ, 1− 1

2j

)]
+

+
[
f(ϕ)− uf

(
ϕ, 1− 1

2N

)]
=

= SN(f ; ϕ) +
[
f(ϕ)− uf

(
ϕ, 1− 1

2N

)]
, (28)

де SN(f ; ϕ) — частинна сума ряду (27). Iз
(28) i умови (4) отримуємо

‖f(·)− SN(f ; ·)‖ = ‖f(·)− uf

(
·, 1− 1

2N

)
‖ 6

6 A
( 1

2N

)k

ω
( 1

2N

)
→ 0 (N →∞).

Це означає, що послiдовнiсть SN(f ; ϕ) збiга-
ється в середньому з показником p > 1 до
функцiї f(ϕ), ϕ ∈ [−π, π]. Тодi iснує пiдпо-
слiдовнiсть SNm(f ; ϕ), що збiгається до f(ϕ)
майже скрiзь на [−π, π]. Цим обгрунтовано
рiвнiсть (27).

Розглянемо ряд

u
(k)
f (ϕ, 1/2)+

+
∞∑

j=1

[
u

(k)
f

(
ϕ, 1− 1

2j+1

)
− u

(k)
f

(
ϕ, 1− 1

2j

)]
,

(29)
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який складений iз похiдних порядку
k(k > 1) членiв ряду (27), i дослiдимо
його збiжнiсть на [−π, π]. Користуючись
рiвнiстю (26), лемою 1 i умовою (4), отри-
муємо

∥∥∥u
(k)
f

(
·, 1− 1

2j+1

)
− u

(k)
f

(
·, 1− 1

2j

)∥∥∥ 6

6
∥∥∥u

(k)

f−uf (·,1−1/2j)

(
·, 1− 1

2j+1

)∥∥∥+

+
∥∥∥u

(k)

f−uf (·,1−1/2j+1)

(
·, 1− 1

2j

)∥∥∥ 6

6 M
(‖f − uf (·, 1− 1/2j)‖

(1/2j+1)k
+

+
‖f − uf (·, 1− 1/2j+1)‖

(1/2j)k

)
6

6 MA
((1/2j)kω(1/2j)

(1/2j+1)k
+

(1/2j+1)kω(1/2j+1)

(1/2j)k
6

6 M(k)ω(1/2j), (30)

де M(k) > 0 — стала, що залежить вiд k i не
залежить вiд j. Оскiльки при всiх j = 1, 2, ...
вiрна оцiнка

2−(j−1)∫

2−j

ω(u)

u
du > 1

2
ω
( 1

2j

)
,

то з (30) знаходимо
∥∥∥u

(k)
f

(
·, 1− 1

2j+1

)
− u

(k)
f

(
·, 1− 1

2j

)∥∥∥ 6

6 2M(k)

2−(j−1)∫

2−j

ω(u)

u
du. (31)

Крiм того, згiдно з умовою (5) маємо

∞∑
j=1

2−(j−1)∫

2−j

ω(u)

u
du =

1∫

0

ω(u)

u
du < ∞. (32)

Iз (31) i (32) випливає, що ряд (29) збiгається
на [−π, π] в середньому з показником p > 1.
Проводячи далi мiркування, якi майже пов-
нiстю збiгаються з доведенням теореми 6.1.3
А.П. Тiмана [2, с. 347], робимо висновок, що

функцiя f(ϕ) майже скрiзь дорiвнює фун-
кцiї, яка має абсолютно неперервну похiдну
f (k−1)(ϕ) на [−π, π] i похiдну f (k) ∈ Lp[−π, π],
яка є майже для всiх ϕ ∈ [−π, π] сумою ряда
(29):

f (k)(ϕ) = u
(k)
f (ϕ, 1/2)+

+
∞∑

j=1

[
u

(k)
f

(
ϕ, 1− 1

2j+1

)
− u

(k)
f

(
ϕ, 1− 1

2j

)]
.

(33)
Оцiнимо iнтегральний модуль гладкостi
функцiї f (k)(ϕ). Для цього використаємо
вiрну майже для всiх ϕ ∈ [−π, π] рiвнiсть

f (k)(ϕ) = u
(k)
f (ϕ, 1/2j)+

+
∞∑

m=j+1

[
u

(k)
f

(
ϕ, 1− 1

2m

)
−u

(k)
f

(
ϕ, 1− 1

2m−1

)]
,

доведення якої проводиться аналогiчно до-
веденню рiвностi (33). Використовуючи
оцiнку (31), отримуємо

‖f (k)(·)− u
(k)
f (·, 1− 1/2j)‖ 6

6
∞∑

m=j+1

∥∥∥u
(k)
f

(
ϕ, 1− 1

2m

)
−u

(k)
f

(
ϕ, 1− 1

2m−1

)∥∥∥ 6

6 2M(k)
∞∑

m=j+1

2−(m−2)∫

2−(m−1)

ω(u)

u
du =

= 2M(k)

2−(j−1)∫

0

ω(u)

u
du 6

6 8M(k)

2−j∫

0

ω(u)

u
du. (34)

В [3, с. 236] було показано, що фун-

кцiя Ω(t) :=
t∫

0

ω(u)
u

du має характеристичнi

властивостi модуля непервностi другого по-
рядку. В такому випадку нерiвнiсть (34)
дозволяє вважати, що задано вiдхилен-
ня f (k)(ϕ) вiд оператора u

(k)
f (·, 1/2j) в Lp–

метрицi (p > 1), а тому на основi випадку
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k = 0 (див. теорему 2 роботи [1]) робимо ви-
сновок про справедливiсть нерiвностi

ω2(f
(k); 1− r) 6 C(1− r)2

1∫

1−r

Ω(u)

u3
du,

де C > 0 — деяка стала, що не залежить вiд
(1− r). Перетворення правої частини остан-
ньої нерiвностi (див. [3]) приводить до оцiн-
ки (6) для випадку k > 1. Теорему доведено.
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