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ПРО ЗАДАЧI ДЛЯ РIВНЯНЬ ТА СИСТЕМ РIВНЯНЬ ТИПУ

ЕЙДЕЛЬМАНА

У статтi розглянуто задачi для систем рiвнянь та рiвнянь типу Ейдельмана, якi бу-
ли великою частиною наукових дослiджень С.Д. Iвасишена. Наведено огляд результатiв
дослiджень задач Кошi, мiшаних та обернених задач для такого типу рiвнянь в обмеже-
них та необмежених областях. Результатами є оцiнки розв’язкiв, iнтегральнi зображення
розв’язкiв, теореми iснування, єдиностi та стiйкостi розв’язкiв.

Ключовi слова i фрази: параболiчна за Ейдельманом система рiвнянь, матриця Ґрiна,
задача Кошi, мiшана задача, обернена задача, простiр Гельдера, простiр Соболєва, iсну-
вання та єдинiсть розв’язкiв, стiйкiсть розв’язкiв.
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Вступ

У 1960 роцi проф. С.Д. Ейдельман у працi [22] узагальнив рiвняння, параболiчнi за
Петровським, ввiвши новий клас систем рiвнянь
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має коренi λi(t, x, σ), дiйснi частини яких задовольняють нерiвностi Reλi(t, x, σ)<−δ,
x = (x1, x2, . . . , xn), σ = (σ1, σ2, . . . , σn), ~2b = (2b1, 2b2, . . . , 2bn), δ > 0.

У 1968 р. з’явилась фундаментальна в теорiї ~2b-параболiчних систем праця С.Д. Iва-
сишена та С.Д. Ейдельмана [8], в якiй проведено досить повне та точне дослiдження
властивостей фундаментальної матрицi розв’язкiв (ФМР) задачi Кошi та породжених
нею потенцiалiв, знайдено класи коректностi задачi Кошi для лiнiйних систем при рi-
зних припущеннях щодо неоднорiдностi систем i початкових функцiй, встановлено ло-
кальну розв’язнiсть нелiнiйних систем i вивчено питання про продовження їх розв’язкiв
на ширший часовий iнтервал, одержано внутрiшнi оцiнки розв’язкiв та доведено гiпое-
лiптичнiсть ~2b-параболiчних систем. Детальний огляд таких систем та результатiв для
них є у монографiї [23].

Пiзнiше сиcтеми рiвнянь (1) узагальнювалися багатьма вченими. Зокрема, С.Д. Iва-
сишеним та Г.П. Iвасюк розглянуто новий клас систем диференцiальних рiвнянь з ча-
стинними похiдними, який поєднує у собi структури систем, параболiчних за Солон-
никовим i Ейдельманом [12]. У цих системах порядок оператора, який дiє на невiдому
функцiю uj у рiвняннi з номером k, може залежати вiд j та вiд k, крiм того дифе-
ренцiювання за рiзними просторовими змiнними мають загалом рiзну вагу стосовно
диференцiювання за часовою змiнною. Для таких систем рiвнянь доведено теореми
про коректну розв’язнiсть параболiчних початкових задач Солонникова-Ейдельмана
у просторах Гельдера швидкозростаючих функцiй, а також у вiдповiдних просторах
Соболєва-Слободецького для дещо вужчого класу [13].

1 Про лiнiйнi ~2b-параболiчнi системи рiвнянь

~2b-параболiчнi системи рiвнянь в обмежених за часом областях

У працях С.Д. Iвасишена [6], [7] знайдено необхiднi i достатнi умови, за яких розв’яз-
ки однорiдних ~2b-параболiчних систем зображаються у виглядi iнтегралiв Пуассона
функцiй або узагальнених мiр зi спецiальних вагових просторiв. Сукупностi цих фун-
кцiй та узагальнених мiр є множинами початкових значень дослiджуваних розв’язкiв.
У цих працях з’ясовано також, в якому сенсi цi розв’язки задовольняють початковi
умови. Доповнено властивостi фундаментальної матрицi розв’язкiв задачi Кошi для
загальних ~2b-параболiчних систем першого порядку за часовою змiнною, зокрема, зна-
йдено формули, якi виражають коефiцiєнти системи через ФМР, у працi С.Д. Iвасишена
та Г.П. Iвасюк [11].

~2b-параболiчнi системи довiльних порядкiв диференцiювання за часовою змiнною
розглядалися у працi С.Д. Iвасишена та О.С. Кондур [9]. Зокрема, там описана стру-
ктура матрицi Грiна задачi Кошi для загальних ~2b-параболiчних систем та охарактери-
зованi деякi класи розв’язкiв таких систем як класи вiдповiдних iнтегралiв Пуассона
функцiй зi спецiальних вагових просторiв Соболєва. У працi Г.П.Iвасюк [14] одержа-
но оцiнки пiвнорм у просторах Гельдера швидко зростаючих функцiй об’ємного по-
тенцiалу та iнтеграла Пуассона, породжених фундаментальним розв’язком модельного
~2b-параболiчного рiвняння довiльного порядку за всiма змiнними.
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С.Д. Iвасишен та Г.С.Пасiчник займалися випадком ~2b-параболiчних систем зi зро-
стаючими коефiцiєнтами [10]. На системи, що ними розглядалися, накладалися два на-
бори умов, перший з яких вимагає певної гладкостi коефiцiєнтiв системи, а другий –
гельдеровiсть вiдносно ~2b-параболiчної вiдстанi коефiцiєнтiв та спецiальнi обмеження
на характеристику дисипацiї. Для таких систем побудована фундаментальна матриця
розв’язкiв задачi Кошi та одержанi її оцiнки. У цих працях також розглянутий клас ~2b-
параболiчних систем зi зростаючими коефiцiєнтами, якi можна звести до дисипативних
i для яких також iснує фундаментальна матриця розв’язкiв задачi Кошi. Встановленi
її оцiнки, властивiсть нормальностi та формула згортки.

~2b-параболiчнi системи рiвнянь в необмежених за часом областях

У спiльних роботах Iвасишена С.Д., Балабушенко (Фратавчан) Т.М. розглядалися−→
2b-параболiчнi системи рiвнянь в областях, необмежених за часовою змiнною. Для них
були одержанi такi результати:

- введенi спецiальнi Λm,r
δ -умови в термiнах оцiнок фундаментальної матрицi розв’яз-

кiв (ФМР) i матрицi Грiна задачi Кошi ( працi [2]− [3]);
- наведенi приклади класiв систем як першого, так i довiльних порядкiв, якi задо-

вольняють Λm,r
δ -умови (працi [2]− [3]);

- встановленi iнтегральнi зображення та оцiнки розв’язкiв, а також коректна розв’я-
знiсть задачi Кошi i задачi без початкових умов вiдповiдно у пiвпросторах t > 0 i t ≤ T

(працi [1]− [4]);
- доведенi теореми про стiйкiсть розв’язкiв задачi Кошi та теореми типу Лiувiлля

(працi [1]− [4]);
- здiйснена побудова та одержанi оцiнки ФМР полiномiальної в’язки

−→
2b-елiптичних

систем, породженої
−→
2b-параболiчною системою (праця [5]).

Для короткого формулювання результатiв будемо використовувати такi позначення.
Нехай n, b1, . . . , bn – заданi натуральнi числа, причому n ≥ 2, b – найменше спiльне
кратне чисел b1, . . . , bn; mj := b/bj, j ∈ {1, . . . , n}; Zn+ – сукупнiсть усiх n-вимiрних

мультиiндексiв k := (k1, . . . , kn); ‖k‖ :=
n∑
j=1

mjkj, якщо k ∈ Zn+; ‖k̄‖ := 2bk0 + ‖k‖, якщо

k̄ := (k0, k), де k0 ∈ Z1
+, k ∈ Zn+.

Нехай далi N, n1, ..., nN – заданi натуральнi числа, ak0k(t, x) = (aljk0k(t, x))Nl,j=1 – ма-
трицi порядку N , елементами яких є комплекснозначнi функцiї, залежнi вiд часової
та просторової змiнних t ∈ R i x := (x1, . . . , xn) ∈ Rn вiдповiдно, i нехай u(t, x) =

col(u1(t, x), ..., uN(t, x)) – невiдомий, а f(t, x) = col(f1(t, x), ..., fN(t, x)) – заданий стов-
пцi.

Позначимо через Πm := {(t, x) ∈ Rn+1|t ∈ Hm, x ∈ Rn}, m ∈ {1, 2}, де H1 = (0,∞),
H2 = (−∞, T ]. Розглянемо в Πm,m ∈ {1, 2},

−→
2b-параболiчну систему рiвнянь довiльних

порядкiв вигляду

A(t, x, ∂t, ∂x)u(t, x) = f(t, x), (2)

де A(t, x, ∂t, ∂x) := (Alj(t, x, ∂t, ∂x))
N
l,j=1 i
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Alj(t, x, ∂t, ∂x) := δlj∂
nl
t −

∑
2bk0+‖k‖≤2bnj

(k0<nj)

aljk0k(t, x)∂k0t ∂
k
x .

У працях [2], [3] було введено означення Λm,r
δ -умов для систем вигляду (2).

Означення 1. Система (2) задовольняє Λm,r
δ -умову, δ ∈ R,m ∈ N2, r ∈ Z1

+

⋃
{∞},

якщо для неї iснує в Πm матриця Грiна задачi Кошi G = (G0, G1, ..., GN), елементи якої
мають похiднi ∂k0t ∂kxG

lj
0 , ∂

k0
t ∂

k
xG

lµ
j , 2bk0 + ||k|| ≤ 2bnl + r, k0 ≤ nl, µ ∈ Nnj , {l, j} ⊂ NN , i

справджуються оцiнки

|∂k0t ∂kxG
lj
0 (t, x, τ, ξ)| ≤ Ck0k

n∏
ν=1

(αν(t− τ))−1−kν+2bplj0k0
(t−τ)/Meδ(t−τ)Êc(t− τ, x− ξ),

|∂k0t ∂kxG
lµ
j (t, x, τ, ξ)| ≤ Ck0k

n∏
ν=1

(αν(t− τ))−1−kν+2bplµjk0
(t−τ)/Meδ(t−τ)Êc(t− τ, x− ξ),

{t, τ} ⊂ Hm, τ < t, {x, ξ} ⊂ Rn, 2bk0 + ||k|| ≤ 2bnl + r, k0 ≤ nl − 1,

µ ∈ Nnj , {l, j} ⊂ NN , (3)

де Ck0k > 0, c > 0, αν , ν ∈ Nn – невiд’ємнi неспаднi функцiї такi, що αν(0) = 0 i

αν(t) → ∞ при t → ∞, Êc(t, x) := exp

{
−c

n∑
j=1

(αj(t))
−qj |xj|qj

}
, а plj0k0 i plµjk0 – деякi

кусково-сталi функцiї.

Отриманi оцiнки ФМР мали своє застосування до дослiдження властивостей розв’яз-
кiв
−→
2b - параболiчних систем в необмежених за часом областях. Зокрема у працях [1], [4],

встановленi iнтегральнi зображення та оцiнки розв’язкiв в необмежених за часом обла-
стях. Наведемо їх в теоремах 1 i 2.

Для будь-яких t ≥ 0, p ∈ [1,∞] i η := (η1, ..., ηn) з ην ≥ 0, ν ∈ Nn, означимо норми

||v(t, ·)||p,η := ||v(t, ·)Φη(·)||Lp(Rn),

де

Φη(x) := exp

{
−

n∑
ν=1

ην |xν |

}
, x ∈ Rn.

Теорема 1. Нехай система (2) задовольняє Λ1,0
δ -умову зi сталими c > 0, δ ∈ R, фун-

кцiями αν , ν ∈ Nn, p
lj
0k0

i plµjk0 , k0 ∈ Nnl−1, µ ∈ Nnj , {l, j} ⊂ NN , i нехай u = col(u1, ..., uN) –
такий регулярний розв’язок цiєї системи, що для фiксованих p i η виконуються умови:

1) ∀T0 > 0 ∃C > 0 ∀t ∈ [0, T0] ∀j ∈ NN ∀µ ∈ Nnj : ||∂µ−1
t uj(t, ·)||p,η ≤ C,

2) ∀ {l, j} ⊂ NN ∀t ∈ H1 :

||fj(t, ·)||p,η <∞,
∞∫

0

n∏
ν=1

(αν(t− τ))
2b
M
plj00(t−τ)||fj(τ, ·)||p,ηe−δτdτ <∞.
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Тодi для компонент розв’язку u в Π1 правильнi зображення

ul(t, x) =
N∑
j=1

 t∫
0

dτ

∫
Rn

Glj
0 (t, x; τ, ξ)fj(τ, ξ)dξ +

nj∑
µ=1

∫
Rn

Glµ
j (t, x; 0, ξ)ϕµj (ξ)dξ

 , l ∈ NN ,

де ϕµj (x) := ∂µ−1
t uj(0, x), x ∈ Rn, та оцiнки

||ul(t, ·)||p,η ≤ C exp

{
δt+

n∑
ν=1

(ηναν(t))
2bν

2bν(c0qν)2bν−1

}
×

×

 N∑
j=1

t∫
0

n∏
ν=1

(αν(t− τ))
2b
M
plj00(t−τ)||fj(τ, ·)||p,ηe−δτdτ +

N∑
j=1

nj∑
µ=1

n∏
ν=1

(αν(t))
2b
M
plµj0(t)||ϕµj (·)||p,η

 ,

де c0 – фiксована стала з промiжку (0,c).

Розглянемо набiр функцiй

k̂ν(t, aν) :=

{
c0aν(c

2bν−1
0 − (αν(t))

2bνa2bν−1
ν )1−qν , 0 ≤ t ≤ T,

c0aν(c
2bν−1
0 + (αν(|t|))2bνa2bν−1

ν )1−qν , t < 0, ν ∈ Nn,

де c0 ∈ (0, c), стала c i функцiї αν , ν ∈ Nn, з Λ2,0
δ -умови, aν , ν ∈ Nn, – невiд’ємнi числа

такi, що αν(T ) <
(
c0
aν

)1/qν
, i означимо для будь-яких t ∈ H2 i p ∈ [1,∞] норми

||v(t, ·)||k̂(t,a)
p := ||v(t, ·)Ψ̂−1(t, ·)||Lp(Rn),

де k̂(t, a) := (k̂1(t, a1), ..., k̂n(t, an)), Ψ̂z(t, x) := exp

{
z

n∑
ν=1

k̂ν(t, aν)|xν |qν
}
,

t ∈ H2, x ∈ Rn, z ∈ R.

Теорема 2. Нехай система (2) задовольняє Λ2,0
δ -умову зi сталими c > 0, δ ∈ R, фун-

кцiями αν , ν ∈ Nn, та функцiями plj0k0 i plµjk0 . Далi, нехай u = col(u1, ..., uN) – такий
регулярний розв’язок цiєї системи, що для фiксованого p ∈ [1,∞] виконуються умови:

1) ∃C > 0 ∀µ ∈ Nnj ∀{l, j} ⊂ NN ∀{t, t0} ⊂ H2, t0 < t :

Rlµ
j (t, t0) :=

n∏
ν=1

(αν(t− t0))
2b
M
plµj0(t−t0)e−δt0||∂µ−1

t0 uj(t0, ·)||k̂(t0,a)
p ≤ C,

причому для p =∞ Rlµ
j (t, t0)→ 0 при t0 → −∞;

2) функцiї fj :=
N∑
l=1

Ajl(t, x, ∂t, ∂x)uj, l ∈ NN , наперервнi та задовольняють умови

∀{l, j} ⊂ NN ∀t ∈ H2 : ||fj(t, ·)||k̂(t,a)
p <∞,

t∫
−∞

n∏
ν=1

(αν(t− τ))
2b
M
plj00(t−τ)e−δτ ||fj(τ, ·)||k̂(τ,a)

p dτ <∞.
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Тодi для ul, l ∈ NN правильнi зображення

ul(t, x) =
N∑
j=1

t∫
−∞

dτ

∫
Rn

Glj
0 (t, x; τ, ξ)fj(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ Π2,

та оцiнки

||ul(t, ·)||k̂(t,a)
p ≤ Ceδt

N∑
j=1

t∫
−∞

e−δτ
n∏
ν=1

(αν(t− τ))
2b
M
plj00(t−τ)||fj(τ, ·)||k̂(τ,a)

p dτ, t ∈ H2.

У тих же працях [1] − [4] доведено теорему про стiйкiсть розв’язкiв задачi Кошi
для системи (2). Для її формулювання розглянемо в Π2 однорiдну систему (2), тобто
систему вигляду

A(t, x, ∂t, ∂x)u(t, x) = 0. (4)

Для неперервних функцiй v : Π1 → C означимо норми

||v||g(·)p,η := sup
t≥0

(g(t)||v(t, ·)||p,η),

де p ∈ [1,∞], η := (η1, ..., ηn), ην ≥ 0, ν ∈ Nn i g : H1 → H1 – деяка неперервна функцiя.
Розглядатимемо розв’язки u := col(u1, ..., uN) системи (4) у Π1, якi задовольняють

умову

∀T0 > 0 ∃C > 0 ∀t ∈ [0, T0] : |||u(t, ·)|||p,η := max
µ∈Nnj ,j∈NN

||∂µ−1
t uj(t, ·)||p,η ≤ C. (5)

Означення 2. Нульовий розв’язок системи (4) називатимемо Eg(·)
p,η − стiйким, якщо для

довiльного ε > 0 iснує таке ∆ > 0, що для будь-якого розв’язку u цiєї системи, який задо-
вольняє умову (5) та умову |||u(0, ·)|||p,η < ∆, справджується нерiвнiсть max

l∈NN
||ul||g(·)p,η < ε.

Теорема 3. Нехай система (4) задовольняє Λ1,0
δ -умову зi сталими c > 0, δ ∈ R, фун-

кцiями αν , i plµjk0 . Тодi її нульовий розв’язок є Eg(·)
p,η − стiйким з довiльним p ∈ [1,∞] i

ην ≥ 0, ν ∈ Nn та функцiєю

g(t) := exp

{
−

(
δt+

n∑
ν=1

(ηναν(t))
2bν

2bν(c0qν)2bν−1

)}
N∑
j=1

nj∑
µ=1

n∏
ν=1

(αν(t))
− 2b
M
plµj0(t), t > 0,

де c0 ∈ (0, c), сталi c i δ з Λ1,0
δ - умови.

У працях [1] − [4] доведенi теореми типу Лiувiлля для розв’язкiв систем, якi задо-
вольняють Λ2,r

δ - умови. Наведемо одну з них.

Теорема 4. Нехай система (4) задовольняє Λ2,r
0 -умову з досить великим r ≥ 0 i нехай

u := col(u1, ..., uN) – розв’язок цiєї системи, для компонент якого виконується умова

∃C > 0 ∀(t, x) ∈ Π2 ∀µ ∈ Nnl ∀l ∈ NN : |∂µ−1
t ul(t, x)| ≤ C

n∏
ν=1

(1 + |xν |)βν , (6)

де βν ≥ 0, ν ∈ Nn. Тодi ul, як функцiя xν , є многочленом степеня, не вищого βν .
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У працi [5] наведенi результати побудови та оцiнки фундаментальної матрицi
розв’язкiв полiномiальної в’язки

−→
2b-елiптичних систем, породженої

−→
2b-параболiчною си-

стемою.
Розглядаються стацiонарнi

−→
2b-параболiчнi системи вигляду

A(x, ∂t, ∂x)u(t, x) = f(t, x), (7)

i

A(x, ∂t + µ, ∂x)u(t, x) = f(t, x), (8)

де µ -комплексний параметр.
Цим системам вiдповiдає полiномiальна в’язка

−→
2b-елiптичних систем

N∑
j=1

Lµlj(x, ∂x)uj(x) :=
N∑
j=1

− ∑
2bk0+‖k‖≤2bnj

(0≤k0<nj)

aljk0k(x)µk0∂kxuj(x) + δljµ
njul(x)

 =

= gl(x), x ∈ Rn, µ ∈ C, l ∈ NN . (9)

Теорема 5. Нехай Z(t, x, ξ) = (Z(t, x, ξ))Nl,j=1, t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn, – фундаментальна
матриця розв’язкiв задачi Кошi для системи (7), яка задовольняє Λ1,r

δ -умову з δ ∈ R,

функцiями αν = t1/(2bν), t > 0, i plj00 =

{
plj1 , t ≤ 1,

plj2 , t > 1.
. Тодi формулою

Eµ(x, ξ) =

∞∫
0

e−µβZ(β, x, ξ)dβ, {x, ξ} ⊂ Rn, x 6= ξ, (10)

визначається фундаментальна матриця розв’язкiв системи (9) з µ ∈ C таким, що
Reµ > δ. Для елементiв Eµ

lj, {l, j} ⊂ NN , матрицi Eµ справджуються оцiнки

|∂kxE
µ
lj(x, ξ)| ≤


C, M + ||k|| < 2b(plj1 + 1),

Cln[x− ξ]−1
q + C1, M + ||k|| = 2b(plj1 + 1),

C[x− ξ]2b(p
lj
1 +1)−M−||k||

q , M + ||k|| > 2b(plj1 + 1),

[x− ξ]q ≤ 1, (11)

|∂kxE
µ
lj(x, ξ)| ≤ C exp{−hµ[x− ξ]q/q′′q }, [x− ξ]q > 1, (12)

{x, ξ} ⊂ Rn, x 6= ξ, ||k|| ≤ 2bnl + r, {l, j} ⊂ NN ,

де C > 0, C1 > 0, hµ > 0, q := 2b/(2b− 1), q′′ := 2b′′/(2b′′ − 1), b′′ := min
ν∈Nn

bν ,

[x]q :=

(
n∑
j=1

|xj|qj
)1/q

.
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У випадку, коли Reµ = δ iнтеграл (10), взагалi кажучи, розбiгається. У цьому ви-
падку регуляризацiю iнтеграла (10) можна здiйснювати за допомогою многочленiв, якi
є частинними сумами рядiв Тейлора для функцiй Zlj, {l, j} ⊂ NN :

Eµ
lj(x, ξ) =

∞∫
0

e−µβ(Zlj(β, x, ξ)− P2b(plj01+1)−M(Zlj)(β, x, ξ))dβ, (13)

де для функцiї h : Rn → C i l >= 0

Pα(h)(x) :=
∑
||k||≤α

(x− ξ)k

k!
∂kyh(y), x ∈ Rn.

Теорема 6. Нехай система (7) задовольняє Λ1,r
δ -умову з δ ∈ R, αν(t) = t1/(2bν), t > 0, i

plj0k0(t) =

{
plj1 , t ≤ 1,

plj2 , t > 1,
такими, що plj1 > plj2 , {l, j} ⊂ NN , а Z(t, x, ξ) = (Zlj(t, x, ξ))

n
l,j=1,

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn – її фундаментальна матриця розв’язкiв. Тодi формулою (13) визна-
чаються елементи фундаментальної матрицi розв’язкiв Eµ системи (9) з µ ∈ C таким,
що Reµ = δ. При цьому для елементiв Eµ

lj виконуються при [x − ξ]q ≤ 1 оцiнки (11), а
при [x− ξ]q > 1 i M + ||k|| > 2b(plj1 + 1) – оцiнки

|∂kxE
µ
lj(x, ξ)| ≤ C[x− ξ]2b(p

lj
2 +1)−M−||k||

q , {l, j} ⊂ NN .

2 Про нелiнiйнi рiвняння типу Ейдельмана

Використовуючи iдеї С.Д. Iвасишена, львiвська наукова школа проф. С.П. Лавре-
нюка розпочала вивчення задач для нелiнiйних рiвнянь типу Ейдельмана (в (1) числа
N = 1, j = 1, k0 = 0). Для задачi Кошi, мiшаних та обернених задач для таких ти-
пiв рiвнянь встановлювалися умови iснування та єдиностi узагальнених розв’язкiв в
проcторах Соболєва та Лебега, знаходилися оцiнки цих розв’язкiв. Нижче наведемо їх
огляд.

Нехай Dx ⊂ Rk i Dy ⊂ Rm – областi, причому ∂Dx ∈ C1 i ∂Dy ∈ C1, k, m ∈ N.
Введемо позначення: Ω = Dx × Dy, Qτ = Ω × (0, τ), Sτ = ∂Ω × (0, τ), де τ ∈ (0, T ],

T <∞.
Мiшанi задачi для нелiнiйних рiвнянь типу Ейдельмана

В областi QT розглянемо мiшану задачу

ut +
k∑

i,j=1

(aij(z, t)|uxixj |p−2uxixj)xixj −
n∑
i=1

(bi(z, t)|uzi |q−2uzi)zi+

+c(z, t)|u|r−2u+ g(z, t, u) = f(z, t), (14)

u|ST = 0,
∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂Dx×Dy×(0,T )

= 0, (15)
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u(z, 0) = u0(z), z ∈ Ω, (16)

де z = (x, y) ∈ Rn, x ∈ Dx, y ∈ Dy, n = k+m, ν – одиничний вектор зовнiшньої нормалi
до ∂Dx × Dy × (0, T ), числа p > 1, q > 1, r > 1, а g – нелiнiйна функцiя, яка може
мiстити степеневi нелiнiйностi.

Припустимо, що для коефiцiєнтiв рiвняння (14) виконуються умови:

(A): aij ∈ L∞(QT ), aij(z, t) ≥ a0 > 0 майже для всiх (z, t) ∈ QT , i, j ∈ {1, . . . , k};

(B): bi ∈ L∞(QT ), bi(z, t) ≥ b0 > 0 майже для всiх (z, t) ∈ QT , i ∈ {1, . . . , n};

(C): c ∈ L∞(QT ), c(z, t) ≥ c0 > 0 майже для всiх (z, t) ∈ QT ;

(F): f ∈ C(QT );

(U): u0 ∈ H1
0 (Ω), u0xixj ∈ L2(Dx), i, j ∈ {1, . . . , k}.

Означення 3. Функцiю u ∈ V (QT ), яка задовольняє iнтегральну рiвнiсть

∫
Qτ

[
utv +

k∑
i,j=1

aij(z, t)|uxixj |p−2uxixjvxixj +
n∑

i,j=1

bij(z, t)|uzi |q−2uzivzj + c(z, t)|u|r−2uv+

+g(z, t, u)v − f(z, t)v] dxdt = 0

для всiх τ ∈ (0, T ], для всiх функцiй v ∈ C([0, T ];C2
0(Ω)), i початкову умову (16), назвемо

узагальненим розв’язком задачi (14)–(16). Простiр V означено пiзнiше щодо кожної
задачi.

Нехай q > 1, p > 1, r > 1, функцiя g ≡ 0, а областi Dx, Dy – обмеженi. У працi [18]
вcтановлено, що за умов (A), (B), (C), (F), (U) iснує узагальнений розв’язок задачi (14)–
(16), такий, що u ∈ L∞((0, T );L2(Ω)), u ∈ Lp((0, T );V 2

0 (Ω))∩Lq((0, T );V 1
0 (Ω))∩Lr0(QT ),

де V 1
0 (Ω) = W 1,q

0 (Ω)∩L2(Ω), V 2
0 (Ω) = Lp(Dy;W 2,p

0 (Dx))∩L2(Ω). Якщо ж p ≥ 2 i q ≥ 2n
n+2

,

то u ∈ C([0, T ];L2(Ω)).

Для розв’язкiв u цiєї задачi виконуються такi оцiнки:

Теорема 7. Нехай p ≥ 2, а f(z, t) ≡ 0. Тодi:
1) якщо q > 2, то ∫

Ω

|u|2 dz ≤ µ1

(
Rθ0

t

) 2
q−2

,

де стала µ1 залежить вiд q, n, b0 та радiуса R найменшої кулi, яка мiстить область Ω,

θ0 = qn+2(q−n)
2

;

2) якщо 2n
n+2
≤ q < 2, то u(z, t) = 0 майже для всiх (z, t) ∈ QT\Qt0 , де

t0 = µ2

(∫
Ω

|u(z, 0)|2 dz
) 2−q

2

, а стала µ2 залежить вiд q, n, b0, Ω.
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У працi [16] в обмеженiй областi QT розглянуто мiшану задачу для рiвняння (14) з

q = 2, p = 2, r > 1 та iнтегральним доданком g(z, t, u) =
t∫

0

g(t− s)
n∑
i=1

uzizi(z, s)ds, де

g ∈ C1([0, T ]). Встановлено, що за умов b0 −
∫∞

0
g(ξ)dξ > 0, aijt, bijt, ct ∈ L∞(QT ) iснує

єдиний узагальнений розв’язок задачi (14)–(16). Для цього розв’язку u виконуються
такi оцiнки:

Теорема 8. Нехай коефiцiєнти aij, bij, c не залежать вiд t, а f ≡ 0. Тодi
1) якщо iснує така стала c > 0, що g(t) ≤ g(0)e−ct, то∫

Ωt

[u2 + u2
t ]dz ≤

∫
Ω0

[u2 + u2
t ]dz +

M

δ|µ− 2c|

 e−κt,

де

κ = min{2c;µ}, M =

∫
Ωτ

n∑
i=1

(u0zi)
2dz,

µ =
2a0

c2
2

+
1

c1

(
2b0 − 2

∫ ∞
0

g(ξ)dξ − δ
)
,

δ – мале число, таке, що µ > 0,

κ = min{2c;µ},

сталi c1, c2 залежать тiльки вiд n та Ω, i визначаються нерiвностями Фрiдрiхса:∫
Ωτ

u dz ≤ c1

∫
Ωτ

n∑
i=1

uzi dz,

∫
Ωτ

k∑
i=1

(uxi)
2 dz ≤ c2

∫
Ωτ

k∑
i=1

(uNxixi)
2 dz.

2) якщо g′(t) ≤ −c3[g(t)]1+ 1
s , s ≥ 1, c3 > 0, то iснує така стала c4 ≥ 0, що для

розв’язку задачi (14)–(16) виконується оцiнка∫
Ωt

[u2 + u2
t ]dz ≤

c4

(t+ 1)2s−1
.

Нехай q > 1, p = 2, r = 2, областi Dx, Dy – обмеженi, а функцiя g(z, t, u) =

−g(z, t)|u|s−2u. У працi [21] вcтановлено умови iснування та єдиностi локального уза-
гальненого розв’язку задачi (14)–(16), а також умови, за яких глобальний розв’язок
задачi не iснує:

Теорема 9. Нехай u0 ∈ L2(s−1)(Ω) ∩ L2(Dy; H2
0 (Dx) ∩ H4(Dx)) ∩ W

1,2(q−1)
0 (Ω),

|u0,zi |q−2u0,zi ∈ H1(Ω) для всiх i ∈ {1, . . . , n}, 2 < q < s ≤ 2n+2
n

при n > 2 i 2 < q < s при
n ∈ {1, 2}, n ≤ qs

s−q , f, ft ∈ L
2(Qt0) для довiльного t0 > 0. Тодi знайдеться таке T > 0,

що в областi QT iснує узагальнений розв’язок задачi (14)–(16), причому T залежить вiд
коефiцiєнтiв, вiльного члена i початкової умови задачi.
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Теорема 10. Нехай коефiцiєнти задачi не залежать вiд t, а f ≡ 0. Виконуються умови
u0 ∈ L2(s−1)(Ω) ∩ L2(Dy;H2

0 (Dx) ∩H4(Dx)) ∩W 1,2(q−1)
0 (Ω), |u0,zi |q−2u0,zi ∈ H1(Ω) для всiх

i ∈ {1, . . . , n}. Тодi якщо 2 < q < s, n ≤ qs
s−q i

∫
Ω0

[
1

2

k∑
i,j=1

aij(z)(uxixj)
2 +

1

2
c(z)u2 +

1

q

n∑
i=1

bi(z)|uzi |q −
1

s
g(z)|u|s

]
dz < 0

то не iснує глобального розв’язку задачi (14)–(16) та

lim
t→T−0

∫
Qt

|u|s dz = +∞.

Нехай g(z, t, u) ≡ 0, q = 2, p ∈ (1, 2], r > 2, а областi Dx, Dy – необмеженi. У працi
[17] встановлено умови однозначної розв’язностi задачi (14)–(16) в необмеженiй областi:

Теорема 11. Нехай u0 ∈ L2
loc(Ω), f ∈ L2((0, T ), L2

loc(Ω)), n < min
{

2p
2−p ,

2pr
r−p ,

2r
r−2

}
. Тодi

iснує єдиний узагальнений розв’язок задачi (14)–(16) такий, що u ∈ C([0, T ];

L2
loc(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1,0

loc (Ω)) ∩ Lp((0, T );V p
loc(Ω)) ∩ Lr((0, T );Lrloc(Ω)). Тут

V p
loc(Ω) =

{
u : uxixj ∈ Lp(ΩR), i, j ∈ {1, . . . , k}, u|(∂Dx∩DRx )×Dy = 0, ∂u

∂ν

∣∣
(∂Dx∩DRx )×Dy

= 0,

R>0} , ΩR = DRx ×DRy , DRx = Dx ∩ {x ∈ Rk : |x| < R}, DRy = Dy ∩ {y ∈ Rm : |y| < R}.

Оберненi задачi для слабко нелiнiйних рiвнянь типу Ейдельмана

Нехай Dx i Dy — обмеженi областi, p = 2, q = 2, r = 2, а функцiя g задовольняє
умову Лiпшиця за змiнною u. У працях [20, 24] в областi QT розглянуто такi зада-
чi: встановити достатнi умови iснування та єдиностi пари функцiй (u(z, t), c(t)), (або
(u(z, t), f2(t))), яка задовольняє рiвняння

ut +
k∑

i,j=1

(aij(z, t)uxixj)xixj −
n∑

i,j=1

(bij(z, t)uzi)zj+

+(c(t) + q(z))u+ g(z, t, u) = f1(z)f2(t), (17)

а також початковi i крайовi умови

u(z, 0) = u0(z), z ∈ Ω, (18)

u|ST = 0,
∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂Dx×Dy×(0,T )

= 0 (19)

та умову перевизначення∫
Ω

K(z)u(z, t) dz = E(t), t ∈ [0, T ]. (20)
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Означення 4. Пару функцiй (u(z, t), c(t)) (чи (u(z, t), f2(t))) назвемо узагальненим
розв’язком задачi (17) – (20), якщо u ∈ L2(0, T ;V1(Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)), ut ∈ L2(QT ),

c ∈ C([0, T ]) (чи f2 ∈ C([0, T ])), вона задовольняє рiвнiсть∫
Qτ

(
utv +

k∑
i,j=1

aij(z, t)uxixjvxixj +
n∑

i,j=1

bij(z, t)uzivzj + (c(t) + q(z))uv+

+g(z, t, u)v) dz dt =

∫
Qτ

(f1(z)f2(t))v dz dt

для всiх τ ∈ (0, T ], i всiх функцiй v ∈ L2(0, T ;V1(Ω)), та виконуються умови (18), (20).
Тут V1(Ω) =

{
u : u ∈ W 1,2

0 (Ω), uxixj ∈ L2(Ω), i, j ∈ {1, . . . , k}, ∂u
∂ν

∣∣
∂Dx×Dy

= 0
}
.

Нехай коефiцiєнти рiвняння (17) i початковi умови задовольняють умови:

(A 1): aij ∈ C([0, T ];L∞(Ω)), aij,t ∈ L∞(QT ), aij(z, t) ≥ a0 > 0 для майже всiх

(z, t) ∈ QT , i, j ∈ {1, . . . , k};
(B 1): bij ∈ C([0, T ];L∞(Ω)), bij,t ∈ L∞(QT ), i, j ∈ {1, . . . , n};

n∑
i,j=1

bij(z, t)ξiξj ≥ b0|ξ|2 для всiх ξ ∈ Rn i для майже всiх (z, t) ∈ QT , b0 > 0;

(C 1): c ∈ C([0, T ]), c(t) ≥ c0 для всiх t ∈ [0, T ], де c0 – стала;

(Q 1): q ∈ L∞(Ω), q(z) ≥ q0 для майже всiх z ∈ Ω, де q0 – стала;

(G 1): g(z, t, ξ) – вимiрна за змiнними (z, t) в QT для всiх ξ ∈ R1

i неперервна за змiнною ξ для майже всiх (z, t) ∈ QT , крiм того, iснує така

додатна стала g0,що |g(z, t, ξ)− g(z, t, η)| ≤ g0|ξ − η|
для майже всiх (z, t) ∈ QT i всiх ξ, η ∈ R1;

(F 1): f1 ∈ C([0, T ]);

(F 2): f2 ∈ L2(Ω);

(U 1): u0 ∈ V1(Ω);

(K): K∈V1(Ω), Kxixixjxj ∈L2(Ω), Kzrzs∈L2(Ω), i, j∈{1, . . . , k}, r, s∈{1, . . . , n};

(E): E ∈ W 1,2(0, T ), E(0) =

∫
Ω

K(z)u0(z) dz.

Теорема 12. Нехай c(t) – задана функцiя i виконуються умови (A 1), (B 1), (C 1), (Q 1),
(G 1), (F 1), (U 1), (K), (E) та

∫
Ω

K(z)f1(z) dz 6= 0. Тодi iснує єдиний узагальнений розв’я-

зок (u(z, t), f2(t)) задачi (17) – (20) в областi QT .

Теорема 13. Нехай f2(t) – задана функцiя, виконуються умови (A 1), (B 1), (Q 1),
(F 1), (F 2), (U 1), (K), (E) та aij,xixj ∈ C([0, T ];L2(Ω)), brs,zr ∈ C([0, T ];L2(Ω)), i, j ∈
{1, . . . , k}, r, s∈{1, . . . , n}, а функцiя E(t) 6= 0 для всiх t ∈ [0, T ]. Тодi iснує таке число
0 < T0 ≤ T , що узагальнений розв’язок (u(z, t), c(t)) задачi (17) – (20) в областi QT0 iснує
та єдиний.
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Задача Кошi для напiвлiнiйного параболiчного за Ейдельманом рiвняння
Нехай теперQT = Rn×(0, T ). У працях [19, 15] розглянуто задачу Кошi для рiвняння

(14), в якому функцiя g(z, t, u) ≡ 0, з початковою умовою

u(z, 0) = u0(z), z ∈ Rn. (21)

За умов (A), (B), (C), (F), (U) отримано умови iснування та єдиностi узагальненого
розв’язку в класi Тихонова (у працi [15] p = q = 2, r ∈ (1, 2], а в [19] p ≥ 2, q ≥ 2, r ≥ 1).
Крiм того, встановлено умови компактностi носiя розв’язку.

Позначимо ωk(T ) = sup
xk∈R
{z ∈ suppu(·, T )}, Sk,f (T ) = sup

xk∈R
{z ∈ supp f, t ∈ (0, T )},

Sk(T ) = sup{Sk,f (T )k(0)}, Ek(ξ) =
∫

QT∩{xk>ξ}
(

k∑
i,j=1

|uxixj |q +
n∑
i=1

|uxi |q)(xk − ξ)s dz dt,

a = q−2
2q

(
q−2
2q

+ 1
n+|q|+1

)−1
.

Теорема 14. Нехай виконуються умови (A), (B), (C), (F), (U), Sm(t) < +∞, p = q. Тодi
iснує таке число x0

k, що

E0(ξ) ≤ µ exp

[
− ξ − x0

k

µ(1 + T 1−α)1/q

]
при ξ ≥ max{(1 + T 1−α)1/q;x0

k}, де стала µ залежить вiд коефiцiєнтiв задачi.

Для отримання умов однозначної розв’язностi задачi Кошi для нелiнiйних рiвнянь
Ейдельмана, мiшаних та обернених задач, викориcтано влаcтивоcтi функцiй з проcторiв
Соболєва, методи монотонностi, компактностi, послiдовних наближень.

3 Висновки

У статтi проведено огляд результатiв, отриманих С.Д. Iвасишеним та його учнями,
при дослiдженнi задачi Кошi для лiнiйних ~2b-параболiчних систем рiвнянь. Цi резуль-
тати знайшли своє продовження у дослiдженнях нелiнiйних узагальнень рiвнянь типу
Ейдельмана львiвськими математиками.
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The problems for Eidelman type equations and systems of equations are considered in this
paper. They were the large part of scientific interests for Prof. Ivasyshen S.D. The results of
investigations of Cauchy problem, initial-boundary and the inverse problems for this type of
equations in bounded or unbounded domains are given. The results are represented as the
estimates of the solutions, the integral representations of solutions, theorems of the existence,
uniqueness and stability of solutions.


