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Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ îäíîãî êëàñó (2+1)-âèìiðíèõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

öiíîóòâîðåííÿ àçiéñüêèõ îïöiîíiâ

Ïðîâåäåíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ îäíîãî êëàñó (2+1)-âèìiðíèõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü öi-

íîóòâîðåííÿ àçiéñüêèõ îïöiîíiâ. ßê ðåçóëüòàò áóëî çíàéäåíî ÿäðî ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð

iíâàðiàíòíîñòi òà íåïåðåðâíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî êëàñó ðiâíÿíü. Çà äî-

ïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi âèäiëåíî âñi íååêâiâàëåíòíi ïiäêëàñè ðiâíÿíü, ÿêi

ìàþòü àëãåáðó iíâàðiàíòíîñòi øèðøó íiæ, ÿäðî îñíîâíèõ àëãåáð iíâàðiàíòíîñòi.

Êëþ÷îâi ñëîâà i ôðàçè: ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ, ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi, ðiâíÿííÿ àçié-

ñüêèõ îïöiîíiâ.
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Âñòóï

Ó ðîáîòi äîñëiäæåíî ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi êëàñó (2+1)-âèìiðíèõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

âèãëÿäó

ut = x2uxx + f(x)uy, (1)

äå u = u(t, x, y), ut =
∂u

∂t
, uy =

∂u

∂y
, uxx =

∂2u

∂x2
; f(x) 6= const ¹ äîâiëüíîþ ãëàäêîþ

ôóíêöi¹þ.

Ðiâíÿííÿ (1) ìîæíà îòðèìàòè çàìiíîþ íåçàëåæíèõ òà çàëåæíî¨ çìiííèõ ç ëiíiéíîãî

ðiâíÿííÿ öiíîóòâîðåííÿ àçiéñüêèõ îïöiîíiâ [2]:

∂V

∂τ
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
+ f(S)

∂V

∂A
− rV = 0, (2)

äå V = V (τ, S,A); r, σ � ñòàëi. Ó çàçíà÷åíié çàìiíi S = x i ôóíêöiÿ f(S) ìà¹ òàêèé

ñàìèé âèãëÿä, ÿê i â ðiâíÿííi (1).

ÓÄÊ 517.912:512.816

2010 Mathematics Subject Classi�cation: 35K10, 58J70.

©Ñïi÷àêÑ.Â., ÑòîãíiéÂ. I., Êîïàñü I.Ì., 2022



Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ îäíîãî êëàñó ðiâíÿíü öiíîóòâîðåííÿ àçiéñüêèõ îïöiîíiâ 241

Ðiâíÿííÿ (2) ìiñòèòü íèçêó âiäîìèõ ðiâíÿíü àçiéñüêèõ îïöiîíiâ. Òàê, ó ðîáîòi [2]

ðîçãëÿäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ iç f(S) = S òà f(S) = lnS, ó ðîáîòi [1] � ðiâíÿííÿ iç f(S) =
1

S
.

Øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ðiâíÿííÿ (2) â çàäà÷àõ ôiíàíñîâî¨ ìàòåìàòèêè âèêëèêà¹ áåççà-

ïåðå÷íèé iíòåðåñ äî îòðèìàííÿ éîãî òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Îäíèì iç íàéáiëüø åôåêòèâíèõ

ìåòîäiâ, ùî äîçâîëÿþòü çäiéñíèòè ïîøóê ðîçâ'ÿçêiâ, ¹ ìåòîäè ãðóïîâîãî àíàëiçó [7, 9].

Ó ðîáîòi [13] äîñëiäæåíî ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi ðiâíÿííÿ (2) iç f(S) = S é îòðè-

ìàíî òàêèé ðåçóëüòàò: ðiâíÿííÿ äîïóñêà¹ 5-ïàðàìåòðè÷íó ãðóïó íåòðèâiàëüíèõ ëîêàëü-

íèõ ïåðåòâîðåíü íåçàëåæíèõ i çàëåæíèõ çìiííèõ. Öå äàëî ìîæëèâiñòü áóäóâàòè òî÷íi

ðîçâ'ÿçêè ó ÿâíîìó âèãëÿäi ðiâíÿííÿ (2) ÷åðåç ïðîâåäåííÿ ñèìåòðiéíî¨ ðåäóêöi¨ çà îïå-

ðàòîðàìè ç àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi öüîãî ðiâíÿííÿ.

Îñêiëüêè òåîðåòèêî-ãðóïîâi ìåòîäè äàþòü çìîãó iíòåãðóâàòè äèôåðåíöiàëüíi ðiâ-

íÿííÿ, ÿêi ìàþòü íåòðèâiàëüíi ãðóïè iíâàðiàíòíîñòi, òî àêòóàëüíîþ ¹ çàäà÷à ãðóïîâî¨

êëàñèôiêàöi¨ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1) ç äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ.

Ñó÷àñíó ïîñòàíîâêó çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çðîáèâ

ó 1959 ð. Ë. Â. Îâñÿííiêîâ ó ðîáîòi [10], äå âií çàïðîïîíóâàâ ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ òà çàñòîñóâàâ éîãî äëÿ êëàñèôiêàöi¨ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü òåïëîïðî-

âiäíîñòi. Äåòàëüíèé îãëÿä ïóáëiêàöié iç ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ñòàíîì íà ñåðåäèíó 90-õ ðð. XX ñò. íàâåäåíî â äîâiäíèêó [6]. Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ

åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ó ïðîñòîðàõ âèùî¨ ðîçìiðíîñòi, íiæ ó äâîâèìiðíîìó ïðîñòîði-÷àñi,

ðîçãëÿíóòî ó ïðàöÿõ [3�5,8, 11,12,14].

Ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëàñó ðiâíÿíü (1) äîçâîëèòü âèîêðåìèòè

ïiäêëàñè ðiâíÿííÿ, ùî äîïóñêàþòü íåòðèâiàëüíi ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi, à òàêîæ ïîáó-

äóâàòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè òàêèõ ðiâíÿíü.

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ìåòîþ ðîáîòè ¹: 1) çíàéòè ÿäðî Aker ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð iíâàðiàíòíîñòi äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü iç êëàñó (1); 2) çíàéòè íåïåðåðâíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî

êëàñó ðiâíÿíü; 3) âèäiëèòè óñi íååêâiâàëåíòíi ðiâíÿííÿ iç êëàñó, ùî äîïóñêàþòü àëãåáðó

iíâàðiàíòíîñòi âèùî¨ ðîçìiðíîñòi, íiæ Aker.

2 ßäðî ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð iíâàðiàíòíîñòi

Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü (1) ìîæíà ïðîâåñòè, âèêîðèñòîâóþ÷è êëàñè÷íèé ìå-

òîä Ëi-Îâñÿííiêîâà [7, 9]. Ïåðøèé åòàï ðåàëiçàöi¨ öüîãî àëãîðèòìó âèìàãà¹ îá÷èñëåí-

íÿ ÿäðà ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð iíâàðiàíòíîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äîñëiäæóâàíîãî

êëàñó, òîáòî äîçâîëÿ¹ çíàéòè ìàêñèìàëüíó àëãåáðó iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (1) çà äî-

âiëüíî¨ ôóíêöi¨ f(x).

Òåîðåìà 1. Ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (1) çà äîâiëüíî¨ ãëàäêî¨

ôóíêöi¨ f(x) ¹ àëãåáðà

Aker =< ∂t, ∂y, u∂u, β(t, x)∂u > (3)

äå ôóíêöiÿ β(t, x) ¹ äîâiëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ βt = x2βxx.
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Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç àëãîðèòìîì Ëi-Îâñÿííiêîâà iíôiíiòåçèìàëüíi îïåðàòîðè, ùî ãå-

íåðóþòü àëãåáðó iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (1), øóêà¹ìî ó êëàñi îïåðàòîðiâ

X = τ∂t + ξ1∂x + ξ2∂y + η∂u, (4)

äå τ = τ(t, x, y, u), ξ1 = ξ1(t, x, y, u), ξ2 = ξ2(t, x, y, u), η = η(t, x, y, u) � äîâiëüíi äâi÷i

äèôåðåíöiéîâàíi ôóíêöi¨ â äåÿêié îáëàñòi ïðîñòîðó íåçàëåæíèõ t, x, y òà çàëåæíî¨

çìiííî¨ u.

Ç óìîâè X̃(ut− x2uxx− f(x)uy)

∣∣∣∣
ut=x2uxx+f(x)uy

= 0, äå X̃ � äðóãå ïðîäîâæåííÿ îïåðà-

òîðà X, îòðèìó¹ìî ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü, ùîá çíàéòè êîîðäèíàòè îïåðàòîðà

X òà ôóíêöi¨ f(x):

τx = τu = ξ1u = ξ2x = ξ2u = ηuu = 0, (5)

xτt − 2xξ1x + 2ξ1 − xf(x)τy = 0, (6)

ξ1t − x2ξ1xx − f(x)ξ1y + 2x2ηux = 0, (7)

f ′(x)ξ1 + f(x)(τt − ξ2y)− (f(x))2τy + ξ2t = 0, (8)

ηt − x2ηxx − f(x)ηy = 0. (9)

Iç ðiâíÿíü (5) îòðèìó¹ìî, ùî

τ = τ(t, y), ξ1 = ξ1(t, x, y), ξ2 = ξ2(t, y), η = α(t, x, y)u+ β(t, x, y).

Äàëi, îñêiëüêè ôóíêöiÿ f(x) äîâiëüíà, òî ðîçùåïèâøè ðiâíÿííÿ (6)�(9) çà f(x), f ′(x)

òà (f(x))2 é ðîçâ'ÿçàâøè îòðèìàíi ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî òàêi ðiâíîñòi:

τt = τy = ξ1 = ξ2t = ξ2y = αt = αx = αy = βy = 0; βt − x2βxx = 0,

çâiäêè

τ = C1, ξ
1 = 0, ξ2 = C2, η = C3u+ β(t, x), (10)

äå Ci, i ∈ {1, 2, 3} � äîâiëüíi ñòàëi iíòåãðóâàííÿ, β(t, x) � äîâiëüíèé ãëàäêèé ðîçâ'ÿçîê

ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ βt = x2βxx. Îïåðàòîð X iç êîîðäèíàòàìè (4) ïîðîäæó¹ àëãåáðó (3).

Òåîðåìó äîâåäåíî.

3 Ãðóïà ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi

Ùîá äîñëiäèòè ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi ïåâíîãî êëàñó, âàæëèâî çíàòè ïåðåòâîðåííÿ

åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî êëàñó, òîáòî òàêi ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ, ÿêi ïåðåâîäÿòü áóäü-ÿêå

ðiâíÿííÿ iç êëàñó (1) â äåÿêå iíøå ðiâíÿííÿ ç öüîãî ñàìîãî êëàñó. Çà äîïîìîãîþ ïå-

ðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi êëàñ ðiâíÿíü ìîæíà ïîäiëèòè íà íååêâiâàëåíòíi ïiäêëàñè,

âèäiëèâøè ïðè öüîìó â êîæíîìó ç ïiäêëàñiâ ïî îäíîìó ïðåäñòàâíèêó ç íàéïðîñòiøèì

âèãëÿäîì ðiâíÿííÿ, ÿêi íàçèâàþòü êàíîíi÷íèìè ðiâíÿííÿìè. Òîäi äîñèòü äîñëiäèòè òiëü-

êè êàíîíi÷íi ïðåäñòàâíèêè iç êîæíîãî ïiäêëàñó, ùîá çðîáèòè âèñíîâîê ïðî ñèìåòðiéíi

âëàñòèâîñòi âñiõ ðiâíÿíü ïåâíîãî êëàñó.
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Îçíà÷åííÿ 1. Ïåðåòâîðåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó ðiâíÿíü (1) íàçèâàþòü íåâèðî-

äæåíó ëîêàëüíó çàìiíó çìiííèõ

t̄ = T (t, x, y, u); x̄ = X(t, x, y, u); ȳ = Y (t, x, y, u);

ū = U(t, x, y, u); f̄ = F (t, x, y, u, f),

ÿêà ïåðåâîäèòü êîæíå ðiâíÿííÿ iç êëàñó (1) íà ôóíêöiþ u = u(t, x, y) ç äîâiëüíèì

åëåìåíòîì f ó äåÿêå iíøå ðiâíÿííÿ ç öüîãî ñàìîãî êëàñó íà ôóíêöiþ ū = ū(t̄, x̄, ȳ) ç

íîâèì äîâiëüíèì åëåìåíòîì f̄ .

Ìíîæèíà ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ñòàíîâèòü ãðóïó ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíî-

ñòi, ÿêó íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî E. Ãðóïó E çíàõîäèìî çà âiäîìèì àëãîðèòìîì [7, 9].

Ïðîâiâøè îá÷èñëåííÿ, îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2. Ãðóïà E ðiâíÿíü (1) ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ ïåðåòâîðåíü:

t̄ = a21t+ a2; x̄ = a3x
a1 ; ȳ = a4t+ a5y + a6;

ū = a7e
(1−a21)t/4x(a1−1)/2u+ ϕ(t, x); f̄ =

a5
a21
f − a4

a21
, (11)

äå ai, i ∈ {1, . . . , 7} � äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó a1 6= 0, a3 6= 0, a5 6= 0,

a7 6= 0; ϕ(t, x) � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ

ϕt = x2ϕxx + (1− a1)xϕx.

4 Ðîçøèðåííÿ ÿäðà ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð iíâàðiàíòíîñòi

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç êëàñó (1)

Ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i âèäiëåííÿ iç êëàñó (1) iç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü åêâi-

âàëåíòíîñòi òèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (çíàéäåìî âñi ñïåöèôiêàöi¨ ôóíêöi¨ f(x)), ÿêi

ìàþòü íåòðèâiàëüíi ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi, òîáòî äîïóñêàþòü àëãåáðó iíâàðiàíòíîñòi

âèùî¨ ðîçìiðíîñòi, íiæ

Aker⊕s < γ(t, x, y)∂u >, (12)

äå γ(t, x, y) � äîâiëüíèé ãëàäêèé ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíîãî ðiâíÿííÿ (1); ñèìâîë ⊕s òóò i

íàäàëi ïîçíà÷àòèìå íàïiâïðÿìó ñóìó äâîõ àëãåáð Ëi. Îïåðàòîð ñèìåòði¨X = γ(t, x, y)∂u,

ÿêèé ïðèòàìàííèé ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì é îáóìîâëþ¹ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöi¨, íàäàëi íå

âðàõîâóâàòèìåìî.

Ïåðøèé åòàï ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çíàéòè ïðåäñòàâíèêiâ ïiäêëàñiâ ðiâíÿíü iç íàéïðî-

ñòiøèì âèãëÿäîì, àëãåáðà iíâàðiàíòíîñòi ÿêèõ ìà¹ âèùó ðîçìiðíîñòi, íiæ (12), òîáòî

òðåáà çíàéòè âiäïîâiäíi �êàíîíi÷íi� ôóíêöi¨ f(x). Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ öi¹¨ çàäà÷i íåîáõi-

äíî ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü (5)�(9).

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè τy = 0.

Iç ðiâíÿííÿ (6) ìà¹ìî

ξ1 =

(
1

2
τt(lnx− 1) + P (t, y)

)
x, (13)
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äå P (t, y) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ.

ßêùî τt = 0 òà P (t, y) = 0, òî ç ðiâíÿíü (7)�(9) îòðèìà¹ìî f(x) = const àáî ìà-

êñèìàëüíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi äëÿ ðiâíÿííÿ (1) iç áóäü-ÿêîþ ôóíêöi¹þ f(x) áóäå

àëãåáðà (12).

Îòæå, àáî τt 6= 0, àáî P (t, y) 6= 0.

Âðàõîâóþ÷è öå, ïiäñòàâèìî (13) ó (8) é îòðèìà¹ìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ íà ôóí-

êöiþ f(x):

f ′ +
τt − ξ2y(

1
2
τt(lnx− 1) + P (t, y)

)
x
f = − ξ2t(

1
2
τt(lnx− 1) + P (t, y)

)
x
. (14)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f(x) çàëåæèòü òiëüêè âiä x, òî ç ðiâíÿííÿ (14) îòðèìà¹ìî òàêå

äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ íà ôóíêöiþ f(x):

f ′ +
a1

(a2 lnx+ a3)x
f =

a4
(a2 lnx+ a3)x

, (15)

äå ai, i ∈ {1, . . . , 4} � äîâiëüíi ñòàëi. Ðîçâ'ÿçàâøè ðiâíÿííÿ (15), îòðèìà¹ìî òàêi ðîçâ'ÿçêè:
1)ÿêùî a1 6= 0, a2 = 0, a3 6= 0, òî f = Cx

−a1
a3 +

a4
a1
;

2)ÿêùî a1 = 0, a2 6= 0, a4 6= 0, òî f =
a4
a2

ln(a2 lnx+ a3) + C;

3)ÿêùî a1 6= 0, a2 6= 0, òî f = C(a2 lnx+ a3)
a1
a2 +

a4
a1
;

4)ÿêùî a1 = a2 = 0, a3 6= 0, a4 6= 0, òî f =
a4
a3

lnx+ C;

äå C � äîâiëüíà ñòàëà.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f(x) çàëåæèòü òiëüêè âiä x, òî iç ðîçâ'ÿçêiâ 1)�4) âîíà ìîæå

íàáóòè âèãëÿäó

f = k1x
n + k2, f = k1 ln(lnx+ k2) + k3, àáî f = k1(lnx+ k2)

n + k3 (16)

äå n, ki i ∈ {1, 2, 3} � äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó n 6= 0, k1 6= 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (11), ìîæíà äåùî ñïðîñòèòè âèãëÿä

ôóíêöié (16). Ðåçóëüòàòè öèõ ïåðåòâîðåíü âiäîáðàæåíî ó òàáë. 1.

Òàáëèöÿ 1.

� ç/ï f(x) Ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi f(x)

1 k1x
n + k2, t = t, x = |k1|

1
nx, xn

k1 6= 0, n 6= 0 y = (k2t+ y)signk1, u = u

2 k1 ln(lnx+ k2) + k3, t = t, x = ek2x, ln lnx

k1 6= 0 y =
k3
k1
t+

1

k1
y, u = u

3 k1(lnx+ k2)
n + k3, t = t, x = ek2x, lnn x

k1 6= 0, n 6= 0 y =
k3
k1
t+

1

k1
y, u = u
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Îòæå, çíàéäåíî �êàíîíi÷íi� ôóíêöi¨, ÿêi ïðåäñòàâëÿþòü âiäïîâiäíi ïiäêëàñè ðiâíÿíü

ó âèïàäêó τy = 0. Ó âèïàäêó τy 6= 0 àíàëiç ïîøóêó �êàíîíi÷íèõ� ôóíêöié f(x) àíàëîãi-

÷íèé (õî÷à i áiëüø ñêëàäíèé), i ïðèâîäèòü äî òàêîãî æ ðåçóëüòàòó, ùî i â ïîïåðåäíüîìó

âèïàäêó, ÿêi âiäîáðàæåíi â òàáë. 1.

Îñòàííié åòàï ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ïåðåäáà÷à¹ ðîçâ'ÿçóâàííÿ âèçíà÷àëüíèõ ðiâ-

íÿíü (5)�(9) äëÿ êîæíîãî âèïàäêó îòðèìàíèõ ôóíêöié f(x) = xn, f(x) = ln lnx òà

f(x) = lnn x, äå n 6= 0, é çíàõîäæåííÿ âiäïîâiäíèõ iíôiíiòåçèìàëüíèõ îïåðàòîðiâ ñèìå-

òði¨.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê f(x) = xn, n 6= 0.

Ðîçâ'ÿçàâøè âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ (5)�(9) iç f(x) = xn, îòðèìó¹ìî òàêèé ðîçâ'ÿçîê

ñèñòåìè:

τ = C1; ξ
1 = (C2y + C3)x; ξ2 = C2

n

2
y2 + C3ny + C4;

η =

(
C2

1

2n
(xn + n(1− n)y) + C5

)
u+ β(t, x, y),

äå Ci, i ∈ {1, . . . , 5} � äîâiëüíi ñòàëi iíòåãðóâàííÿ, β(t, x, y) � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ (1).

Îòæå, ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (1) ç ôóíêöi¹þ f(x) = xn,

n 6= 0, ¹ ï'ÿòèâèìiðíà àëãåáðà iç áàçèñíèìè îïåðàòîðàìè:

〈∂t, ∂y, u∂u, x∂x + ny∂y, xy∂x +
n

2
y2∂y +

1

2n
(xn + n(1− n)y)u∂u〉.

Òàêèì ÷èíîì, â öüîìó âèïàäêó äî îïåðàòîðiâ àëãåáðè Aker äîäàþòüñÿ îïåðàòîðè

X4 = x∂x + ny∂y, X5 = xy∂x +
n

2
y2∂y +

1

2n
(xn + n(1− n)y)u∂u.

ßêùî f(x) = ln lnx, òî iç ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü (6)�(9) îòðèìó¹ìî òàêèé

ðîçâ'ÿçîê:

τ = C1t+ C2; ξ
1 =

1

2
C1x lnx; ξ2 = C1

(
y − 1

2
t

)
+ C3;

η =

(
1

4
C1(lnx− t) + C4

)
u+ β(t, x, y),

äå Ci, i ∈ {1, . . . , 4} � äîâiëüíi ñòàëi iíòåãðóâàííÿ, β(t, x, y) � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ (1).

Îòæå, ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi ¹ ÷îòèðèâèìiðíà àëãåáðà iç áàçèñíèìè

îïåðàòîðàìè:

〈∂t, ∂y, u∂u, t∂t +
1

2
x lnx∂x +

(
y − 1

2
t

)
∂y +

1

4
(lnx− t)u∂u〉.

Ó öüîìó âèïàäêó äî îïåðàòîðiâ àëãåáðè Aker äîäà¹òüñÿ îïåðàòîð

X4 = t∂t +
1

2
x lnx∂x +

(
y − 1

2
t

)
∂y +

1

4
(lnx− t)u∂u.
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Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ó êëàñi ðiâíÿíü (1) f(x) = lnn x, n 6= 0, n 6= 1.

ßêùî f(x) = lnn x, n 6= 0, n 6= 1, òî iç ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü (5)�(9) îòðè-

ìó¹ìî òàêèé ðîçâ'ÿçîê:

τ = C1t+ C2; ξ
1 =

1

2
C1x lnx; ξ2 = C1

n+ 2

2
y + C3;

η =

(
1

4
C1(lnx− t) + C4

)
u+ β(t, x, y),

äå Ci, i ∈ {1, . . . , 4} � äîâiëüíi ñòàëi iíòåãðóâàííÿ, β(t, x, y) � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ (1).

Îòæå, ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi ¹ ÷îòèðèâèìiðíà àëãåáðà iç áàçèñíèìè

îïåðàòîðàìè:

〈∂t, ∂y, u∂u, t∂t +
1

2
x lnx∂x +

n+ 2

2
y∂y +

1

4
(lnx− t)u∂u〉.

Òàêèì ÷èíîì, â öüîìó âèïàäêó äî îïåðàòîðiâ àëãåáðè Aker äîäà¹òüñÿ îïåðàòîð

X4 = t∂t +
1

2
x lnx∂x +

n+ 2

2
y∂y +

1

4
(lnx− t)u∂u.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ó êëàñi ðiâíÿíü (1) f(x) = ln x.

Ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü (5)�(9) iç f(x) = lnx, îòðèìó¹ìî òàêèé

ðîçâ'ÿçîê:

τ = C1t
2 + C2t+ C3;

ξ1 =

(
C1t+

1

2
C2

)
x lnx+ (C4t

2 + C5t− 3C1y + C6)x;

ξ2 = 3C1ty +
3

2
C2y −

1

3
C4t

3 − 1

2
C5t

2 − C6t+ C7;

η =

(
−C1 ln2 x+

1

2

(
(C1 − 2C4)t− C5 +

1

2
C2

)
lnx+

1

4
(2C4 − C1)t

2+

+
1

4
(2C5 − 8C1 − C2)t−

(
C4 +

3

2
C1

)
y + C8

)
u+ β(t, x, y),

äå Ci, i ∈ {1, . . . , 8} � äîâiëüíi ñòàëi iíòåãðóâàííÿ, β(t, x, y) � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ (1).

Îòæå, ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (1) iç ôóíêöi¹þ f(x) = lnx

¹ âîñüìèâèìiðíà àëãåáðà iç áàçèñíèìè îïåðàòîðàìè:

〈∂t, ∂y, u∂u, x∂x − t∂y, tx∂x −
1

2
t2∂y +

1

2
(t− lnx)u∂u,

t2∂t + (t lnx− 3y)x∂x + 3ty∂y +

(
− ln2 x+

1

2
t lnx− 1

4
t2 − 2t− 3

2
y

)
u∂u,

t∂t +
1

2
x lnx∂x +

3

2
y∂y +

1

4
(lnx− t)u∂u, t2x∂x −

1

3
t3∂y −

(
t lnx+ y − 1

2
t2
)
u∂u〉.
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Ó öüîìó âèïàäêó, äî îïåðàòîðiâ àëãåáðè Aker äîäàþòüñÿ îïåðàòîðè:

X4 = x∂x − t∂y, X5 = tx∂x −
1

2
t2∂y +

1

2
(t− lnx)u∂u,

X6 = t2∂t + (t lnx− 3y)x∂x + 3ty∂y +

(
− ln2 x+

1

2
t lnx− 1

4
t2 − 2t− 3

2
y

)
u∂u,

X7 = t∂t +
1

2
x lnx∂x +

3

2
y∂y +

1

4
(lnx− t)u∂u,

X8 = t2x∂x −
1

3
t3∂y −

(
t lnx+ y − 1

2
t2
)
u∂u.

5 Âèñíîâêè

Ó öié ñòàòòi çíàéäåíî íåïåðåðâíi ïåðåòâîðåííÿ êëàñó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü öiíîóòâîðå-

ííÿ àçiéñüêèõ îïöiîíiâ i çðîáëåíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ öèõ ðiâíÿíü, ó ðåçóëüòàòi ÿêî¨

âèäiëåíî âñi íååêâiâàëåíòíi ïiäêëàñè ðiâíÿíü, ÿêi ìàþòü àëãåáðó iíâàðiàíòíîñòi øèðøó,

íiæ ÿäðî îñíîâíèõ àëãåáð iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿíü êëàñó (1).

Íà íàñòóïíèõ åòàïàõ äëÿ ðiâíÿíü, ÿêi ¹ ïðåäñòàâíèêàìè íååêâiâàëåíòíèõ ïiäêëàñiâ,

ìè ïëàíó¹ìî çðîáèòè êëàñèôiêàöiþ âñiõ îäíîâèìiðíèõ i äâîâèìiðíèõ ïiäàëãåáð ¨õ àëãåáð

iíâàðiàíòíîñòi, à íàäàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è iíâàðiàíòè îïåðàòîðiâ öèõ ïiäàëãåáð, ïðîâåñòè

ñèìåòðiéíó ðåäóêöiþ i çíàéòè âñi íååêâiâàëåíòíi iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè.
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linear equations of Asian options pricing, Bukovinian Math. Journal. 10, 2 (2022), 240�248.

A group classi�cation of one class of (2+1)-dimensional linear equations of Asian options

pricing was carried out. As a result, the kernel of maximal invariance algebras and conti-

nuous equivalence transformations of this class of equations were found. Using equivalence

transformations, all non-equivalent subclasses of equations that have an invariance algebra

wider than the kernel of maximal invariance algebras are selected. For each such subclass of

equations, Lie algebras of symmetry operators of dimensions four, �ve, and eight are found.


