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Ïåðiîäè÷íiñòü ðåêóðåíòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé äðóãîãî i òðåòüîãî ïîðÿäêó

Îäåðæàíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè íà êîåôiöi¹íòè ui äëÿ ïåðiîäè÷íîñòi ðåêóðåíòíèõ

ïîñëiäîâíîñòåé, ùî çàäàþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì an+k = uk−1an+k−1 + · · · + u0a0 ïðè n =

0, 1, . . . òà ui ∈ R, i = 0, . . . , k − 1, ó âèïàäêó k = 2, 3.
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1 Ìîòèâàöiÿ òà iñòîðè÷íi ðåìàðêè

Ñåðåä óñiõ ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé ÷èñëà Ôiáîíà÷÷i òà Ëþêà, áåçïåðå÷íî, çàéìàþòü

îäíå ç âèçíà÷íèõ ìiñöü. Íåçâàæàþ÷è íà iñòîòíó êiëüêiñòü êíèæîê òà ñòàòåé, ïðèñâÿ÷å-

íèõ ïîñëiäîâíîñòÿì Ôiáîíà÷÷i òà Ëþêà, iíòåðåñ äî íèõ íå çãàñà¹ é äîñi, ïðî ùî ñâiä÷èòü,

íàïðèêëàä, àêòèâíî äiþ÷èé æóðíàë �The Fibonacci Quarterly� [7], çîêðåìà, íàÿâíiñòü

âiäêðèòèõ ïðîáëåì ç öi¹¨ òåìàòèêè ìàéæå â êîæíîìó íîìåði æóðíàëó. Êðiì òîãî, êî-

æíèõ äâà ðîêè ïðîâîäèòüñÿ ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ïiä åãiäîþ Fibonacci Associati-

on [8]. Äóæå  ðóíòîâíèé îãëÿä ðàçîì ç ïðîáëåìàìè òà çàäà÷àìè ìîæíà çíàéòè â êíèçi

Òîìàñà Êîøè [4]; ðåêîìåíäó¹ìî òàêîæ ñòàòòþ Äåíà Êàëìàíà i Ðîáåðòà Ìåíè [3] i ëiòå-

ðàòóðó, çãàäàíó â öié ñòàòòi.

Ìîòèâàöi¹þ öüîãî äîñëiäæåííÿ ñòàëî òàêå ñïîñòåðåæåííÿ. ßêùî çàìiñòü êëàñè÷íî¨

ïîñëiäîâíîñòi Ôiáîíà÷÷i, ÿêà çàäà¹òüñÿ ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ

Fn+2 = Fn+1 + Fn, n = 0, 1, 2, . . .

òà ïðè ïî÷àòêîâèõ çíà÷åííÿõ F0 = 0, F1 = 1 ìà¹ âèãëÿä

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, . . .
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ðîçãëÿíóòè ïîñëiäîâíiñòü

Gn+2 = Gn+1 −Gn, n = 0, 1, 2, . . . ,

òî ïðè G0 = 0, G1 = 1 ïîñëiäîâíiñòü (Gn)∞n=0 ìàòèìå âèãëÿä

0, 1, 1, 0,−1,−1, 0, 1, 1, 0,−1,−1, . . . .

Iíøèìè ñëîâàìè, âîíà ¹ ïåðiîäè÷íîþ ç ïåðiîäîì 6.

Òàêèì ÷èíîì, ïðèðîäíî âèíèêàþòü ïèòàííÿ

� ßêi óìîâè ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè êîåôiöi¹íòè ðåêóðåíòíî¨ ïîñëiäîâíîñòi äëÿ ¨¨ ïå-

ðiîäè÷íîñòi?

� ßêîþ ìîæå áóòè äîâæèíà ïåðiîäà òà ÿê âîíà çàëåæèòü âiä êîåôiöi¹íòiâ ïîñëiäîâ-

íîñòi?

� ×è çàëåæèòü ïåðiîäè÷íiñòü àáî äîâæèíà ïåðiîäà âiä ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü ïîñëiäîâ-

íîñòi?

Íåñêëàäíî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü Ôiáîíà÷÷i çà ìîäóëåì äîâiëüíîãî íà-

òóðàëüíîãî ÷èñëà m ≥ 2 ïåðiîäè÷íà, àäæå ñåðåä ïåðøèõ (m2 + 1)-¨ ïàð ÷èñåë Ôiáîíà÷÷i

çíàéäóòüñÿ äâi ðiâíi ïàðè (Fi, Fi+1) ≡ (Fj, Fj+1) mod m äëÿ äåÿêèõ i ≤ j. Íàéìåíøå

íàòóðàëüíå ÷èñëî π(m), ÿêå ¹ äîâæèíîþ ïåðiîäà ïîñëiäîâíîñòi Ôiáîíà÷÷i çà ìîäóëåì m,

íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäîì Ïiçàíî. Öå ïîíÿòòÿ äîáðå âèâ÷åíå ÿê äëÿ êëàñè÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi

Ôiáîíà÷÷i, òàê i äëÿ ðiçíèõ ¨¨ óçàãàëüíåíü (äèâ. [9] òà öèòîâàíó òàì ëiòåðàòóðó).

Ó öié ñòàòòi ìè âèâ÷à¹ìî ïåðiîäè÷íiñòü ïîñëiäîâíîñòåé òèïó Ôiáîíà÷÷i ó çâè÷àéíîìó

ðîçóìiííi, òîáòî, çà ìîäóëåì 1. Íàñêiëüêè íàì âiäîìî, öå ïèòàííÿ íå âèâ÷àëîñÿ ðàíi-

øå. Ìè äà¹ìî âiäïîâiäi íà íàâåäåíi âèùå çàïèòàííÿ äëÿ ðåêóðåíòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé

äðóãîãî òà òðåòüîãî ïîðÿäêiâ.

Ñïî÷àòêó â äðóãîìó ïóíêòi ìè íàâîäèìî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ïåðiîäè÷íîñòi

äëÿ çàãàëüíî¨ ðåêóðåíòíî¨ ïîñëiäîâíîñòi k-ãî ïîðÿäêó.

Â òðåòüîìó ïóíêòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïîñëiäîâíîñòi 2-ãî ïîðÿäêó, òîáòî, ïîñëiäîâíîñòi,

ÿêi çàäàþòüñÿ ðåêóðåíòíî ñïiââiäíîøåííÿì an+2 = u1an+1 + u0a0 ç äiéñíèìè êîåôiöi¹í-

òàìè u0, u1 ∈ R òà äiéñíèìè ïî÷àòêîâèìè çíà÷åííÿìè a0, a1 ∈ R. Íàâåäåìî òóò äåÿêi

öiêàâi ïîñëiäîâíîñòi, ùî îïèñóþòüñÿ öèì ñïiââiäíîøåííÿì. Ïîêëàäåìî a0 = 0 i a1 = 1.

Òîäi

� ïðè u0 = u1 = 1 ìè îòðèìà¹ìî êëàñè÷íó ïîñëiäîâíiñòü Ôiáîíà÷÷i (Fn)∞n=0;

� ïðè u0 = 1, u1 = −1 ìè îòðèìà¹ìî îïèñàíó âèùå ïîñëiäîâíiñòü (Gn)∞n=0, ïåðiîäè÷íó

ç ïåðiîäîì 6;

� ïðè u0 = 3, u1 = −1 îäåðæèìî ïîñëiäîâíiñòü

0, 1, 3, 8, 21, 55, . . . ,

â ÿêié âïiçíà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü (F2n)∞n=0 ÷èñåë Ôiáîíà÷÷i ç ïàðíèìè iíäåêñàìè,
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� ïðè u0 = 3, u1 = −2 ìè îòðèìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü

0, 1, 3, 7, 15, 31, . . . ,

òîáòî, ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë Ìåðñåííà âèãëÿäó Mn = 2n − 1,

� ïðè u0 = 2, u1 = −1 îòðèìó¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü óñiõ öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë

0, 1, 2, 3, 4, . . . ,

� ïðè u0 = 11, u1 = −10 ìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü âèãëÿäó

0, 1, 11, 111, 1111, 11111, . . . .

Òàêîæ ó òðåòüîìó ïóíêòi ñòàòòi ìè çàñòîñîâó¹ìî çàãàëüíi âëàñòèâîñòi, çíàéäåíi â

äðóãîìó ïóíêòi, äî äîñëiäæåííÿ ïåðiîäè÷íîñòi ïîñëiäîâíîñòåé äðóãîãî ïîðÿäêó. Ìè

ç'ÿñîâó¹ìî, çîêðåìà, ùî êîåôiöi¹íò u1 ó âèïàäêó ïåðiîäè÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi ìàéæå íiêî-

ëè íå ìîæå áóòè ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì, ùî âñòàíîâëåíî â ïiäïóíêòi 3.4. Òóò ñëiä çàçíà-

÷èòè, ùî Òâåðäæåííÿ 3 íå ¹ íîâèì i âiäîìå, ÿê �Òåîðåìà Íiâåíà� (äèâ. [6, Corollary 3.12]).

Ïðîòå îðèãiíàëüíå äîâåäåííÿ òåîðåìè Íiâåíà âèêîðèñòîâó¹ òåõíiêó âèùî¨ àëãåáðè, òîäi

ÿê ìè íàâîäèìî öiëêîì åëåìåíòàðíå ¨¨ äîâåäåííÿ.

Ó ÷åòâåðòîìó ïóíêòi ìè âèâ÷à¹ìî ðåêóðåíòíi ïîñëiäîâíîñòi òðåòüîãî ïîðÿäêó, òîáòî,

ïîñëiäîâíîñòi, ùî âèçíà÷àòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì an+3 = u2an+2+u1an+1+u0an, i çíàõîäè-

ìî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè íà êîåôiöi¹íòè u0, u1 òà u2 äëÿ òîãî, ùîá ïîñëiäîâíiñòü

(an)∞n=0 áóëà ïåðiîäè÷íîþ.

2 Íåîáõiäi òà äîñòàòíi óìîâè ïåðiîäè÷íîñòi ðåêóðåíòíèõ

ïîñëiäîâíîñòåé

Ïîçíà÷èìî N0 = N ∪ {0}.

Îçíà÷åííÿ 1. Ïîñëiäîâíiñòü (an)∞n=0 äiéñíèõ ÷èñåë ¹ ðåêóðåíòíîþ ïîðÿäêó k ∈ N, ÿêùî
äëÿ êîæíîãî n ∈ N0 âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

an+k = uk−1an+k−1 + uk−2an+k−2 + . . . u1an+1 + u0an (1)

äëÿ äåÿêîãî íàáîðó u = (u0, . . . , uk−1) ∈ Rk, äå u0 6= 0.

Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ U ðîçìiðíîñòi k × k, âåêòîð xn

U =



0 1 0 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1 0

0 0 0 . . . 0 1

u0 u1 u2 . . . uk−2 uk−1


, xn =


an
an+1

. . .

an+k−1

 .
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Òîäi

Uxn =


an+1

an+2

. . .

u0an + u1an+1 + · · ·+ uk−1an+k−1

 =


an+1

an+2

. . .

an+k

 = xn+1.

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

xn+1 = Uxn

äëÿ êîæíîãî n ∈ N0, ïðè÷îìó âåêòîð x0 ñêëàäà¹òüñÿ ç k ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü ïîñëiäîâ-

íîñòi (an)∞n=0.

Îçíà÷åííÿ 2. ×èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü (an)∞n=0 ¹ ïåðiîäè÷íîþ, ÿêùî iñíóþòü òàêi ÷èñëà

N ∈ N òà n0 ∈ N0, ùî

an+N = an ∀n ≥ n0.

Íàéìåíøå ç òàêèõ ÷èñåë N íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäîì ïîñëiäîâíîñòi (an)∞n=0.

Òâåðäæåííÿ 1. Ðåêóðåíòíà ïîñëiäîâíiñòü k-ãî ïîðÿäêó (an)∞n=0 ¹ ïåðiîäè÷íîþ ç ïåði-

îäîì N ∈ N òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

xN = xn ∀n ∈ N0. (2)

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü î÷åâèäíà. Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëü-

íîñòi ââàæàòèìåìî, ùî n0 ∈ N0 � íàéìåíøå ñåðåä íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m, òàêèõ, ùî

an+N = an äëÿ âñiõ n ≥ m. Òîäi n0 < N . Îñêiëüêè ç (1) âèïëèâà¹, ùî

u0an0+N−1 = an0+N+k−1 − un0+N+k−2an0+N+k−2 − · · · − u1an0+N ,

òî çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì

u0an0+N−1 = an0+k−1 − un0+k−2an0+k−2 − · · · − u1an0 = u0an0−1.

Òàêèì ÷èíîì, an0+N−1 = an0−1, àäæå u0 6= 0. Àíàëîãi÷íî, an0+N−2 = an0−2. Ïðîäîâæóþ÷è

öi ìiðêóâàííÿ òà âçÿâøè äî óâàãè íåðiâíiñòü n0 < N , ìè îäåðæèìî, ùî an = an+N äëÿ

âñiõ n ≥ 0.

Ðiâíÿííÿ

xk = uk−1x
k−1 + uk−2x

k−2 + · · ·+ u1x+ u0 (3)

íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ðiâíÿííÿì ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ (1) [2, c. 22].

ßêùî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ (3) ìà¹ k ïîïàðíî ðiçíèõ êîðåíiâ λi ∈ C, 1 ≤ i ≤ k, òî

çàãàëüíèé ÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi (an)∞n=0 ìà¹ âèãëÿä

an =
k∑
i=1

Aiλ
n
i (4)

äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë A1, . . . , Ak ∈ C [2, c. 25].



Ïåðiîäè÷íiñòü ðåêóðåíòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé 115

Äëÿ n ∈ N0 ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ Λn òà âåêòîð A

Λn =


λn1 λn2 . . . λnk
λn+1
1 λn+1

2 . . . λn+1
k

. . . . . . . . . . . .

λn+k−11 λn+k−12 . . . λn+k−1k

 , A =


A1

A2

. . .

Ak


Çàóâàæèìî, ùî âåêòîð A çíàõîäèòüñÿ ç ðiâíÿííÿ

Λ0 · A = x0, (5)

äå x0 � íàáið k çàäàíèõ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü ïîñëiäîâíîñòi (an)∞n=0. Êðiì òîãî, âðàõóâàâ-

øè (4), ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

xn = Λn · A (6)

äëÿ âñiõ n ∈ N0.

Çàóâàæåííÿ 1. Î÷åâèäíî, ùî ïðè A = 0 ìè îòðèìó¹ìî òðèâiàëüíó ïåðiîäè÷íó ïîñëi-

äîâíiñòü (0, 0, 0, . . . ). Òîìó íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî A 6= 0.

Äëÿ n ∈ N ïîêëàäåìî

In = {1 ≤ i ≤ k : λni = 1},

äå λ1, . . . , λk � ïîïàðíî ðiçíi êîðåíi ðiâíÿííÿ (3).

Òåîðåìà 1. Ðåêóðåíòíà ïîñëiäîâíiñòü k-ãî ïîðÿäêó (an)∞n=0 ¹ ïåðiîäè÷íîþ ç ïåðiîäîì

N ∈ N òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

(i) IN 6= ∅,

(ii) Ai = 0 äëÿ âñiõ i ∈ {1, . . . , k} \ IN .

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî âëàñòèâîñòi (i) òà (ii) â ñóêóïíîñòi ðiâíîñèëüíi óìîâi (2) Òâåð-

äæåííÿ 1.

Çãiäíî ç (6) ìà¹ìî

xN = x0 ⇔ ΛNA = Λ0A,

çâiäêè

xN = x0 ⇔ (ΛN − Λ0)A = 0.

Ðiâíÿííÿ (ΛN − Λ0)A = 0 ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê A 6= 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

det(ΛN − Λ0) = 0.

Îñêiëüêè

ΛN − Λ0 =


λN1 − 1 λN2 − 1 . . . λNk − 1

λ1(λ
N
1 − 1) λ2(λ

N
2 − 1) . . . λk(λ

N
k − 1)

. . . . . . . . . . . .

λk−11 (λN1 − 1) λk−12 (λN2 − 1) . . . λk−1k (λNk − 1)

 =



116 Êàðëîâà Î.Î.1,3, Êàòèðèí÷óê Ê.Ì.1, Ïðîöåíêî Â.I.2

=


1 1 . . . 1

λ1 λ2 . . . λk
. . . . . . . . . . . . . . .

λk−11 λk−12 . . . λk−1k



λN1 − 1 0 . . . 0

0 λN2 − 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . λNk − 1

 =

= Λ0


λN1 − 1 0 . . . 0

0 λN2 − 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . λNk − 1

 ,

òî

det(ΛN − Λ0) = det Λ0 · det


λN1 − 1 0 . . . 0

0 λN2 − 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . λNk − 1

 =

=
∏

1≤i<j≤k

(λj − λi)
k∏
i=1

(λNi − 1).

Íàãàäà¹ìî, ùî âñi çíà÷åííÿ λi ïîïàðíî ðiçíi, òîìó

det(ΛN − Λ0) = 0 ⇔
k∏
i=1

(λNi − 1) = 0.

Ðiâíiñòü ç ïðàâîãî áîêó ðiâíîñèëüíà âëàñòèâîñòi (i).

Êðiì òîãî,

(ΛN − Λ0)A = 0 ⇔


λN1 − 1 0 . . . 0

0 λN2 − 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . λNk − 1

 ·

A1

A2

. . .

Ak

 = 0.

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî [
λNi = 1,

Ai = 0

äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , k}. Îñòàííÿ óìîâà ðiâíîñèëüíà âëàñòèâîñòi (ii).

Çàóâàæåííÿ 2. Òåîðåìà 1 äà¹ íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ïåðiîäè÷íîñòi òiëüêè äëÿ

âèïàäêó, êîëè ÷èñëà λi ïîïàðíî ðiçíi. Ó âèïàäêàõ, êîëè õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìà¹

êðàòíi êîðåíi, ìè áóäåìî äîñëiäæóâàòè ïåðiîäè÷íiñòü ïîñëiäîâíîñòi iíøèìè ñïîñîáàìè.

3 Ðåêóðåíòíi ïîñëiäîâíîñòi äðóãîãî ïîðÿäêó

Â öüîìó ïóíêòi ìè ç'ÿñó¹ìî, çà ÿêèõ óìîâ íà êîåôiöi¹íòè u0, u1 ∈ R ðåêóðåíòíà

ïîñëiäîâíiñòü äðóãîãî ïîðÿäêó ç ïî÷àòêîâèìè çíà÷åííÿìè a0, a1 ∈ R, ùî çàäà¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿì

an+2 = u1an+1 + u0an (7)
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äëÿ êîæíîãî n ∈ N0, ¹ ïåðiîäè÷íîþ.

Ìàòðèöÿ U òà âåêòîðè xn äëÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ìàþòü âèãëÿä

U =

(
0 1

u0 u1

)
, xn =

(
an
an+1

)
.

3.1 Êîðîòêi ïåðiîäè N = 1 i N = 2

ßêùî øóêàòè ñåðåä ïîñëiäîâíîñòåé âèãëÿäó (7) ïåðiîäè÷íi ç ïåðiîäîì N = 1, òîáòî,

ñòàëi ïîñëiäîâíîñòi an = a äëÿ êîæíîãî n ∈ N, òî âîíè ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè ðiâíiñòü

a = u1a + u0a. Çâiäñè a = 0 àáî u1 + u0 = 1. Îòæå, ñòàëà ïîñëiäîâíiñòü çàáåçïå÷ó¹òüñÿ

óìîâàìè

u1 + u0 = 1 i a1 = a0.

Íàïðèêëàä, íåõàé a1 = a0 = 7, u0 = 3 i u1 = −2. Òîäi îòðèìó¹ìî ïåðiîäè÷íó ïîñëiäîâ-

íiñòü an+2 = 3an − 2an+1 ç ïåðiîäîì N = 1 âèãëÿäó 7, 7, 7, . . . .

Øóêàòèìåìî òåïåð ïåðiîäè÷íi ïîñëiäîâíîñòi ç ïåðiîäîì N = 2. Äëÿ òàêèõ ïîñëiäîâ-

íîñòåé ìà¹ìî {
a0 = u1a1 + u0a0
a1 = u1a0 + u0a1,

çâiäêè ïiñëÿ äîäàâàííÿ ðiâíÿíü îäåðæèìî (a0 + a1)(1− u0 − u1) = 0.

ßêùî a1 = −a0, òî ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ìî u0−u1 = 1. Îòæå, ïðè âèêîíàííi óìîâ

u0 − u1 = 1 i a1 = −a0

ìè îòðèìó¹ìî ïåðiîäè÷íó ïîñëiäîâíiñòü ç ïåðiîäîì N = 2. Íàïðèêëàä, ïðè u0 = 4,

u1 = 3 ìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü an+2 = 4an+1 + 3an, òà ïî÷àâøè iç çíà÷åíü a0 = 2, a1 = −2,

ìè îòðèìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü 2,−2, 2,−2, . . . .

ßêùî æ a1 6= −a0, òî, ÿê i ó âèïàäêó ç ïåðiîäîì N = 1 ìè îäåðæó¹ìî óìîâó u0+u1 =

1. Ïiäñòàâèâøè ó ñèñòåìó, ìà¹ìî (a0−a1)(1−u0) = 0. Âèïàäîê a0 = a1 âiäêèäà¹ìî, àäæå

â òàêîìó ðàçi ïîñëiäîâíiñòü ìà¹ ïåðiîä N = 1. Îòæå,

u0 = 1, u1 = 0, a0 ∈ R

i ïîñëiäîâíiñòü ìà¹ âèãëÿä an+2 = an òà ¹ ïåðiîäè÷íîþ ç ïåðiîäîì N = 2.

3.2 Ïåðiîäè äîâiëüíî¨ äîâæèíè

Ðîçãëÿíåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

x2 − u1x− u0 = 0 (8)

òà äîñëiäèìî ïåðiîäè÷íiñòü ðåêóðåíòíî¨ ïîñëiäîâíîñòi äðóãîãî ïîðÿäêó â çàëåæíîñòi âiä

êiëüêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ.
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3.2.1 Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìà¹ äâà ðiçíi ðîçâ'ÿçêè

Ââàæàòèìåìî, ùî

u21 + 4u0 6= 0.

Íåõàé λ1, λ2 ∈ C � ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (8), ïðè÷îìó λ1 6= λ2. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü

(an)n=0 ìà¹ âèãëÿä

an = A1λ
n
1 + A2λ

n
2

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ A1, A2 ∈ R. Ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ ìà¹ìî{
A1 + A2 = a0,

A1λ1 + A2λ2 = a1,

çâiäêè

A1 =
a0λ2 − a1
λ2 − λ1

, A2 =
a1 − a0λ1
λ2 − λ1

, (9)

à çàãàëüíèé ÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi (an)∞n=0 ìà¹ âèãëÿä

an = a1 ·
λn2 − λn1
λ2 − λ1

− a0 ·
λ1λ2(λ

n−1
2 − λn−11 )

λ2 − λ1
,

ïðè n = 0, 1, . . . . Êðiì òîãî, çà òåîðåìîþ Âi¹òà, u1 = λ1 +λ2 i u0 = −λ1λ2. Òàêèì ÷èíîì,

ïîñëiäîâíiñòü (an)∞n=0 ìà¹ ðiâíîñèëüíèé âèãëÿä

an+2 = (λ1 + λ2)an+1 − λ1λ2an. (10)

Çà òåîðåìîþ 1 ïîñëiäîâíiñòü (an)∞n=0 áóäå ïåðiîäè÷íîþ ç ïåðiîäîì N òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè IN 6= ∅ i Ai = 0 äëÿ âñiõ i 6∈ IN .
Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê |IN | = 1. Â ñèëó ñèìåòðè÷íîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî

λN1 = 1 i A2 = 0. Ïiäñòàâèâøè A2 = 0 â (9), îäåðæèìî, ùî a1 = λa0 i A1 = a0. Çâiäñè

an = a0λ
n
1 ∀n ∈ N0. (11)

Îñêiëüêè

x1 = Ux0 =

(
a1
a2

)
=

(
λ1a0
λ21a0

)
= λ1x0,

òî λ1 â öüîìó âèïàäêó ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ìàòðèöi U , ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó âåêòîðó

x0.

Îñêiëüêè λ1 + λ2 ∈ R i λ1λ2 ∈ R, òî λ1,2 ∈ R àáî λ2 = λ1. Â äðóãîìó âèïàäêó λ2 òåæ

áóäå N -òèì êîðåíåì ç îäèíèöi, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ |IN | = 1. Îòæå, ðiâíÿííÿ

(8) ìà¹ äâà ðiçíi äiéñíi êîðåíi, ïðè÷îìó λ1 = ±1. Òîäi ç (11) âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü

(an)∞n=0 ìà¹ âèãëÿä

a0, a0, a0, a0, . . .

àáî

a0,−a0, a0,−a0, . . . ,

à öi âèïàäêè áóëè ðîçãëÿíóòi â ïîïåðåäíüîìó ïiäïóíêòi.

Òåïåð ïåðåéäåìî äî âèïàäêó |IN | = 2.
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Îáèäâà êîðåíi λ1,2 äiéñíi. Ïðèïóñòèìî, ùî u21 + 4u0 > 0 i

λ1 =
u1−
√
u21+4u0

2
, λ2 =

u1+
√
u21+4u0

2
.

Âðàõóâàâøè, ùî λ2 − λ1 =
√
u21 + 4u0, ìè îäåðæèìî ôîðìóëó äëÿ çàãàëüíîãî ÷ëåíà

ïîñëiäîâíîñòi

an =

(
a0
2

+
a0u1 − 2a1

2
√
u21 + 4u0

)
·

(
u1 −

√
u21 + 4u0
2

)n

+

+

(
a0
2
− a0u1 − 2a1

2
√
u21 + 4u0

)
·

(
u1 +

√
u21 + 4u0
2

)n

, n ∈ N0,

ÿêà ïðè u0 = u1 = 1 òà a0 = 0, a1 = 1 äà¹ ôîðìóëó Áiíå äëÿ êëàñè÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi

Ôiáîíà÷÷i:

an =
1√
5

(
1 +
√

5

2

)n

− 1√
5

(
1−
√

5

2

)n

.

Îñêiëüêè λ1 < λ2, òî λ1 = −1, λ2 = 1 i N � ïàðíå. Ç (10) îòðèìó¹ìî, ùî

u0 = −λ1λ2 = 1, u1 = λ1 + λ2 = 0,

ùî äà¹ âæå çãàäóâàíó ðàíiøå ïåðiîäè÷íó ïîñëiäîâíiñòü âèãëÿäó an+2 = an ç ïåðiîäîì

N = 2 äëÿ äîâiëüíîãî ïî÷àòêîâîãî çíà÷åííÿ a0 ∈ R.

Îáèäâà êîðåíi λ1,2 êîìïëåêñíi. Ó âèïàäêó, êîëè u21 + 4u0 < 0, ïîêëàäåìî

λ1 =
u1 − i

√
D

2
, λ2 =

u1 + i
√
D

2
,

äå

D = −(u21 + 4u0).

Ôîðìóëà äëÿ çàãàëüíîãî ÷ëåíà ïîñëiäîâíîñòi ïðè u21 + 4u0 < 0 âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì

÷èíîì:

an =

(
a0
2
− i · a0u1 − 2a1

2
√
D

)
·

(
u1 − i

√
D

2

)n

+

+

(
a0
2

+ i · a0u1 − 2a1

2
√
D

)
·

(
u1 + i ·

√
D

2

)n

, n ∈ N0.

Îñêiëüêè λ1 i λ2 ¹ N -òèìè êîðåíÿìè ç îäèíèöi, à òàêîæ ñïðÿæåíèìè êîìïëåêñíèìè

÷èñëàìè, òî ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ{
u1−i

√
D

2
= cosϕ+ i sinϕ,

u1+i
√
D

2
= cosϕ− i sinϕ,
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äå

ϕ =
2πk

N

ïðè 0 ≤ k ≤ N − 1. Âèðàçèâøè ïîñëiäîâíî ç ñèñòåìè çíà÷åííÿ u1 òà u0, îòðèìà¹ìî, ùî

u1 = 2 cosϕ, u0 = −1.

Íàãàäà¹ìî, ùî u21 + 4u0 < 0, òîìó 4 cos2 ϕ− 4 < 0, çâiäêè cosϕ ∈ (−1, 1) i

u1 ∈ (−2, 2).

3.2.2 Âèïàäîê, êîëè õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

Íåõàé u21 + 4u0 = 0. Òîäi äëÿ n ∈ N0 âèêîíó¹òüñÿ ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ

an+2 = u1an+1 −
u21
4
an.

Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ìîæíà âñòàíîâèòè, ùî çàãàëüíèé ÷ëåí öi¹¨ ïîñëiäîâíî-

ñòi ìà¹ âèãëÿä

an =
un1

2n+1
(2na0 − u1(n− 1)a1), n ∈ N0.

Îñêiëüêè

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(u1
2

)n
· n

2
·
(
2a0 − u1a1 · n−1n

)
=∞

ïðè |u1| ≥ 2, òî ïîñëiäîâíiñòü (an)∞n=0 ìîæå áóòè ïåðiîäè÷íîþ òiëüêè ïðè |u1| < 2.

Ïðèïóñòèìî, ùî |u1| < 2 i u1 6= 0. Ïåðåïèøåìî an ó âèãëÿäi

an =
(u1

2

)n+1

n

(
2a0
u1
− a1

)
+
(u1

2

)n+1

a1,

ïîçíà÷èìî c = u1/2 i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f : [1,+∞)→ R,

f(x) =
(a0
c
− a1

)
xcx+1 + a1c

x+1,

ââàæàþ÷è, ùî c > 0. Òîäi

f ′(x) = cx+1 ·
((a0

c
− a1

)
ln c · x+ a1 ln c+

a0
c
− a1

)
.

Ç âèãëÿäó ïîõiäíî¨ çðîçóìiëî, ùî iñíó¹ òàêå x0 ∈ R, ùî ôóíêöiÿ f(x) ñòðîãî ìîíîòîííà

íà äåÿêîìó ïðîìiæêó (x′,+∞), à, îòæå, íåïåðiîäè÷íà. �äèíà óìîâà äëÿ ïåðiîäè÷íîñòi

ôóíêöi¨ f(x) � öå ðiâíiñòü íóëåâi ïîõiäíî¨ f ′(x) = 0 íà [1,+∞). Â öüîìó âèïàäêó{
a0
c
− a1 + a1 ln c = 0,

ln c
(
a0
c
− a1

)
= 0.

Îñêiëüêè c < 1, òî ln c 6= 0. Òîìó ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ a0 = ca1. Ïiäñòàâèâøè â ïåðøå,

îäåðæèìî, ùî a1 = 0, à çâiäñè é a0 = 0. Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü ¹ íóëüîâîþ (0, 0, 0, . . . ).
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ßêùî æ u1 < 0, òî, ïiäñòàâèâøè v1 = −u1 > 0, îäåðæèìî

an = (−1)n+1

((v1
2

)n+1

a1 −
(v1

2

)n+1

n

(
2a0
v1

+ a1

))
.

Ïîçíà÷èìî b = v1
2
∈ (0, 1) i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g : [1,+∞)→ R,

g(x) = a1b
x+1 − bx+1x

(a0
b

+ a1

)
.

Îñêiëüêè

g′(x) = bx+1
(
a1 ln b− a0

b
− a1 −

(a0
b

+ a1

)
ln bx

)
,

òî, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ôóíêöiÿ g(x) ¹ ñòðîãî ìîíîòîííîþ íà äåÿêîìó ïðî-

ìiæêó (x′′,+∞). À ç ðiâíîñòi íóëåâi ïîõiäíî¨ g′(x) = 0 çíîâó âèïëèâà¹, ùî a1 = a0 = 0.

Òàêèì ÷èíîì, æîäíà ç ïîñëiäîâíîñòåé (a2n)∞n=0 ÷è (a2n+1)
∞
n=0 íå ¹ ïåðiîäè÷íîþ, îêðiì

âèïàäêó, êîëè âîíè íóëüîâi. Ïðèïóñòèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (an)∞n=0 ïåðiîäè÷íà i, íàïðè-

êëàä, (a2n)∞n=0 íóëüîâà. Ëåãêî áà÷èòè, ùî òîäi é (a2n+1)
∞
n=0 ïåðiîäè÷íà, à, îòæå, íóëüîâà.

Îòæå, ïðè óìîâi u21 + 4u0 = 0 ïîñëiäîâíiñòü (an)∞n=0 ¹ ïåðiîäè÷íîþ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè âîíà íóëüîâà.

3.3 Ïiäñóìêîâà òåîðåìà òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ

Ïiäñóìîâóþ÷è âñi âèùåíàâåäåíi ìiðêóâàííÿ, ñôîðìóëþ¹ìî êðèòåðié ïåðiîäè÷íîñòi ïî-

ñëiäîâíîñòi äðóãîãî ïîðÿäêó.

Òåîðåìà 2. Ðåêóðåíòíà íåíóëüîâà ïîñëiäîâíiñòü äðóãîãî ïîðÿäêó (an)∞n=0, ùî âèçíà-

÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì an+2 = u1an+1 + u0an ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè u0, u1 ∈ R, ¹
ïåðiîäè÷íîþ ç ïåðiîäîì

� N = 1 ⇔
{
u0 + u1 = 1,

a1 = a0;

� N = 2 ⇔
{
u0 − u1 = 1,

a1 = −a0;
àáî

{
u0 = 1, u1 = 0,

a1 6= ±a0;

� N > 2 ⇔
{
u0 = −1,

u1 = 2 cos
(
2πk
N

)
, 0 < k < N, (k,N) = 1.

Òåîðåìà 2 äà¹ ìîæëèâiñòü ëåãêî êîíñòðóþâàòè ïåðiîäè÷íi ïîñëiäîâíîñòi ÿê çàâãîäíî

âåëèêî¨ äîâæèíè N ∈ N. Äëÿ öüîãî ñëiä âèáðàòè äîâiëüíèé ïî÷àòêîâèé âåêòîð x0,

äîâiëüíå íàòóðàëüíå k ∈ (0, N) i ïîñëiäîâíî îá÷èñëèòè an+2 = 2 cos
(
2πk
N

)
an+1 − an äëÿ

n = 0, 1, . . . , N − 1.

Ïðèêëàä 1. Ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ç ïåðiîäîì N = 24. Íåõàé k = 1,

u1 = cos

(
2π

24

)
= cos

( π
12

)
=

√
6 +
√

2

4
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i ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ a0 = 0, a1 = 1. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü

an+2 =

√
2 +
√

6

2
an+1 − an, n = 0, 1, . . .

¹ ïåðiîäè÷íîþ ç ïåðiîäîì 24 çà òåîðåìîþ 2. Íàâåäåìî çíà÷åííÿ öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi:

a0 0 a12 0 a24 0

a1 1 a13 −1 a25 1

a2
1
2
(
√

2 +
√

6) a14 −1
2
(
√

2 +
√

6) a26
1
2
(
√

2 +
√

6)

a3 1 +
√

3 a15 −1−
√

3 a27 1 +
√

3

a4
1
2
(3
√

2 +
√

6) a16 −1
2
(3
√

2 +
√

6) a28
1
2
(3
√

2 +
√

6)

a5 2 +
√

3 a17 −2−
√

3 a29 2 +
√

3

a6
√

2 +
√

6 a18 −
√

2−
√

6 a30
√

2 +
√

6

a7 2 +
√

3 a19 −2−
√

3 a31 2 +
√

3

a8
1
2
(3
√

2 +
√

6) a20 −1
2
(3
√

2 +
√

6) a32
1
2
(3
√

2 +
√

6)

a9 1 +
√

3 a21 −1−
√

3 a33 1 +
√

3

a10
1
2
(
√

2 +
√

6) a22 −1
2
(
√

2 +
√

6) a34
1
2
(
√

2 +
√

6)

a11 1 a23 −1 a35 1

Ïðè öüîìó a
i+
N
2

= −ai äëÿ êîæíîãî i ∈ N0.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð îáåðíåíó çàäà÷ó: íåõàé ïîñëiäîâíiñòü çàäàíà ðåêóðåíòíèì ñïiââiä-

íîøåííÿì (7). Äëÿ òîãî, ùîá äiçíàòèñÿ, ÷è âîíà ïåðiîäè÷íà i ÿêà äîâæèíà ïåðiîäà (ó

âèïàäêàõ, êîëè íå ñïðàâäæóþòüñÿ ïåðøi äâi óìîâè òåîðåìè 2 äëÿ êîðîòêèõ ïåðiîäiâ),

òî â ðàçi ðiâíîñòi u0 = −1 íåîáõiäíî ïåðåâiðèòè, ÷è 1
π
arccosu1

2
¹ ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì.

ßêùî òàê, òî çîáðàçèòè 1
π
arccosu1

2
ó âèãëÿäi íåñêîðîòíîãî äðîáó m

n
, i ïðè ïàðíîìó m

ìàòèìåìî ïåðiîä N = n, à ïðè íåïàðíîìó m � ïåðiîä N = 2n.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü (an)∞n=0 âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

a0 = 3, a1 = −2,

an+2 =
√

2an+1 − an ∀n ∈ N0.

Îñêiëüêè
1

π
arccos

√
2

2
=

1

4
∈ Q

i ïðè öüîìó m = 1, òî ïîñëiäîâíiñòü (an)∞n=0 ¹ ïåðiîäè÷íîþ ç ïåðiîäîì N = 2n = 8 çà

òåîðåìîþ 2, â ÷îìó ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ é áåçïîñåðåäíüî:

3,−2,−2
√

2− 3,−3
√

2− 2,−3, 2, 2
√

2 + 3, 2 + 3
√

2, 3,−2, . . .

Ó çâ'ÿçêó iç öèì âèíèêà¹ ïèòàííÿ

Ïèòàííÿ 1. Îïèñàòè ìíîæèíó

B = {b ∈ [−1, 1] :
1

π
arccos b ∈ Q}.
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Çðîçóìiëî, ùî {0,±1
2
,±
√
2
2
,±
√
3
2
,±1} = {±

√
r : r = 0, 1

4
, 1
2
, 3
4
, 1} ⊆ B. Ïðèðîäíî

çàïèòàòè íàñòóïíå.

Ïèòàííÿ 2. Çíàéòè âñi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà r ∈ Q, òàêi, ùî
√
r ∈ B.

ßê ìè áà÷èëè â ïðèêëàäàõ 1 i 2, êîåôiöi¹íò u1 â êîæíié ç íàâåäåíèõ ïîñëiäîâíîñòåé

¹ iððàöiîíàëüíèì ÷èñëîì. Òîìó âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ïîâ'ÿçàíå ç âèãëÿäîì êîåôiöi¹íòiâ

ïåðiîäè÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi, i ÷àñòêîâî ïîâ'ÿçàíå ç ïèòàííÿìè 1 i 2.

Ïèòàííÿ 3. Îïèñàòè ïåðiîäè÷íi ïîñëiäîâíîñòi äðóãîãî ïîðÿäêó ç ðàöiîíàëüíèìè êîå-

ôiöi¹íòàìè u1 òà u0.

Âiäïîâiäi íà äðóãå i òðåò¹ ïèòàííÿ ìè äàìî â íàñòóïíîìó ïiäïóíêòi.

3.4 Ðàöiîíàëüíiñòü ôóíêöié cosx òà arccosx

Ç'ÿñó¹ìî ñïî÷àòêó, çà ÿêèõ óìîâ êîåôiöi¹íò u1 = 2 cos
(
2πk
N

)
¹ ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì.

Òåîðåìà 3. ßêùî r ∈ Q i cos(2πr) ∈ Q, òî cos(2πr) ∈ {0,±1
2
,±1}.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

cos(2πr) =
m0

n0

,

äå m0 � öiëå, n0 � íàòóðàëüíå, ïðè÷îìó ÷èñëà m0 i n0 âçà¹ìíî ïðîñòi, òîáòî, íàéáiëüøèé

ñïiëüíèé äiëüíèê (m0, n0) = 1.

Ïðèïóñòèìî, ùî cos(2πr) 6∈ {0,±1
2
,±1}. Òîäi m0 6= 0 i n0 > 2. Çà ôîðìóëîþ êîñèíóñà

ïîäâiéíîãî êóòà, ìà¹ìî

cos(4πr) =
2m2

0 − n2
0

n2
0

.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ÷èñåëüíèê òà çíàìåííèê äðîáó â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi íå

¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè ÷èñëàìè. Íåõàé p � ïðîñòèé äiëüíèê ÷èñåë 2m2
0−n2

0 i n
2
0. Òîäi p|n0 i

p|2m2
0. Îñêiëüêè m0 i n0 âçà¹ìíî ïðîñòi, òî p|2. Îòæå, n0 = 2k äëÿ äåÿêîãî öiëîãî ÷èñëà

k. Òîäi

cos(4πr) =
m2

0 − 2k2

2k2
.

ßêùî iñíó¹ ïðîñòå ÷èñëî q, òàêå, ùî q|(m2
0− 2k2) i q|k2, òî q|k i q|m2

0. Çâiäñè q|m0 i q|n0,

ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ ïðî íåñêîðîòíiñòü äðîáó m0

n0
. Êðiì òîãî, îñêiëüêè n0 > 2,

òî n2
0 > 2k20 =

n2
0

2
> n0. Òàêèì ÷èíîì,

cos(4πr) =
m1

n1

,

äå n1 > n0 i (m1, n1) = 1. Àíàëîãi÷íî,

(cos 8πr) =
m2

n2

,
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äå n2 > n1 i (m2, n2) = 1. Ïðîäîâæóþ÷è öi ìiðêóâàííÿ äî íåñêií÷åííîñòi, ìè îòðèìà¹ìî

ïîñëiäîâíiñòü ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë (cos(2π · 2kr))∞k=0, òàêèõ, ùî

cos(2π · 2kr) =
mk

nk
,

(mk, nk) = 1, (12)

i, êðiì òîãî,

n0 < n1 < · · · < nk < . . . . (13)

Íåõàé ðàöiîíàëüíå ÷èñëî r ìà¹ âèãëÿä r = a
b
. Âðàõóâàâøè 2π-ïåðiîäè÷íiñòü êîñèíóñà,

ìè îòðèìà¹ìî, ùî

|{cos(2π · 2kr) : k = 0, 1, . . . }| = b.

Àëå ñêií÷åííiñòü ìíîæèíè çíà÷åíü ïîñëiäîâíîñòi (cos(2π·2kr))∞k=0 ñóïåðå÷èòü âëàñòèâîñ-

òÿì (12) i (13).

Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé an+2 = u1an+1 + u0an äëÿ êîæíîãî n ∈ N0, ïðè÷îìó u0, u1 ∈ Q.
Íàñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi

(i) (an)∞n=0 ïåðiîäè÷íà ç ïåðiîäîì N > 2;

(ii) u0 = −1, u1 ∈ {0,±1}.

Äîâåäåííÿ. (i) ⇒ (ii). Ç òåîðåìè 2 âèïëèâà¹, ùî u0 = −1 i u1 = 2 cos(2πr), r ∈ Q,
ïðè÷îìó u1 6= ±2. Òîäi, çàñòîñóâàâøè òåîðåìó 3, ìè îäåðæèìî, ùî u1 ∈ {0,±1}.

(ii) ⇒ (i). Ïðè u1 = 0 ìè îòðèìó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü an+2 = −an âèãëÿäó

a0, a1,−a0,−a1, a0, a1, . . . ,

ïåðiîäè÷íó ç ïåðiîäîì N = 4.

Ïðè u1 = 1 ìè îòðèìó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü an+2 = an+1 − an âèãëÿäó

a0, a1, a1 − a0,−a0,−a1, a0 − a1, a0, a1, . . . ,

ïåðiîäè÷íó ç ïåðiîäîì N = 6.

Ïðè u1 = −1 ìè îòðèìó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü an+2 = −an+1 − an âèãëÿäó

a0, a1,−a1 − a0, a0, a1, . . . ,

ïåðiîäè÷íó ç ïåðiîäîì N = 3.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî âèâ÷åííÿ ïèòàííÿ, êîëè 1
2π

arccos b = m
n
äëÿ m ∈ Z, n ∈ N i

|m| < n.
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Â òåîðåìi 3 ìè ç'ÿñóâàëè, ùî b ∈ Q ⇔ b ∈ {0,±1,±2}. Çàóâàæèìî, ùî(
cos

(
2πm

n

)
+ i sin

(
2πm

n

))n
= 1,

òîìó n-èé êîðiíü ç îäèíèöi w = cos
(
2πm
n

)
+ i sin

(
2πm
n

)
, áóäó÷è êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà

xn − 1 = 0, ¹ àëãåáðà¨÷íèì ÷èñëîì. Îñêiëüêè b = cos
(
2πm
n

)
= w+w

2
, òî b òàêîæ ¹ ÷èñëîì

àëãåáðà¨÷íèì. Îòæå, ïðèðîäíî äiçíàòèñÿ, ÷è ¹ ÷èñëî b àëãåáðà¨÷íèì öiëèì, à òàêîæ, ÷è

¹ âîíî àëãåáðà¨÷íèì öiëèì ÷èñëîì íåâèñîêèõ ñòåïåíiâ, íàïðèêëàä, äðóãîãî ÷è òðåòüîãî.

Äëÿ öüîãî íàì áóäå êîðèñíîþ òåîðåìà Ëåìåðà [5, Theorem 1].

Òåîðåìà 4 (Ëåìåð). Íåõàé m,n ∈ N � âçà¹ìíî ïðîñòi, n > 2. Òîäi 2 cos
(
2πm
n

)
¹ àëãå-

áðà¨÷íèì öiëèì ñòåïåíÿ 1
2
ϕ(n), äå ϕ(n) � ôóíêöiÿ Åéëåðà.

Ðîçãëÿíåìî ïåðiîäè÷íó ïîñëiäîâíiñòü (an)∞n=0 ç ïåðiîäîì N > 2, òàêó, ùî ¨¨ êîåôiöi-

¹íòè u0, u1 ∈ R ¹ àëãåáðà¨÷íèìè öiëèìè ÷èñëàìè ñòåïåíÿ k > 1. Çà òåîðåìîþ 2, u0 = −1

i u1 = 2 cos(2πm
n

), |m| < n i ÷èñëà m,n âçà¹ìíî ïðîñòi.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ëåìåðà, ÿêùî u1 ¹ àëãåáðà¨÷íèì öiëèì ÷èñëîì äðóãîãî ñòåïåíÿ,

òî ϕ(n) = 4. Ðîçêëàäåìî n = pα1
1 . . . pαi

i > 1, òîäi ϕ(n) =
∏i

j=1 p
αi−1
j (pj − 1).

Íåõàé n = 2ms, äå m ≥ 1 i s � íåïàðíå. Òîäi

2ms(p2 − 1) . . . (pi − 1) = 8p2 . . . pi, (14)

äå pj ïðè 2 ≤ j ≤ i � íåïàðíå ïðîñòi ÷èñëà.

� ßêùî m = 3, òî i = 1, iíàêøå ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (14) áóäå êðàòíà 16, à ïðàâà

� íi. Â öüîìó âèïàäêó n = 8.

� ßêùî m = 2, òî s > 1 i, êðiì òîãî, ç (14) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü s(p2 − 1) . . . (pi − 1) =

2p2 . . . pi. Çâiäñè ìà¹ìî, ùî â ðîçêëàäi ÷èñëà n ïðèñóòí¹ òiëüêè îäíå ïðîñòå ÷èñëî

pj, j ≥ 2, â íåíóëüîâîìó ñòåïåíi. Íåõàé pj − 1 = 2q, òîäi sq = pj, ùî ìîæëèâî

òiëüêè ó âèïàäêó q = 1. Îòæå, pj = 3. Â öüîìó âèïàäêó n = 12.

� ßêùî m = 1, òî s > 1 i s(p2− 1) . . . (pi− 1) = 4p2 . . . pi. Â öié ñèòóàöi¨ ìîæëèâi äâà

âàðiàíòè � â ðîçêëàäi ÷èñëà n ïðèñóòíi ðiâíî 2 ÷èñëà pj < pl â íåíóëüîâèõ ñòåïåíÿõ,

òàêi, ùî pj ≡ pl ≡ 3 mod 4, àáî òiëüêè îäíå ÷èñëî pj â íåíóëüîâîìó ñòåïåíi,

òàêå, ùî pj ≡ 1 mod 4. Â ïåðøîìó âèïàäêó ìà¹ìî p
αj−1
j pαl−1

l (pj − 1)(pl − 1) = 4.

Ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ íà 4 îáèäâîõ ÷àñòèí ðiâíîñòi, ìè îäåðæèìî, ùî pj = pl = 3,

ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ pj < pl. Â äðóãîìó âèïàäêó ìà¹ìî p
αj−1
j (pj − 1) = 4.

Çâiäñè αj = 1, pj = 5. Îòæå, n = 10.

Íåõàé òåïåð n � íåïàðíå ÷èñëî. Òîäi α1 = 0 i

pα2−1
2 . . . pαi−1

i (p2 − 1) . . . (pi − 1) = 4.

Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü äëÿ âèïàäêó m = 1, òàêà ðiâíiñòü ìîæëèâà òiëüêè

äëÿ n = 5.
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Òàêèì ÷èíîì,

ϕ(n) = 4 ⇔ n ∈ {5, 8, 10, 12}.

Ïîäiáíî ìîæíà âñòàíîâèòè, ùî

ϕ(n) = 6 ⇔ n ∈ {7, 9, 14, 18}
ϕ(n) = 8 ⇔ n ∈ {15, 16, 20, 24, 30}
ϕ(n) = 10 ⇔ n ∈ {11, 22}
ϕ(n) = 12 ⇔ n ∈ {13, 21, 26, 28, 36, 42}
ϕ(n) = 14 ⇔ n ∈ ∅.

Îñêiëüêè íå iñíó¹ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, òàêîãî, ùî ϕ(n) = 14, òî êîåôiöi¹íò u1 ïåðiî-

äè÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi (an)∞n=0 íå ìîæå áóòè êîðåíåì çâåäåíîãî ìíîãî÷ëåíà 7-ãî ñòåïåíÿ

ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Çíàéäåìî òåïåð âñi ìîæëèâi çíà÷åííÿ êóòiâ ϕ = 2πm/n òà êîåôiöi¹íòiâ u1 = 2 cosϕ

ó âèïàäêàõ, êîëè âîíè ¹ àëãåáðà¨÷íèìè öiëèìè ÷èñëàìè ñòåïåíiâ k = 2, 3, 4, 5.

k ïîëiíîì u1 (íóëi ïîëiíîìà) ϕ l N

2

x2 + x− 1 −1
2
±
√
5
2

2π·l
5

1, 2 5

x2 − 2 ±
√

2 π·l
4

1, 3 8

x2 − x− 1 1
2
±
√
5
2

π·l
5

1, 3 10

x2 − 3 ±
√

3 π·l
6

1, 5 12

3

x3 + x2 − 2x− 1 −1
3

+
3√49

3
3

√
1
2
(1+3i

√
3)

+ 1
3

3

√
7
2
(1 + 3i

√
3) 2π·l

7
1, 2, 3 7

x3 − 3x+ 1 1

3

√
1
2
i(
√
3+i)

+ 3

√
1
2
i(
√

3 + i) 2π·l
9

1, 2, 4 9

x2 − x2 − 2x+ 1 1
3

+
3√49

3
3

√
1
2
(−1+3i

√
3)

+ 1
3

3

√
7
2
(−1 + 3i

√
3) π·l

7
1, 3, 5 14

x3 − 3x− 1 1

3

√
1
2
(1+i

√
3)

+ 3

√
1
2
(1 + i

√
3) π·l

9
1, 5, 7 18

4

x4 − x3 − 4x2 + 4x+ 1 1
4

(
1−
√

5−
√

30 + 6
√

5
)

2π·l
15

1, 2, 4, 7 15

1
4

(
1 +
√

5−
√

30− 6
√

5
)

1
4

(
1−
√

5 +
√

30 + 6
√

5
)

1
4

(
1 +
√

5 +
√

30− 6
√

5
)

x4 − 4x2 + 2 ±
√

2±
√

2 π·l
8

1, 3, 5, 7 16

x4 − 5x2 + 5 ±
√

5
2
± 1

2

√
5 π·l

10
1, 3, 7, 9 20

x4 − 4x2 + 1 ±1
2
(
√

2±
√

6) π·l
12

1, 5, 7, 11 24

x4 + x3 − 4x2 − 4x+ 1 1
4

(
−1−

√
5−

√
30− 6

√
5
)

π·l
15

1, 7, 11, 13 30

1
4

(
−1 +

√
5−

√
30 + 6

√
5
)

1
4

(
−1−

√
5 +

√
30− 6

√
5
)

1
4

(
−1 +

√
5 +

√
30 + 6

√
5
)
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5
x5 + x4 − 4x3 − 3x2 + 3x+ 1 2 cosϕ 2π·l

11
1, 2, 3, 4, 5 11

x5 − x4 − 4x3 + 3x2 + 3x− 1 2 cosϕ π·l
22

1, 3, 5, 7, 9 22

Îïèøåìî çíàõîäæåííÿ íåçâiäíîãî ïîëiíîìà Pq(x) = xq + aq−1x
q−1 + · · · + a1x + a0 ç

öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, êîðåíåì ÿêîãî ¹ ÷èñëî u1, íàïðèêëàä, äëÿ k = 4 i u1 = 2 cos 2π
15
.

Ïîçíà÷èìî

w = cos

(
2π

15

)
+ i sin

(
2π

15

)
.

Òîäi

u1 = 2 cos

(
2π

15

)
= w + w = w + 1

w
.

Çàóâàæèìî, ùî w15 = 1 i, îñêiëüêè w 6= 1, òî w14 + w13 + · · · + w + 1 = 0. Ïîäiëèìî

îñòàííþ ðiâíiñòü íà w7 6= 0 i îòðèìà¹ìî(
w7 +

1

w7

)
+ · · ·+

(
w +

1

w

)
+ 1 = 0.

Îñêiëüêè

x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy,

x3 + y3 = (x+ y)3 − 3xy(x+ y),

x4 + y4 = (x+ y)4 − 4xy(x+ y)2 + 2x2y2,

x5 + y5 = (x+ y)5 − 5xy(x+ y)3 + 5x2y2(x+ y),

x6 + y6 = (x+ y)6 − 6xy(x+ y)4 + 9x2y2(x+ y)2 − 2x3y3,

x7 + y7 = (x+ y)7 − 7xy(x+ y)5 + 14x2y2(x+ y)3 − 7x3y3(x+ y),

òî, ïiäñòàâèâøè x = w, y = 1
w
òà çðîáèâøè çàìiíó t = w + 1

w
, ìè îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

t7 + t6 − 6t5 − 5t4 + 10t3 + 6t2 − 4t− 1 = 0.

Ç äîïîìîãîþ WolframAlpha ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî ìíîãî÷ëåí â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi ðîç-

êëàäà¹òüñÿ íà ìíîæíèêè

t7 + t6 − 6t5 − 5t4 + 10t3 + 6t2 − 4t− 1 = (t+ 1)(t2 + t− 1)(t4 − t3 − 4t2 + 4t+ 1).

Îñêiëüêè u1 = 2 cos
(
2π
15

)
íå ¹ êîðåíåì àíi (t+1), àíi (t2+t−1), òî u1 ¹ êîðåíåì íåçâiäíîãî

ìíîãî÷ëåíà t4 − t3 − 4t2 + 4t + 1 ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, à, îòæå, àëãåáðà¨÷íèì öiëèì

÷èñëîì ÷åòâåðòîãî ñòåïåíÿ.
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4 Ðåêóðåíòíi ïîñëiäîâíîñòi òðåòüîãî ïîðÿäêó

Ïåðåéäåìî äî ïèòàííÿ ïåðiîäè÷íîñòi ðåêóðåíòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé òðåòüîãî ïîðÿäêó,

òîáòî, ïîñëiäîâíîñòåé (an)∞n=0, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ðåêóðåíòíèì ñïiââiäíîøåííÿì

an+3 = u2an+2 + u1an+1 + u0an, (15)

äëÿ n = 0, 1, . . . iç çàäàíèìè ïî÷àòêîâèìè çíà÷åííÿìè a0, a1, a2.

Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ U i âåêòîðè xn ïðè n ∈ N0

U =

 0 1 0

0 0 1

u0 u1 u2

 , xn =

 an
an+1

an+2


òà íàãàäà¹ìî, ùî xn+1 = Uxn. Êðiì òîãî, iíäóêöi¹þ ìîæíà äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî

n ∈ N0 ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

xn = Unx0. (16)

4.1 Êîðîòêi ïåðiîäè N = 1, 2, 3

Êîåôiöi¹íòè ñòàëî¨ ïîñëiäîâíîñòi âèãëÿäó (15) ç ïî÷àòêîâèì âåêòîðîì x0 = (a, a, a)

çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü a = (u2 + u1 + u0)a, çâiäêè u2 + u1 + u0 = 1 àáî a = 0.

Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü (15) ìà¹ ïåðiîä N = 2. Òîäi ïî÷àòêîâèé âåêòîð ìà¹ âèãëÿä

x0 = (a0, a1, a0) i a3 = a1, a4 = a0. Ïiäñòàâèâøè çíà÷åííÿ a3 i a4 â (15), îäåðæèìî

ðiâíîñòi {
a1 = u2a0 + u1a1 + u0a0,

a0 = u2a1 + u1a0 + u0a1.

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî (a0 + a1)(u0 + u1 + u2− 1) = 0. ßêùî a1 = −a0, òî ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ
ñèñòåìè u1−u0−u2 = 1. Â öüîìó âèïàäêó ïîñëiäîâíiñòü ìà¹ âèãëÿä a0,−a0, a0,−a0, . . . .
ßêùî æ a1 6= −a0, òî ïiäñòàâèâøè u0 + u1 + u2 = 1 â ñèñòåìó, îäåðæèìî (a0 − a1)(1 −
u1) = 0. Ó âèïàäêó a1 = a0 ìè îòðèìó¹ìî ñòàëó ïîñëiäîâíiñòü. Òàêèì ÷íèîì, u1 = 1 i

u0 + u2 = 0, à ïîñëiäîâíiñòü âèãëÿäàòèìå íàñòóïíèì ÷èíîì: a0, a1, a0, a1, . . . .

Çíàéäåìî òåïåð óìîâè íà êîåôiöi¹íòè äëÿ ïåðiîäó N = 3. Îñêiëüêè x3 = x0, òî ç

(15) âèïëèâàþòü ðiâíîñòi 
a0 = u2a2 + u1a1 + u0a0,

a1 = u2a0 + u1a2 + u0a1,

a2 = u2a1 + u1a0 + u0a2.

Äîäàâøè öi ðiâíîñòi, ìà¹ìî a0 + a1 + a2 = 0 àáî u0 + u1 + u2 = 1. ßêùî a0 + a1 + a2 = 0,

òî, ïiäñòàâèâøè a2 = −a1− a0 â ñèñòåìó, ïiñëÿ ïåðåòâîðåíü, îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

a0+a1+a2 = 0 i u2 = u1 = u0−1. Íàïðèêëàä, ïðè x0 = (1, 2,−3) i an+3 = an+2+an+1+2an
ìà¹ìî ïåðiîäè÷íó ïîñëiäîâíiñòü 1, 2,−3, 1, 2,−3, . . . ç ïåðiîäîì N = 3. Ó âèïàäêó, êîëè

a0 + a1 + a2 6= 0, òî u0 + u1 + u2 = 1, çâiäêè ç ñèñòåìè ìà¹ìî{
u1(a1 − a2) = (a0 − a2)(1− u0)
u1(a2 − a0) = (a1 − a0)(1− u0).
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Âiäêèíóâøè ñïiââiäíîøåííÿ, ç ÿêèõ âèïëèâàþòü âèïàäêè ïåðiîäiâ N = 1 òà N = 2,

îäåðæèìî, ùî u1 = u2 = 0, u0 = 1 i âåêòîð x0 íå ñòàëèé, òîáòî, (a1 − a0)2 + (a2 − a1)2 +

(a2 − a0)2 > 0. Ïîñëiäîâíiñòü ìà¹ âèãëÿä an+3 = an, n ∈ N0, i ¹ ïåðiîäè÷íîþ ç ïåðiîäîì

N = 3.

4.2 Ïåðiîäè äîâiëüíî¨ äîâæèíè

Ðîçãëÿíåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

x3 − u2x2 − u1x− u0 = 0 (17)

ñïiââiäíîøåííÿ (15). Çðîáèìî ïiäñòàíîâêó x = y + u2
3
i ïiñëÿ ïåðåòâîðåíü îäåðæèìî

êóái÷íå ðiâíÿííÿ

y3 + py + q = 0, (18)

äå

p = −u
2
2

3
− u1, q = −2u32

27
− u2u1

3
− u0.

Çãiäíî ç [1, c. 235], êîðåíi ðiâíÿííÿ (18) ìîæóòü áóòè çíàéäåíi çà ôîðìóëîþ Êàðäàíî

y =
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+
p3

27
+

3

√
−q

2
−
√
q2

4
+
p3

27
,

äå ç òðüîõ ðiçíèõ êîðåíiâ êóái÷íèõ

β =
3

√
−q

2
−
√
q2

4
+
p3

27
(19)

ïîòðiáíî îáèðàòè òîé, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü αβ = −p
3
, äå

α =
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+
p3

27
. (20)

Ïîçíà÷èìî

D = −108

(
q2

4
+
p3

27

)
= −4u32u0 + u22u

2
1 − 18u2u1u0 + 4u31 − 27u20. (21)

Çãiäíî ç [1, c. 236-237], ó âèïàäêàõ D 6= 0 ðiâíÿííÿ (17) ìà¹ òðè ïîïàðíî ðiçíi êîðåíi, à

ó âèïàäêó D = 0 � òðè êîðåíi, äâà ç ÿêèõ ðiâíi ìiæ ñîáîþ.

4.3 Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìà¹ òðè ïîïàðíî ðiçíi êîðåíi

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê D 6= 0 i íåõàé λ1, λ2 i λ3 � ïîïàðíî ðiçíi êîðåíi ðiâíÿííÿ (17).

Çãiäíî ç (4), çàãàëüíèé ÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi (an)∞n=0, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

(15), ìà¹ âèãëÿä

an = A1λ
n
1 + A2λ

n
2 + A3λ

n
3 (22)
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äëÿ êîæíîãî n = 0, 1, . . . , äå A1, A2, A3 ∈ R. Çíàéäåìî öi ÷èñëà ç ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ

Λ0A = x0, äå

Λ0 =

 1 1 1

λ1 λ2 λ3
λ21 λ22 λ23

 , A =

A1

A2

A3

 , x0 =

a0a1
a2

 .

Îñêiëüêè

Λ−10 =


λ2λ3

(λ1−λ3)(λ1−λ2)
−λ2−λ3

(λ1−λ3)(λ1−λ2)
1

(λ1−λ3)(λ1−λ2)
λ1λ3

(λ2−λ3)(λ2−λ1)
−λ1−λ3

(λ2−λ3)(λ2−λ1)
1

(λ2−λ3)(λ2−λ1)

λ1λ2
(λ3−λ1)(λ3−λ2)

−λ1−λ2
(λ3−λ1)(λ3−λ2)

1
(λ3−λ1)(λ3−λ2)

 ,

òî

A1 =
λ2λ3a0 − λ2a1 − λ3a1 + a2

(λ1 − λ3)(λ1 − λ2)
,

A2 =
λ1λ3a0 − λ1a1 − λ3a1 + a2

(λ2 − λ3)(λ2 − λ1)
,

A3 =
λ1λ2a0 − λ1a1 − λ2a1 + a2

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)
. (23)

Ñëiäóþ÷è òåîðåìi 1, íåîáõiäíî äîñëiäèòè óìîâè íà êîåôiöi¹íòè u0, u1 òà u2, ïðè

âèêîíàííi ÿêèõ |IN | 6= ∅ òà Ai = 0 äëÿ âñiõ i ∈ {1, 2, 3} \ IN . Îòæå, íåõàé ñïî÷àòêó

|IN | = 1. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî

A1 = A2 = 0, λN3 = 1.

Òîäi ç ðiâíîñòåé (23) âèïëèâà¹, ùî
λ2λ3a0 − (λ2 + λ3)a1 + a2 = 0,

λ1λ3a0 − (λ1 + λ3)a1 + a2 = 0,

λ1λ2a0 − (λ1 + λ2)a1 + a2 = A3(λ3 − λ1)(λ3 − λ2).

Âiäíÿâøè äðóãå ðiâíÿííÿ âiä ïåðøîãî òà âðàõóâàâøè, ùî λ2 6= λ1, ìè îäåðæèìî ðiâíiñòü

a1 = λ3a0. Ïiäñòàâèâøè öåé çâ'ÿçîê ó ïåðøå ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî, ùî a2 = λ23a0. Òîäi ç

òðåòüîãî ðiâíÿííÿ A3 = a0, çâiäêè îòðèìó¹ìî çàãàëüíèé âèãëÿä ïîñëiäîâíîñòi

an = λn3a0 ∀n ∈ N0. (24)

Îñêiëüêè

Ux0 = x1 =

a1a2
a3

 =

λ3a0λ23a0
λ33a0

 = λ3

 a0
λ3a0
λ23a0

 = λ3x0,

òî x0 ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ìàòðèöi U iç âëàñíèì çíà÷åííÿì λ3.

Ïðè D > 0 âñi êîðåíi ðiâíÿííÿ (18), à çíà÷èòü, i ðiâíÿííÿ (17) äiéñíi. Òîìó λ1 = ±1.

Ç (24) âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (an)∞n=0 ìà¹ âèãëÿä a0, a0, . . . àáî a0,−a0, a0,−a0, . . . ,
à òàêi ïîñëiäîâíîñòi ìè âæå ðîçãëÿäàëè ðàíiøå.
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Ó âèïàäêó D < 0 ðiâíÿííÿ (18) ìàòèìå îäèí äiéñíèé êîðiíü i äâà êîìïëåêñíi ñïðÿ-

æåíi êîðåíi. Çðîçóìiëî, ùî òîäi é êîðåíi ðiâíÿííÿ (17) ìàòèìóòü òàêó æ âëàñòèâiñòü.

Òîäi λ1 ∈ R, iíàêøå λ1 ìàëî á ñïðÿæåíèé êîðiíü, ÿêèé òåæ áóâ áè N -òèì êîðåíåì ç

îäèíèöi, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ |IN | = 1. Îòæå, λ1 = ±1, ùî çíîâó ïðèâîäèòü äî

âèùåíàâåäåíèõ âèïàäêiâ.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî |IN | = 2 i, íàïðèêëàä, A3 = 0, à λN1 = λN2 = 1. Òîäi, ç (23)

ìà¹ìî 
λ2λ3a0 − (λ2 + λ3)a1 + a2 = A1(λ1 − λ3)(λ1 − λ2),
λ1λ3a0 − (λ1 + λ3)a1 + a2 = A2(λ2 − λ3)(λ2 − λ1),
λ1λ2a0 − (λ1 + λ2)a1 + a2 = 0.

Ç òðåòüîãî ðiâíÿííÿ

a2 = (λ1 + λ2)a1 − λ1λ2a0.

Ïiäñòàâèâøè çíà÷åííÿ a2 â ïåðøå òà äðóãå ðiâíÿííÿ, ìè îäåðæèìî

A1 =
a0λ2 − a1
λ2 − λ1

, A2 =
a1 − a0λ1
λ2 − λ1

,

òîáòî, ÷èñëà A1 i A2 çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi (9). Çâiäñè, âèêîðèñòîâóþ÷è (22), iíäó-

êòèâíî ìîæíà âèçíà÷èòè ðåêóðåíòíèé âèãëÿä ïîñëiäîâíîñòi (an)∞n=0, à ñàìå

an+2 = (λ1 + λ2)an+1 − λ1λ2an ∀n ∈ N0. (25)

Çàóâàæèìî, ùî λ1λ2 = 1 i λ1 + λ2 = 2 cos
(
2πk
N

)
äëÿ äåÿêîãî 0 < k < N çãiäíî ç

òåîðåìîþ 2. Ç òåîðåìè Âi¹òà âèïëèâà¹, ùî λ1 + λ2 = u2 − u0. Îòæå,

u2 = 2 cos

(
2πk

N

)
+ u0.

Äàë, çà òåîðåìîþ Âi¹òà λ1λ2λ3 = u0, çâiäêè λ3 = u0. Êðiì òîãî,

u1 = −(λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3) = −1− λ3(λ1 + λ2) = −1− 2u0 cos

(
2πk

N

)
.

Çàëèøèëîñÿ çíàéòè âèãëÿä êîåôiöi¹íòiâ u0, u1 òà u2 ó âèïàäêó, êîëè |IN | = 3.

4.3.1 Âèïàäîê D < 0

Â öüîìó âèïàäêó α áóäå ìàòè îäèí äiéñíèé êîðiíü, ïîçíà÷èìî éîãî ÷åðåç α1, i äâà

êîìïëåêñíi ñïðÿæåíi êîðåíi. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç β1 âiäïîâiäíèé äiéñíèé êîðiíü β, òàêèé,

ùî

α1β1 = −p
3
. (26)

Òîäi ðiâíÿííÿ (18) ìà¹ îäèí äiéñíèé êîðiíü

y1 = α1 + β1 ∈ R

i äâà êîìïëåêñíi

y2,3 = −α1 + β1
2

± i
√

3
α1 − β1

2
.
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Ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (17) áóäóòü ïîïàðíî ðiçíi ÷èñëà λi = yi+
u2
3
, i = 1, 2, 3.

Îñêiëüêè êîæíå λi ¹ N -òèì êîðåíåì ç îäèíèöi, à λ1 ∈ R, òî
[
α1 + β1 + u2

3
= 1,

α1 + β1 + u2
3

= −1 i N − ïàðíå
u2
3
− α1+β1

2
+ i
√

3α1−β1
2

= cos
(
2π·n
N

)
+ i sin

(
2π·n
N

)
,

u2
3
− α1+β1

2
− i
√

3α1−β1
2

= cos
(
2π·r
N

)
+ i sin

(
2π·r
N

)
äëÿ äåÿêèõ n, r ∈ {0, 1, . . . , N − 1}. Òîäi ç äðóãîãî i òðåòüîãî ðiâíÿíü ñèñòåìè ìà¹ìî, ùî

cos
(
2π·n
N

)
= cos

(
2π·r
N

)
, à sin

(
2π·n
N

)
= − sin

(
2π·r
N

)
. Ïîçíà÷èìî ϕ = 2π·n

N
.

ßêùî α1 + β1 + u2
3

= ±1, òî u2
3
− 1

2
(α1 + β1) = u2

2
∓ 1

2
. Ïiäñòàâèâøè â äðóãå ðiâíÿííÿ

ñèñòåìè, îòðèìà¹ìî ìîæëèâi âèðàçè äëÿ u2:

u2 = 2 cosϕ+ 1 àáî u2 = 2 cosϕ− 1 ïðè ïàðíîìó N. (27)

Ç äðóãîãî òà òðåòüîãî ðiâíÿíü ñèñòåìè ìà¹ìî

α1 =
u2
3
− cosϕ+

sinϕ√
3
, β1 =

u2
3
− cosϕ− sinϕ√

3
.

Òîäi

α1β1 =
(u2

3
− cosϕ

)2
− sin2 ϕ

3
=
u2

2

9
− 2u2

3
cosϕ+

4 cos2 ϕ− 1

3
,

à ç iíøîãî áîêó, ç (26)

α1β1 =
u2

2

9
+
u1
3
.

Ç öèõ ñïiââiäíîøåíü âèïëèâà¹, ùî

u1 = 4 cos2 ϕ− 2u2 cosϕ− 1.

Çâiäñè, u1 = −2 cosϕ− 1 ïðè u2 = 2 cosϕ+ 1 i u1 = 2 cosϕ− 1 = u2 ïðè u2 = 2 cosϕ− 1.

Äàëi, ÿêùî u2 = 2 cosϕ + 1, òî êîðåíåì ðiâíÿííÿ (17) ¹ λ1 = 1, òîìó â öüîìó âèïàäêó

u2 + u1 + u0 = 1, à òîäi u0 = 1. ßêùî æ u2 = 2 cosϕ − 1, òî êîðåíåì ðiâíÿííÿ (17) ¹

λ1 = −1, òîìó u1 − u0 − u2 = 1, çâiäêè u0 = −1.

4.3.2 Âèïàäîê D > 0

Â öié ñèòóàöi¨ âñi êîðåíi ðiâíÿííÿ (17) äiéñíi òà ðiçíi. Ç iíøîãî áîêó, |λi| = 1 äëÿ êîæíîãî

i = 1, 2, 3. Òîìó õî÷à á äâà çíà÷åííÿ λi ïîâèííi çáiãàòèñÿ, îòðèìó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü.

4.4 Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìà¹ êðàòíi êîðåíi

ßêùî D = 0, òî ðiâíÿííÿ (17) ìà¹ òðè äiéñíi êîðåíi, äâà ç ÿêèõ ìiæ ñîáîþ ðiâíi.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ (17) ìà¹ òðè êîðåíi,

äâà ç ÿêèõ, ñêàæiìî, λ2 i λ3 ðiâíi, ïðè÷îìó λ1 6= λ2. Òîäi çãiäíî ç [2, c. 39], çàãàëüíèé

÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi (15) ìà¹ âèãëÿä

an = A1λ
n
1 + A2λ

n
2 + A3nλ

n
2
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äëÿ äåÿêèõ Ai ∈ R i êîæíîãî n = 0, 1, . . . . Äëÿ çíàõîäæåííÿ Ai ðîçâ'ÿæåìî âiäïîâiäíå

ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ M0A = x0, äå

M0 =

 1 1 0

λ1 λ2 λ2
λ21 λ22 2λ22

 .

Îñêiëüêè λ1 6= λ2, òî detM = λ2(λ1 − λ2)2 6= 0, òîäi

M−1
0 =


λ22

(λ1−λ2)2 − 2λ2
(λ1−λ2)2

1
(λ1−λ2)2

λ1(λ1−2λ2)
(λ1−λ2)2

2λ2
(λ1−λ2)2

−1
(λ1−λ2)2

− λ1
λ1−λ2

λ1+λ2
λ2(λ1−λ2)

−1
λ2(λ1−λ2) ,


çâiäêè

A1 =
λ22a0 − 2λ2a1 + a2

(λ1 − λ2)2
,

A2 =
λ21a0 − 2λ1λ2a0 + 2λ2a1 − a2

(λ1 − λ2)2
,

A3 =
λ1a1 + λ2a1 − λ1λ2a0 − a2

λ2(λ1 − λ2)
. (28)

Äëÿ n ∈ N0 ïîçíà÷èìî

Mn =

 λn1 λn2 nλn2
λn+1
1 λn+1

2 (n+ 1)λn+1
2

λn+1
1 λn+1

2 (n+ 2)λn+2
2

 .

Òîäi xn = MnA äëÿ êîæíîãî n ∈ N0. Ïåðåâiðèìî óìîâó ïåðiîäè÷íîñòi xN = x0. Ìà¹ìî

MNA = M0A ⇔ (MN −M0)A = 0 ⇔ M0 ·

λN1 − 1 0 0

0 λN2 − 1 NλN2
0 0 λN2 − 1

 · A = 0.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü âiðíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëèλN1 − 1 0 0

0 λN2 − 1 NλN2
0 0 λN2 − 1

 · A = 0,

ùî ðiâíîñèëüíî óìîâàì

(I)

{
λN1 = λN2 = 1,

A3 = 0;
(II)

{
λN1 = 1,

A2 = A3 = 0;
(III)

{
λN2 = 1,

A1 = A3 = 0.

Îñêiëüêè ó âñiõ òðüîõ âèïàäêàõ A3 = 0, òî a2 = (λ1 + λ2)a1 − λ1λ2a0 ç ðiâíîñòåé (28).

Ïiäñòàâèâøè öå çíà÷åííÿ ó âèðàçè äëÿ A1 òà A2, ìè îäåðæèìî ðiâíîñòi (9). Òàêèì

÷èíîì, âèïàäêè (I)�(III) ðiâíîñèëüíi ðîçãëÿíóòèì âèùå âèïàäêàì |IN | = 1 òà |IN | = 2.
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Íàïðèêiíöi ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ðiâíÿííÿ (17) ìà¹ òðè îäíàêîâi êîðåíi λ1 =

λ2 = λ3 = λ. Òîäi çãiäíî ç [2, c. 39] çàãàëüíèé ÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi (an)∞n=0 ìà¹ âèãëÿä

an = λn(A1 + A2n+ A3n
2)

äëÿ äåÿêèõ A1, A2, A3 ∈ R. Àíàëîãi÷íî ÿê ó ïiäïóíêòi 3.2.2, ìè îòðèìà¹ìî, ùî òàêà

ïîñëiäîâíiñòü ¹ ïåðiîäè÷íîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà íóëüîâà.

4.5 Ïiäñóìêîâà òåîðåìà äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé òðåòüîãî ïîðÿäêó

Òåîðåìà 5. Ðåêóðåíòíà íåíóëüîâà ïîñëiäîâíiñòü òðåòüîãî ïîðÿäêó (an)∞n=0, ùî âè-

çíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì an+3 = u2an+2 + u1an+1 + u0an ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè

u0, u1, u2 ∈ R, ¹ ïåðiîäè÷íîþ ç ïåðiîäîì

� N = 1 ⇔
{
u0 + u1 + u2 = 1,

x0 = (a0, a0, a0);

� N = 2 ⇔
{
u1 − u0 − u2 = 1,

x0 = (a0,−a0, a0);
àáî

{
u0 + u2 = 0, u1 = 1,

x0 = (a0, a1, a0), a1 6= ±a0;

� N = 3 ⇔
{
u2 = u1 = u0 − 1,

x0 = (a0, a1,−a0 − a1);
àáî

{
u1 = u2 = 0, u0 = 1,

x0 − äîâiëüíèé âåêòîð;

� N > 3 ⇔


u1 = −2u0 cos

(
2πk
N

)
, u2 = u0 + 2 cos

(
2πk
N

)
,

x0 = (a0, a1, 2 cos
(
2πk
N

)
a1 − a0),

0 < k < N, (k,N) = 1;

àáî

{
u2 = −u1 = 2 cos

(
2πk
N

)
+ 1, u0 = 1,

0 < k < N, (k,N) = 1;
àáî{

u2 = u1 = 2 cos
(
2πk
N

)
− 1, u0 = −1,

N − ïàðíå.

Ïðèêëàä 3. Ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü òðåòüîãî ïîðÿäêó ç ïåðiîäîì N = 12. Ñêîðèñòà-

¹ìîñÿ äðóãîþ óìîâîþ íà êîåôiöi¹íòè u0, u1, u2 äëÿ âèïàäêó N > 3. Íåõàé k = 1, òîäi

u0 = 1, u2 = −u1 = 2 cos π
6

+ 1 =
√

3 + 1,

an+3 = (
√

3 + 1)an+2 − (
√

3 + 1)an+1 + an

òà íåõàé a0 = 0, a1 = 1 i a2 = 2. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü (an)∞n=0 ìà¹ âèãëÿä

0, 1, 2, 1 +
√

3, 3, 1 +
√

3, 2, 1, 0, 1−
√

3,−1, 1−
√

3, 0, 1, 2, . . .

ïðè÷îìó x12 = x0.

Ïðèêëàä 4. Íåõàé N = 10 i ϕ = 72◦ = 4π
10
. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òðåòüîþ óìîâîþ íà êîåôiöi-

¹íòè u0, u1, u2 äëÿ âèïàäêó N > 3. Çàóâàæèìî, ùî cos 2π
5

=
√
5−1
4

. Äàëi, u2 = u1 =
√
5−1
2

,

u0 = −1 i

an+3 =

√
5− 1

2
an+2 +

√
5− 1

2
an+1 − an.
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Ïîêëàäåìî a0 = 1, a1 = 1, a0 = 0. Òîäi îòðèìó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü

1, 1, 0,

√
5− 2

2
, 1−

√
5,−1,−1, 0,

3−
√

5

2
,
√

5− 1, 1, 1, 0, . . . .

Òàêèì ÷èíîì, x10 = x0, i ïîñëiäîâíiñòü ìà¹ ïåðiîä N = 10.
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Among other sequences of integers Fibonacci numbers and Lucas numbers are cituated

in the central place. In spite of great amount of literature dedicated to Fibonacci and Lucas

sequences, there are still a lot of intriguing questions and open problems in this direction, see,

for instance, the �The Fibonacci Quarterly� journal or materials of the Biannual International

Conference organized by Fibonacci Association.



136 Êàðëîâà Î.Î.1,3, Êàòèðèí÷óê Ê.Ì.1, Ïðîöåíêî Â.I.2

We are motivated by the following simple observatoin. Consider the classical Fibonacci

sequence de�ned by the rule

Fn+2 = Fn+1 + Fn, n = 0, 1, 2, . . .

with the initial values F0 = 0, F1 = 1:

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, . . .

If we consider a little bit another sequence

Gn+2 = Gn+1 −Gn, n = 0, 1, 2, . . . ,

then for G0 = 0, G1 = 1 the sequence (Gn)
∞
n=0 is of the form

0, 1, 1, 0,−1,−1, 0, 1, 1, 0,−1,−1, . . . .

In other words, this sequence is periodic with period of the length 6.

Therefore, the next questions follow naturally from the previous observation: (i) under which

conditions on its coe�cients the reccurent sequence is periodic? (ii) How long may be a period

of the reccurent sequence and how it depends on coe�cients? (iii) Does the length of a period

depends on initial values of the reccurent sequence?

In the given paper we answer to these questions for the reccurent sequences of the second

and the third order. We obtain necessary and su�cient conditions on coe�cients ui for the

periodicity of a recurrent sequence de�ned by the rule an+k = uk−1an+k−1 + · · · + u0a0 for

n = 0, 1, . . . and ui ∈ R, i = 0, . . . , k − 1, in the case of k = 2, 3.


