
УДК 517.9

c©2014 p. Л.М. Сергєєва

Чернiвецький нацiональний унiверситет iм. Юрiя Федьковича, Чернiвцi

ПРО ГЛОБАЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ЛIНIЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ
РIВНЯНЬ З ДЕКIЛЬКОМА ВIДХИЛЕННЯМИ АРГУМЕНТУ

Побудовано систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь, всi розв’язки якої є глобальними
розв’язками системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь з кiлькома вiдхиленнями аргументу.
Обґрунтовано iснування такої системи, а також дослiджено деякi властивостi її розв’язкiв.

We provide a system of differential equations whose solutions are global solutions of a system
of differential equations with multiple deviating arguments. We justify the existence of the provided
system and study some properties of its solutions.

В працi [1] А.М. Самойленко запропо-
нував апроксимувати систему лiнiйних рiв-
нянь з одним вiдхиленням аргументу систе-
мою звичайних диференцiальних рiвнянь,
всi розв’язки якої були б розв’язками ви-
хiдної системи на R, було також встановле-
но деякi властивостi розв’язкiв цих систем.
Для систем рiвнянь з лiнiйно перетвореним
аргументом на пiвосi аналогiчнi питання до-
слiдженi в статтi А.М. Самойленка i Н.Л.
Денисенко [2].

В роботах [3–4] розглянуто застосуван-
ня запропонованого методу для знаход-
ження i дослiдження глобальних розв’яз-
кiв деяких типiв лiнiйних функцiонально-
диференцiальних рiвнянь.

У данiй роботi для системи диференцi-
альних рiвнянь з декiлькома вiдхиленнями
аргументу будується система звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь, всi розв’язки якої є
глобальними розв’язками початкової систе-
ми.

Розглянемо систему диференцiальних
рiвнянь

dx(t)

dt
= A(t)x(t) +

N∑
i=1

Bi(t)x(t + λi) + f(t),

(1)
де t ∈ R, x ∈ Rn, λi ∈ R\{0}, i = 1, N. Побу-
дуємо систему звичайних диференцiальних
рiвнянь

dx(t)

dt
= C(t)x(t) + g(t), t ∈ R, (2)

всi розв’язки якої будуть глобальними
розв’язками системи рiвнянь (1). Тут
A,Bi, C, – n-вимiрнi матричнi, i = 1, N , f, g
– векторнi функцiї розмiрностi n.

Покажемо, що матрична функцiя C =
C(t) i вектор-функцiя g = g(t) задовольня-
ють рiвняння вигляду:

C(t) = A(t) +
N∑

i=1

Bi(t)Ω
t+λi
τ (C), (3)

g(t) = f(t) +
N∑

i=1

Bi(t)

t+λi∫

t

Ωt+λi
s (C)g(s)ds.

(4)
Тут Ωt

τ (C) – нормована фундаментальна
матриця системи диференцiальних рiвнянь
(2), яка визначається з рiвняння Ωt

τ (C) =

I +
t∫

τ

C(s)ds +
t∫

τ

C(s)
s∫

τ

C(s1)ds1ds + ...

+
t∫

τ

C(s)
s∫

τ

C(s1)...
sn−2∫
τ

C(sn−1)dsn−1...ds1ds +

... , де I – одинична матриця, t, τ ∈ R. Даний
ряд буде збiжним для всiх t, τ ∈ R, причому
рiвномiрно за (t, τ) на кожному компактi в
R2. Загальний розв’язок системи рiвнянь (2)
визначається формулою Кошi

x(t) = Ωt
τ (C)x0 +

t∫

τ

Ωt
s(C)g(s)ds, (5)

де t, τ ∈ R, x0 ∈ Rn – довiльний сталий век-
тор. Функцiя (5) задовольняє систему рiв-
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нянь (1) тодi i тiльки тодi, коли

C(t)[Ωt
τ (C)x0 +

t∫

τ

Ωt
s(C)g(s)ds] + g(t) =

= A(t)[Ωt
τ (C)x0 +

t∫

τ

Ωt
s(C)g(s)ds]+

+
N∑

i=1

Bi(t)[Ω
t+λi
τ (C)x0+

+

t+λi∫

τ

Ωt+λi
s (C)g(s)ds] + f(t). (6)

Покладаючи в тотожностi (6) x0 = 0, отри-
маємо

C(t)

t∫

τ

Ωt
s(C)g(s)ds + g(t) =

= A(t)

t∫

τ

Ωt
s(C)g(s)ds+

+
N∑

i=1

Bi(t)

t+λi∫

τ

Ωt+λi
s (C)g(s)ds + f(t), t ∈ R.

(7)
З (6) i (7) маємо рiвняння

C(t)Ωt
τ (C) = A(t)Ωt

τ (C) +
N∑

i=1

Bi(t)Ω
t+λi
τ (C).

Враховуючи властивостi матрицi Ωt
τ (C),

можна зробити висновок, що останнє рiвня-
ння буде вiрне тiльки тодi, коли

C(t) = A(t) +
N∑

i=1

Bi(t)Ω
t+λi
t (C).

Якщо пiдставити (3) в (7), то одержимо

A(t)

t∫

τ

Ωt
s(C)g(s)ds+

+
N∑

i=1

Bi(t)Ω
t+λi
t (C)

t∫

τ

Ωt
s(C)g(s)ds + g(t) =

= A(t)

t∫

τ

Ωt
s(C)g(s)ds+

+
N∑

i=1

Bi(t)

t+λi∫

τ

Ωt+λi
s (C)g(s)ds + f(t).

Звiдси випливає, що

g(t) = f(t) +
N∑

i=1

Bi(t)[

t+λi∫

τ

Ωt+λi
s (C)g(s)ds−

−
t∫

τ

Ωt+λi
s (C)g(s)ds] =

= f(t) +
N∑

i=1

Bi(t)

t+λi∫

t

Ωt+λi
s (C)g(s)ds.

Отже, якщо всi розв’язки системи рiв-
нянь (2) є глобальними розв’язками систе-
ми рiвнянь (1), то матриця C(t) задовольняє
рiвняння (3), а вектор-функцiя g(t) – рiвня-
ння (4) при t ∈ R.

З iншого боку, якщо вимiрнi функцiї C i g
задовольняють рiвняння (3), (4), то вектор-
функцiя (5) при t ∈ R є глобальним розв’яз-
ком рiвняння (1).

Отже, розв’язнiсть рiвнянь (3), (4) в
просторi вимiрних на R функцiй є необ-
хiдною i достатньою умовою для того, щоб
всi розв’язки рiвняння (2) були глобальними
розв’язками рiвняння (1).

Теорема 1. Нехай в системi дифе-
ренцiальних рiвнянь (1) матричнi функцiї
A(t), Bi(t) (i = 1, N) та вектор-функцiя
f(t) визначенi й вимiрнi (за Лебегом) на R,
Bi(t) (i = 1, N) – неперервнi на R та вико-
нуються нерiвностi:

‖A(t)‖ 6 α, ‖Bi(t)‖ 6 βi,

‖f(t)‖ 6 1, i = 1, N, t ∈ R,

причому

N∑
i=1

βi|λi|e|λi|(α+ 1
λ
) < 1, λ = max

i=1,N
|λi|, (8)
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тодi всi розв’язки системи звичайних
диференцiальних рiвнянь (2) будуть
розв’язками системи диференцiально-
функцiональних рiвнянь (1) при t ∈ R.

Доведемо спочатку, що рiвняння (3), (4)
мають розв’язки. Визначимо простiр C(m)
неперервних на R вектор-функцiй z = z(t),
таких що

‖z‖ = sup
t∈R
|z(t)| 6 m.

Тодi C(m) буде повним метричним просто-
ром з метрикою ‖x− y‖. Аналогiчно визна-
чається простiр C(m) неперервних на R ма-
тричних функцiй Z = Z(t). Для доведення
теореми 1 доведемо спочатку двi допомiжнi
леми.

Розглянемо рiвняння (3). Доведемо лему
1 про його розв’язнiсть.

Лема 1. Нехай виконуються умови те-
ореми 1. Тодi iснує визначений i вимiрний
на R розв’язок C рiвняння (3), такий, що

sup
t∈R
|C(t)| 6 M1,

де M1 – деяка стала, що залежить вiд α,
λi, βi, i = 1, N .

Доведення леми 1. Не зменшуючи за-
гальностi, будемо вважати, що λi > 0, i =
1, N. Виконаємо замiну змiнних у рiвняннi
(3)

C = A + Z.

Отримаємо рiвняння

Z(t) =
N∑

i=1

BiΩ
t+λi
t (A + Z). (9)

Його розв’язки будуть неперервними функ-
цiями в силу умов, визначених вище.

Розглянемо оператор S

SZ(t) =
N∑

i=1

BiΩ
t+λi
t (A + Z).

в просторi C(m) матриць Z = Z(t), зада-
них i неперервних на R. Тодi для SZ(t) вiрна
оцiнка

‖SZ‖ = sup
t∈R

( N∑
i=1

‖Bi‖Ωt+λi
t (‖A‖+ m)

)
6

6
N∑

i=1

βie
λi(α+m).

Якщо виконується нерiвнiсть

N∑
i=1

βie
λi(α+m) 6 m, (10)

то оператор S переводить простiр C(m) в се-
бе.

Нехай Z1, Z2 ∈ C(m). Оцiнимо рiзницю

SZ1(t)− SZ2(t) =

=
N∑

i=1

BiΩ
t+λi
t (A + Z1)−

N∑
i=1

BiΩ
t+λi
t (A + Z2) =

=
N∑

i=1

Bi

(
Ωt+λi

t (A + Z1)− Ωt+λi
t (A + Z2)

)
.

Введемо позначення P1 = A + Z1, P2 = A +
Z2 i спочатку розглянемо рiзницi Ωt+λi

t (P1)−
Ωt+λi

t (P2), i = 1, N , тодi маємо

∥∥∥∥
t+λi∫

t

P1(s)ds−
t+λi∫

t

P2(s)ds

∥∥∥∥ 6

6
t+λi∫

t

‖P1(s)− P2(s)‖ds 6

6 λi‖Z1 − Z2‖, i = 1, N.

Далi,

∥∥∥∥
t+λi∫

t

P1(s)

s∫

t

P1(s1)ds1ds−

−
t+λi∫

t

P2(s)

s∫

t

P2(s1)ds1ds

∥∥∥∥ 6

6
∥∥∥∥

t+λi∫

t

(P1(s)− P2(s))

s∫

t

P1(s1)ds1ds+

+

t+λi∫

t

P2(s)

s∫

t

(P1(s1)− P2(s1))ds1ds

∥∥∥∥ 6
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6
( t+λi∫

t

s∫

t

‖P1(s1)‖ds1ds+

+

t+λi∫

t

‖P2(s)‖
s∫

t

ds1ds

)
‖P1 − P2‖ 6

6 2(α + m)
λ2

i

2!
‖Z1 − Z2‖ =

= λi
(α + m)λi

1!
‖Z1 − Z2‖, i = 1, N.

Продовжуючи цей процес, одержимо

∥∥∥∥
t+λi∫

t

P1(s)

s∫

t

P1(s1)...

sn−2∫

t

P1(sn−1)dsn−1...ds1ds−

−
t+λi∫

t

P2(s)

s∫

t

P2(s1)...

sn−2∫

t

P2(sn−1)dsn−1...ds1ds

∥∥∥∥ 6

6 λi
(α + m)n−1λn−1

i

(n− 1)!
‖Z1 − Z2‖, i = 1, N.

Отже,

‖Ωt+λi
t (P1)− Ωt+λi

t (P2)‖ 6

6 λie
λi(α+m)‖Z1 − Z2‖, i = 1, N.

Звiдси випливає, що

‖SZ1(t)− SZ2(t)‖ 6

6
N∑

i=1

βiλie
λi(α+m)‖Z1 − Z2‖, t ∈ R, i = 1, N.

(11)
Оператор S буде оператором стиску в

C(m), якщо виконується нерiвнiсть

N∑
i=1

βiλie
λi(α+m) < 1. (12)

Будемо вимагати одночасного виконання не-
рiвностей (10) i (12). Введемо до розгляду
величину λ = max

i=1,N
|λi|. Вiд умови (10) пере-

йдемо до сильнiшої

eλ(α+m)

N∑
i=1

βi 6 m.

Нехай виконується умова (8), коли λi > 0,
тодi рiвняння eλ(α+m)

∑N
i=1 βi = m матиме

розв’язки, але тiльки для

m1 6 m <
1

λ
(13)

будуть одночасно виконуватись нерiвностi
(10) i (12).

Отже, при виконаннi нерiвностi (8) для
значень m, якi задовольняють нерiвнiсть
(13), оператор S є оператором стиску i вi-
дображає простiр C(m) в себе. Тобто S має
в просторi C(m) єдину нерухому точку, яка i
є розв’язком рiвняння (3). Лему 1 доведено.

Розглянемо тепер рiвняння (4) i доведемо
наступну лему про його розв’язнiсть.

Лема 2. Нехай виконуються умови те-
ореми 1. Тодi iснує визначений i вимiрний
на R розв’язок g рiвняння (4), такий, що

sup
t∈R
|g(t)| 6 M2,

де M2 – деяка стала, що залежить вiд α,
λi, βi, i = 1, N .

Доведення леми 2. Виконаємо в рiв-
няннi (4) замiну змiнних g = f + z, отри-
маємо рiвняння

z(t) =
N∑

i=1

Bi(t)

[ t+λi∫

t

Ωt+λi
s (C)f(s)ds+

+

t+λi∫

t

Ωt+λi
s (C)z(s)ds

]
=

=
N∑

i=1

Bi(t)

[ λi∫

0

Ωt+λi
s+t (C)f(t + s)ds+

+

λi∫

0

Ωt+λi
s+t (C)z(t + s)ds

]
. (14)
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Визначимо оператор S1 в просторi C(M2)
функцiй z = z(t), заданих i неперервних на
R

S1z(t) =
N∑

i=1

Bi(t)

[ λi∫

0

Ωt+λi
s+t (C)f(t + s)ds+

+

λi∫

0

Ωt+λi
s+t (C)z(t + s)ds

]
.

Функцiя S1z(t) буде неперервною на R, при-
чому

‖S1z‖ 6 (1 + M2)
N∑

i=1

βiλie
λi(α+m).

Тому, якщо

(1 + M2)
N∑

i=1

βiλie
λi(α+m) 6 M2. (15)

то оператор S1 переводить простiр C(M2) в
себе. Для довiльних вектор-функцiй z1, z2 ∈
C(M2) розглянемо рiзницю

S1z1(t)− S1z2(t) =

=
N∑

i=1

Bi(t)

[ λi∫

0

Ωt+λi
s+t (C)f(t + s)ds+

+

λi∫

0

Ωt+λi
s+t (C)z1(t + s)ds

]
−

−
N∑

i=1

Bi(t)

[ λi∫

0

Ωt+λi
s+t (C)f(t + s)ds+

+

λi∫

0

Ωt+λi
s+t (C)z2(t + s)ds

]
=

=
N∑

i=1

Bi(t)

[ λi∫

0

Ωt+λi
s+t (C)(z1(t + s)−

−z2(t + s))ds

]
.

Тому

‖S1z1(t)−S1z2(t)‖ 6
N∑

i=1

βiλie
λi(α+m)‖z1−z2‖.

При виконаннi умови
∑N

i=1 βiλie
λi(α+m) <

1 оператор S1 буде оператором стиску в
C(M2). Враховуючи цю нерiвнiсть, iз (15)
одержимо, що при

M2 >
∑N

i=1 βiλie
λi(α+m)

1−∑N
i=1 βiλieλi(α+m)

оператор S1 вiдображає C(M2) в себе i є
стискаючим. Простiр C(M2) є повним нор-
мованим простором i цього достатньо, щоб
iснував єдиний розв’язок рiвняння (14), от-
же, i рiвняння (4). Лему 2 доведено.

Доведення теореми 1.Щоб довести те-
орему 1, потрiбно було показати, що кожне
iз рiвнянь (3) i (4) має єдиний розв’язок на
R. Iснування єдиного розв’язку для рiвнян-
ня (3) було доведено в лемi 1, а для рiвняння
(4) – в лемi 2.

Якщо λi, i = 1, N , є числами рiзних зна-
кiв, то при доведеннi теореми замiсть λi по-
трiбно писати |λi|, як в умовi (8).

Теорему 1 доведено.
Наступна теорема характеризує власти-

востi розв’язкiв рiвнянь (3) i (4).
Теорема 2. Нехай виконуються

умови теореми 1 i матричнi функцiї
A(t), Bi(t) (i = 1, N) та вектор-функцiя
f(t) в системi диференцiальних рiвнянь
(1) є r разiв неперервно диференцiйовни-
ми, перiодичними, квазiперiодичними або
майже перiодичними функцiями. Тодi r
разiв неперервно диференцiйовними, перi-
одичними, квазiперiодичними або майже
перiодичними є розв’язки C i g рiвнянь (3),
(4).

Справдi, iз рiвнянь (9) i (14) випливає, що
їх розв’язки мають гладкiсть на порядок ви-
щу, нiж гладкiсть функцiй A,Bi(i = 1, N) та
f . Тому функцiї C(t) i g(t) мають гладкiсть
функцiй A,Bi (i = 1, N), f . Для завершен-
ня доведення теореми 2 доведемо спочатку
наступну лему.

Лема 3. Нехай виконуються умови те-
ореми 1 та iснує послiдовнiсть τn ∈ R, n =
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1, 2, ..., така, що

lim
n→∞

[‖An−A‖+
N∑

i=1

‖Bi
n −Bi‖+‖fn−f‖] = 0,

(16)
де An = A(t+τn), Bi

n = Bi(t+τn), fn = f(t+
τn), i = 1, N. Тодi розв’язки C i g рiвнянь
(3), (4) задовольняють умову

lim
n→∞

[‖Cn − C‖+ ‖gn − g‖] = 0, (17)

де Cn = C(t + τn), gn = g(t + τn).
Доведення леми 3. Встановимо спiввiд-

ношення (17) для розв’язкiв рiвнянь (3), (4).
Позначимо Ωt

τ (C) = Ωt
τ (C(s)) i розглянемо

спочатку рiзницю Zn−Z = Z(t + τn)−Z(t).
Маємо

Zn−Z =
N∑

i=1

Bi(t + τn)Ωt+τn+λi
t+τn

(A(s) + Z(s))−

−
N∑

i=1

Bi(t)Ω
t+λi
t (A(s) + Z(s)) =

=
N∑

i=1

Bi(t + τn)Ωλi
0 (A(t + s + τn)+

+Z(t + s + τn))−

−
N∑

i=1

Bi(t)Ω
λi
0 (A(t + s) + Z(t + s)) =

=

[ N∑
i=1

Bi(t + τn)Ωλi
0 (A(t + s + τn)+

+Z(t + s + τn))−

−
N∑

i=1

Bi(t)Ω
λi
0 (A(t + s + τn)+

+Z(t + s + τn))

]
+

+

[ N∑
i=1

Bi(t)Ω
λi
0 (A(t + s + τn)+

+Z(t + s + τn))−

−
N∑

i=1

Bi(t)Ω
λi
0 (A(t + s) + Z(t + s + τn))

]
+

+

[ N∑
i=1

Bi(t)Ω
λi
0 (A(t + s) + Z(t + s + τn))−

−
N∑

i=1

Bi(t)Ω
λi
0 (A(t + s) + Z(t + s))

]
=

=
N∑

i=1

(Bi(t + τn)−Bi(t))Ω
λi
0 (A(t + s + τn)+

+Z(t + s + τn))+

+
N∑

i=1

Bi(t)(Ω
λi
0 (A(t+ s+ τn)+Z(t+ s+ τn))−

−Ωλi
0 (A(t + s) + Z(t + s + τn)))+

+
N∑

i=1

Bi(t)(Ω
λi
0 (A(t + s) + Z(t + s + τn))−

−Ωλi
0 (A(t + s) + Z(t + s))). (18)

Враховуючи (11) i (18), отримуємо

‖Zn − Z‖ 6
N∑

i=1

‖Bi
n −Bi‖eλi(α+m)+

+
N∑

i=1

βiλie
λi(α+m)‖An − A‖+

+
N∑

i=1

βiλie
λi(α+m)‖Zn − Z‖.

Якщо виконується оцiнка (8), то

‖Zn − Z‖ 6
∑N

i=1 βiλie
λi(α+m)

1−∑N
i=1 βiλieλi(α+m)

‖An − A‖+

+
N∑

i=1

eλi(α+m)

1−∑N
j=1 βjλjeλj(α+m)

‖Bi
n −Bi‖.

Отже,

lim
n→∞

‖Zn − Z‖ = 0.

А ця рiвнiсть доводить, що

lim
n→∞

‖Cn − C‖ = 0. (19)

Нехай zn = z(t + τn). Тодi iз врахуванням
(14), для рiзницi zn − z одержимо рiвняння

zn − z =
N∑

i=1

Bi(t + τn)×
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×
[ λi∫

0

Ωt+τn+λi
t+τn+s (C)f(t + τn + s)ds+

+

λi∫

0

Ωt+τn+λi
t+τn+s (C)z(t + τn + s)ds

]
−

−
N∑

i=1

Bi(t)

[ λi∫

0

Ωt+λi
t+s (C)f(t + s)ds+

+

λi∫

0

Ωt+λi
t+s (C)z(t + s)ds

]
=

=
N∑

i=1

[
Bi(t+τn)

λi∫

0

Ωt+τn+λi
t+τn+s (C)f(t+τn+s)ds−

−Bi(t)

λi∫

0

Ωt+τn+λi
t+τn+s (C)f(t + τn + s)ds+

+Bi(t)

λi∫

0

Ωt+τn+λi
t+τn+s (C)f(t + τn + s)ds−

−Bi(t)

λi∫

0

Ωt+λi
t+s (C)f(t + τn + s)ds+

+Bi(t)

λi∫

0

Ωt+λi
t+s (C)f(t + τn + s)ds−

−Bi(t)

λi∫

0

Ωt+λi
t+s (C)f(t + s)ds

]
+

+
N∑

i=1

[
Bi(t+τn)

λi∫

0

Ωt+τn+λi
t+τn+s (C)z(t+τn+s)ds−

−Bi(t)

λi∫

0

Ωt+τn+λi
t+τn+s (C)z(t + τn + s)ds+

+Bi(t)

λi∫

0

Ωt+τn+λi
t+τn+s (C)z(t + τn + s)ds−

−Bi(t)

λi∫

0

Ωt+λi
t+s (C)z(t + τn + s)ds+

+Bi(t)

λi∫

0

Ωt+λi
t+s (C)z(t + τn + s)ds−

−Bi(t)

λi∫

0

Ωt+λi
t+s (C)z(t + s)ds

]
.

Враховуючи попередньо встановленi оцiнки,
отримаємо

‖zn − z‖ 6
N∑

i=1

λie
λi(α+m)‖Bi

n −Bi‖+

+
N∑

i=1

βiλie
λi(α+m)‖Cn − C‖+

+
N∑

i=1

βiλie
λi(α+m)‖fn − f‖+

+
N∑

i=1

Mλie
λi(α+m)‖Bi

n −Bi‖+

+
N∑

i=1

Mβiλie
λi(α+m)‖Cn − C‖+

+
N∑

i=1

βiλie
λi(α+m)‖zn − z‖ =

=
N∑

i=1

λie
λi(α+m)(1 + M)‖Bi

n −Bi‖+

+

( N∑
i=1

βiλie
λi(α+m)

)(
(1 + M)‖Cn − C‖+

+‖fn − f‖+ ‖zn − z‖
)

.

Звiдси, iз врахуванням нерiвностi (8),
умови (16) леми i одержаної рiвностi (19),
випливає, що

lim
n→∞

‖zn − z‖ = 0,

тому i lim
n→∞

‖gn − g‖ = 0.

Лему доведено.
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Iз доведеної леми випливає справедли-
вiсть теореми 2 для майже перiодичних
функцiй A(t), Bi(t) (i = 1, N), f(t), до того
ж частотнi базиси функцiй A(t), Bi(t) (i =
1, N), f(t) та розв’язкiв C i g спiвпадають.
Тому теорема 2 справедлива i для випадку,
коли A(t),Bi(t) (i = 1, N), f(t) перiодичнi чи
квазiперiодичнi.
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