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Âñòóï

Äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü ¹ âàæëè-

âîþ ïðèêëàäíîþ çàäà÷åþ. Íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi

ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ àâòîíîìíèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì ¹ âiä'¹ì-

íiñòü äiéñíèõ ÷àñòèí âñiõ êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî êâàçiïîëiíîìà [1 � 3]. Òîìó äëÿ

çíàõîäæåííÿ îáëàñòi ñòiéêîñòi ñèñòåì ç áàãàòüìà çàïiçíåííÿìè ìîæíà çàñòîñîâóâàòè

àìïëiòóäíî-ôàçîâèé ìåòîä, ìåòîä D-ðîçáèòòiâ, ìåòîä Ìåéìàíà i ×åáîòàðüîâà òà ií.

Îñîáëèâî ïðîñòèì ¹ ìåòîä D-ðîçáèòòiâ, êîëè ïðîñòið êîåôiöi¹íòiâ ðîçáèâà¹òüñÿ íà

îáëàñòi ãiïåðïëîùèíàìè, òî÷êàì ÿêèõ âiäïîâiäàþòü êâàçiïîëiíîìè, ùî ìàþòü õî÷à á

îäèí íóëü íà óÿâíié îñi. Î÷åâèäíî, ùî òî÷êàì êîæíî¨ îáëàñòi òàêîãî D-ðîçáèòòÿ âiäïî-

âiäàþòü êâàçiïîëiíîìè ç îäíàêîâèì ÷èñëîì íóëiâ iç äîäàòíîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ. ßêùî

òàêèõ îáëàñòåé ñêií÷åííå ÷èñëî, òî íåâàæêî âèäiëèòè ñåðåä íèõ îáëàñòü ñòiéêîñòi. Àëå

÷àñòî iñíó¹ íåñêií÷åííå ÷èñëî îáëàñòåé D-ðîçáèòòÿ.

Òîìó äîöiëüíî ñïî÷àòêó çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó àðãóìåíòó çíàéòè îáìåæåííÿ, ÿêi

çàäîâîëüíÿ¹ îáëàñòü ñòiéêîñòi, à ïîòiì óæå çàñòîñîâóâàòè ìåòîä D-ðîçáèòòiâ. Òàêi çà-

äà÷i äîñëiäæåíî, çîêðåìà, â [4 � 8]. Ó öié ñòàòòi äîâåäåíî îáìåæåíiñòü îáëàñòi ñòiéêîñòi

ïðè íàÿâíîñòi äîäàíêà áåç çàïiçíåííÿ iç ôiêñîâàíèì êîåôiöi¹íòîì i ïîáóäîâàíî îáëàñòi

ñòiéêîñòi ïðè ðiçíèõ âiäõèëåííÿõ àðãóìåíòó.
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1. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

dz

dt
= cz(t) + a1z(t− 1) + a2z(t− 2) + ...+ anz(t− n), (1)

äå êîåôiöi¹íòè c, ak, 1 ≤ k ≤ n, äiéñíi, ïðè÷îìó c � ôiêñîâàíå.

Çãiäíî ç [1 � 3] äëÿ òîãî, ùîá íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) áóâ àñèìïòîòè÷íî

ñòiéêèì, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá âñi êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

λ = c+ a1e
−λ + a2e

−2λ + ...+ ane
−nλ (2)

ëåæàëè â ëiâié ïiâïëîùèíi Re λ < 0.

Îçíà÷åííÿ. Îáëàñòþ ñòiéêîñòi ðiâíÿííÿ (2) íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà òî÷îê (a1, ...,

an) ∈ Rn, äëÿ ÿêèõ âñi êîðåíi ðiâíÿííÿ (2) çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Re λ < 0.

Íåõàé L � ïðîñòà íåïåðåðâíà êðèâà, íà ÿêié âêàçàíî íàïðÿìîê ðóõó. ×åðåç ∆Argz∈L
f(z) ïîçíà÷èìî çìiíó àðãóìåíòó ôóíêöi¨ f(z) ïðè ðóñi âçäîâæ êðèâî¨ L.

Ëåìà 1. Íåõàé ôóíêöi¨ f(z) òà g(z) àíàëiòè÷íi â êîìïëåêñíié ïëîùèíi i äëÿ òî÷îê

z iç äåÿêî¨ ïðîñòî¨ íåïåðåðâíî¨ êðèâî¨ L âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi |g(z)| < |f(z)|. Òîäi

∆Argz∈L(f(z) + g(z)) ≥ ∆Argz∈L f(z)− π. (3)

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

∆Argz∈L(f(z) + g(z)) =

= ∆Argz∈L

[
f(z)

(
1 +

g(z)

f(z)

)]
= ∆Argz∈Lf(z) + ∆Argz∈L

(
1 +

g(z)

f(z)

)
.

Îñêiëüêè |g(z)/f(z)| < 1, òî ôóíêöiÿ 1 + g(z)/f(z) âiäîáðàæà¹ êðèâó L ó âíóòðiøíiñòü

îäèíè÷íîãî êðóãà ç öåíòðîì â òî÷öi z = 1. Òîìó îáðàç êðèâî¨ L ïðè âiäîáðàæåííi

1 + g(z)/f(z) ìîæå çìiíèòè àðãóìåíò íå áiëüøå, íiæ íà π. Iç íåðiâíîñòi

∆Argz∈L(1 + g(z)/f(z)) ≥ −π

âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü (3). Ëåìà 1 äîâåäåíà.

Ïîçíà÷èìî Q(z) = anz
n + an−1z

n−1 + ...+ a1z.

Ëåìà 2. Íåõàé äëÿ âñiõ α ∈ [0; 1] iñíó¹ z òàêå, ùî |z| = e−α i âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü |Q(z)| ≤ π + 1 + |c|. Òîäi çíàéäåòüñÿ ñòàëà K > 0 òàêà, ùî |aj| ≤ K äëÿ âñiõ

j ∈ {1, 2, ..., n}.
Äîâåäåííÿ. Ðîçêëàäåìî ïîëiíîì Q(z) íà ìíîæíèêè Q(z) = anz(z − z1)...(z − zn−1).

Òîäi âiðíà íåðiâíiñòü

|an||z||(|z| − |z1|)...(|z| − |zn−1|)| ≤ |Q(z)|. (4)

Ðîçãëÿíåìî ïîëiíîì Q1(x) = |an|x(x−|z1|)...(x−|zn−1|). Çãiäíî ç óìîâîþ ëåìè, iç (4)

âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ x ∈ [e−1; 1] âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà |Q1(x)| ≤ π + 1 + |c|.
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Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó ×åáèøîâà, îäåðæèìî, ùî iñíó¹ x ∈ [e−1; 1] òàêå, ùî

|Q1(x)| ≥ 2|an|
(

1− e−1

4

)n

.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

|an| ≤ ((π + 1 + |c|)/2)

(
4e

e− 1

)n

.

Îäåðæèìî îöiíêó äëÿ an−1. Îñêiëüêè

|an−1zn−1 + ...+ a1z| ≤ |anzn + ...+ a1z|+ |anzn| ≤ π + 1 + |c|+ π + 1 + |c|
2

(
4e

e− 1

)n

,

òî

|an−1| ≤
1

2

[
π + 1 + |c|+ π + 1 + |c|

2

(
4e

e− 1

)n](
4e

e− 1

)n−1

.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà îäåðæàòè îöiíêè äëÿ âñiõ êîåôiöi¹íòiâ. Ëåìà 2 äîâåäåíà.

Òåîðåìà 1. Îáëàñòü ñòiéêîñòi ðiâíÿííÿ (2) îáìåæåíà.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî P (λ) = λ − c − Q(e−λ). Òîäi ðiâíÿííÿ (2) ïåðåïèøåòüñÿ ó

âèãëÿäi P (λ) = 0. Çàñòîñó¹ìî ïðèíöèï àðãóìåíòó äî ïðÿìîêóòíèêà íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1

Çãiäíî ç ïðèíöèïîì àðãóìåíòó, ÷èñëî íóëiâ êâàçiïîëiíîìà P (λ) ó ïðÿìîêóòíèêó

äîðiâíþ¹ çìiíi àðãóìåíòó ôóíêöi¨ P (λ) ïðè ðóñi λ âçäîâæ êîíòóðà ABCD.

Ñòîðîíà AB ïðÿìîêóòíèêà ïåðåòèíà¹ äiéñíó âiñü ó òî÷öi x = α, 0 ≤ α ≤ 1. ×èñëî α

ìè âèáåðåìî ïiçíiøå. Ñòîðîíó CD âèáåðåìî äîñèòü äàëåêî âiä óÿâíî¨ îñi. Òîäi ¨¨ îáðàç

ïðè âiäîáðàæåííi P (λ) áóäå ìiñòèòèñÿ â ïðàâié ïiâïëîùèíi. Íà âiäðiçêó BC ìà¹ìî

λ = −πi+ x, x ≥ α ≥ 0, P (λ) = −πi+ x− c−Q(−e−x).

Óÿâíà ÷àñòèíà ôóíêöi¨ P (λ) çàëèøà¹òüñÿ ñòàëîþ, à äiéñíà ÷àñòèíà ïðÿìó¹ äî +∞
ïðè x→ +∞. Íà âiäðiçêó AD

λ = πi+ x, x ≥ α ≥ 0, P (λ) = πi+ x− c−Q(−e−x).

Òóò çíîâó óÿâíà ÷àñòèíà ôóíêöi¨ P (λ) áóäå ñòàëîþ. Â ðåçóëüòàòi ñóìàðíà çìiíà àðãóìåí-

òó ôóíêöi¨ P (λ) ïðè ðóñi âçäîâæ âiäðiçêiâ BC, CD i DA áóäå äîäàòíîþ. Çàëèøèëîñü
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îöiíèòè çìiíó àðãóìåíòó îáðàçó âiäðiçêà AB. ßê ìè ïîáà÷èìî, ïðè äîñèòü âåëèêî-

ìó max
1≤j≤n

|aj| âèçíà÷àëüíèì íà âiäðiçêó AB äëÿ ïðèðîñòó àðãóìåíòó ôóíêöi¨ P (λ) áóäå

âïëèâ ôóíêöi¨ Q(e−λ).

Ïðèðiñò àðãóìåíòó ôóíêöi¨ Q(e−λ) ïðè ðóñi ïî âiäðiçêó AB äîðiâíþ¹ ïðèðîñòó àð-

ãóìåíòó ôóíêöi¨ Q(z), êîëè z ðîáèòü îáõiä êîëà |z| = e−α ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè.

Çãiäíî ç ïðèíöèïîì àðãóìåíòó

∆Arg|z|=e−αQ(z) = 2πN,

äå N− ÷èñëî íóëiâ ôóíêöi¨ Q(z) â êðóçi |z| < e−α. Àëå â öüîìó êðóçi çàâæäè ¹ íóëü

z = 0, òîìó N ≥ 1, îòæå

∆Argπ≥y≥−πQ(e−(α+iy)) ≥ 2π.

ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 2, òî êîåôiöi¹íòè ïîëiíîìà Q(z) îáìåæåíi. Ó ïðîòè-

ëåæíîìó âèïàäêó, ïðè äîñèòü âåëèêîìó max
1≤j≤n

|aj| çíàéäåòüñÿ òàêå α, 0 ≤ α ≤ 1, ùî

|Q(e−(α+iy)| ≥ π + 1 + |c| ≥ |α + iy − c|, π ≥ y ≥ −π.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 1, îöiíèìî çìiíó àðãóìåíòó ôóíêöi¨ P (λ) ïðè ðóñi âçäîâæ

âiäðiçêà AB

∆Argπ≥y≥−π(α + iy − c−Q(e−(α+iy))) ≥ 2π − π = π.

Îòæå, ïðè äîñèòü âåëèêîìó max
1≤j≤n

|aj| çìiíà àðãóìåíòó ôóíêöi¨ P (λ) ïðè ðóñi âçäîâæ

êîíòóðà ABCD áóäå äîäàòíîþ. Îòæå, çãiäíî ç ïðèíöèïîì àðãóìåíòó, ôóíêöiÿ P (λ)

ìàòèìå íóëü â ïðÿìîêóòíèêó ABCD, à òîäi (a1, ..., an) íå íàëåæèòü îáëàñòi ñòiéêîñòi

ðiâíÿííÿ (2).

Çâiäñè âèïëèâà¹ îáìåæåíiñòü îáëàñòi ñòiéêîñòi. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 3. ßêùî âåêòîð (a1, a2, ..., an) íàëåæèòü îáëàñòi ñòiéêîñòi ðiâíÿííÿ (2), òî

c+ a1 + a2 + ...+ an < 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé c + a1 + a2 + ... + an ≥ 0. Òîäi êâàçiìíîãî÷ëåí P (λ) = λ − c −
a1e
−λ − ...− ane−nλ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

P (0) ≤ 0, lim
λ→+∞

P (λ) = +∞.

Çíà÷èòü, iñíó¹ ÷èñëî λ0, 0 ≤ λ0 <∞, òàêå, ùî P (λ0) = 0. Ðiâíÿííÿ (2) ìà¹ íåâiä'¹ìíèé

äiéñíèé êîðiíü. Îòæå, âåêòîð (a1, a2, ..., an) íå íàëåæèòü îáëàñòi ñòiéêîñòi. Ëåìà 3 äîâå-

äåíà.

2. Ðiâíÿííÿ iç äâîìà çàïiçíåííÿìè

Çàñòîñó¹ìî ìåòîä D− ðîçáèòòiâ äî ðiâíÿííÿ

λ = ae−mλ + be−nλ, (5)

äå m òà n � âçà¹ìíî ïðîñòi íàòóðàëüíi ÷èñëà, m < n. Êâàçiïîëiíîì ìà¹ íóëüîâèé êîðiíü,

ÿêùî a+ b = 0. Öÿ ïðÿìà i ¹ îäíi¹þ ç ëiíié, ùî óòâîðþþòü ìåæó D− ðîçáèòòÿ.



Ïîáóäîâà îáëàñòåé ñòiéêîñòi ëiíiéíèõ ðiâíÿíü iç áàãàòüìà çàïiçíåííÿìè 65

Íåõàé òåïåð ðiâíÿííÿ (5) ìà¹ ñóòî óÿâíèé êîðiíü iy, y 6= 0:

a(cosmy − i sinmy) + b(cosny − i sinny) = iy.

Âiäîêðåìëþþ÷è äiéñíó i óÿâíó ÷àñòèíè, îäåðæèìî ñèñòåìó

a cosmy + b cosny = 0, a sinmy + b sinny = −y. (6)

Ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó (6), ÿêùî∣∣∣∣ cosmy cosny

sinmy sinny

∣∣∣∣ = sin(n−m)y 6= 0.

Ðiâíÿííÿ ëiíié D− ðîçáèòòÿ â ïàðàìåòðè÷íié ôîðìi ìàòèìóòü âèãëÿä

a =
y cosny

sin(n−m)y
, b = − y cosmy

sin(n−m)y
.

Öi ëiíi¨ ðîçáèâàþòü ïëîùèíó ïàðàìåòðiâ (a, b) íà íåñêií÷åííå ÷èñëî îáëàñòåé, âñå-

ðåäèíi êîæíî¨ ç ÿêèõ ðiâíÿííÿ (5) ìà¹ îäíàêîâå ÷èñëî êîðåíiâ ç äîäàòíîþ äiéñíîþ

÷àñòèíîþ.

Ñèñòåìà (6) ìîæå áóòè ñóìiñíîþ òàêîæ ó âèïàäêó, êîëè ¨¨ ãîëîâíèé âèçíà÷íèê sin(n−
m)y = 0. Öå ìîæëèâî ïðè y 6= 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè cosmy = cosny = 0 àáî

my = π/2 +kπ, ny = π/2 + lπ, k ∈ Z, l ∈ Z. Òàêi ðiâíîñòi âèêîíóþòüñÿ òiëüêè ó âèïàäêó,
êîëèm òà n íåïàðíi. ßêùî æm òà n íåïàðíi, òî äîñèòü âçÿòè k = (m−1)/2, l = (n−1)/2,

y = π/2 i ñèñòåìà (6) âèçíà÷àòèìå ïðÿìó ëiíiþ a sinmπ/2 + b sinnπ/2 = −π/2. Êðiì öi¹¨

ïðÿìî¨ iñíóâàòèìå ùå çëi÷åííå ÷èñëî îäíàêîâî âiääàëåíèõ âçà¹ìíî ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ,

ÿêi ¹ ëiíiÿìè D− ðîçáèòòÿ. Ó öüîìó âèïàäêó ëiíiÿìè D− ðîçáèòòÿ áóäóòü ïðÿìi, êóò

íàõèëó ÿêèõ ðiâíèé π/4 àáî −π/4. Ïðè íåïàðíèõ m òà n âiäáóâà¹òüñÿ áiôóðêàöiÿ ïîÿâè

íîâèõ ëiíié D− ðîçáèòòÿ.

Ó âèïàäêó, êîëè m = 1, n � íåïàðíå íàòóðàëüíå ÷èñëî (n > 1), îáëàñòü ñòiéêîñòi

îáìåæåíà
n+ 3

2
äóãàìè ëiíié, ñåðåä ÿêèõ äâi äóãè áóäóòü âiäðiçêàìè ïðÿìèõ. Iíøi äóãè

îäåðæóþòüñÿ iç ïàðàìåòðè÷íîãî çîáðàæåííÿ

a =
y cosny

sin(n− 1)y
, b = − y cos y

sin(n− 1)y

ïðè 0 < y <
2π

3
.

ßê ïðèêëàä çíàéäåìî îáëàñòü ñòiéêîñòi ðiâíÿííÿ

λ = ae−λ + be−3λ.

Ùîá çíàéòè îöiíêè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ a òà b, âèêîðèñòà¹ìî ìåòîäèêó äîâåäåííÿ òåî-

ðåìè 1. Çàñòîñó¹ìî ïðèíöèï àðãóìåíòó äî ïðÿìîêóòíèêà íà ðèñ. 1.

Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî α = 0. Òîäi ïðè ||a| − |b|| ≥ π ìà¹ìî |ae−iy + be−3iy| ≥ π ≥
|iy|, òîìó çìiíà àðãóìåíòó ôóíêöi¨ P (λ) = λ − ae−λ − be−3λ ïðè ðóñi âçäîâæ êîíòóðà

ABCD áóäå äîäàòíîþ. Îòæå, ôóíêöiÿ P (λ) áóäå ìàòè íóëü ó ïðÿìîêóòíèêó ABCD.
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Çàñòîñîâóþ÷è öþ æ ìåòîäèêó äî ïðÿìîêóòíèêà ABCD ïðè α = 1, îäåðæèìî, ùî

ôóíêöiÿ P (λ) áóäå ìàòè íóëü ó öüîìó ïðÿìîêóòíèêó ïðè ||a|e−1 − |b|e−3| ≥
√
π2 + 1.

Iç íàøèõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî äëÿ òî÷îê (a, b) iç îáëàñòi ñòiéêîñòi ïðàâèëüíi

íåðiâíîñòi

||a| − |b|| ≤ π, ||a|e−1 − |b|e−3| ≤
√
π2 + 1. (7)

Çãiäíî ç ëåìîþ 3 îáëàñòü ñòiéêîñòi ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè ùå îäíó íåðiâíiñòü

a+ b < 0. (8)

Íåðiâíîñòi (7) i (8) âèçíà÷àþòü íà ïëîùèíi ïàðàìåòðiâ a òà b äåÿêèé îáìåæåíèé ìíî-

ãîêóòíèê.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ îáëàñòi ñòiéêîñòi çàñòîñó¹ìî òåïåð ìåòîä D− ðîçáèòòiâ. Ïðÿìà

a+ b = 0 ¹ îäíi¹þ ç ëiíié, ùî óòâîðþþòü ìåæó D− ðîçáèòòÿ.

ßêùî êâàçiïîëiíîì ìà¹ ñóòî óÿâíèé êîðiíü iy, òî ðiâíÿííÿ ìåæ D− ðîçáèòòÿ â

ïàðàìåòðè÷íié ôîðìi ìàòèìóòü âèãëÿä

a =
y(4 cos2 y − 3)

2 sin y
, b = − y

2 sin y
. (9)

Ïîáóäó¹ìî ëiíi¨, ùî âiäïîâiäàþòü âèïàäêó cos y = cos 3y = 0. Öi ðiâíÿííÿ ìàþòü

ñóìiñíi êîðåíi y = π/2 + kπ, k ∈ Z. Òîìó ëiíiÿìè D−ðîçáèòòÿ áóäóòü ïðÿìi a − b =

(−1)k+1(π/2 + kπ).

Âiäçíà÷èìî, ùî ëiíi¨ D−ðîçáèòòÿ äîñèòü íàíåñòè â ìíîãîêóòíèêó, ùî îáìåæó¹ îá-

ëàñòü ñòiéêîñòi. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî çâ'ÿçíà îáëàñòü, îáìåæåíà âiäðiçêàìè ïðÿ-

ìèõ

b = −a, −π
4
≤ a ≤ 1

2
; b = a+

π

2
, −3

π

4
≤ a ≤ −π

4

òà äóãîþ ëiíi¨ (9) ïðè 0 ≤ y ≤ π

2
¹ îáëàñòþ ñòiéêîñòi. Îáëàñòü ñòiéêîñòi ðiâíÿííÿ

(5), ó ÿêîìó m = 1, à n = 3, n = 4, n = 5, âiäïîâiäíî, � öå çàøòðèõîâàíà ÷àñòèíà

ïëîùèíè, çîáðàæåíà íà ðèñ. 2, 3, 4. Îáëàñòü ñòiéêîñòi ðiâíÿííÿ (5), ó ÿêîìó m = 1,

n = 2 çîáðàæåíà â [6].

Ðèñ. 2
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Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

3. Ðiâíÿííÿ iç äâîìà çàïiçíåííÿìè òà äîäàíêîì áåç çàïiçíåííÿ

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

dx

dt
= cx(t) + ax(t−m) + bx(t− n),
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äå m òà n � âçà¹ìíî ïðîñòi íàòóðàëüíi ÷èñëà, m < n, ïðè÷îìó c � ôiêñîâàíå. Õàðàêòå-

ðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

λ = c+ ae−mλ + be−nλ.

Ïîáóäó¹ìî D-ðîçáèòòÿ ó ïðîñòîði ïàðàìåòðiâ a, b. ßêùî λ = 0, òî îäåðæèìî ïðÿìó:

c+ a+ b = 0, òîáòî a+ b = −c. ßêùî λ = iy, òî

ae−imy + be−iny = iy − c.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Åéëåðà, îäåðæèìî

a(cosmy − i sinmy) + b(cosny − i sinny) = iy − c,

çâiäêè {
a cosmy + b cosny = −c,
−a sinmy − b sinny = y.

(10)

Äîìíîæèâøè ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (10) íà sinny, äðóãå � íà cosny i äîäàâøè öi

ðiâíÿííÿ, îäåðæèìî

a(sinny cosmy − cosny sinmy) = y cosny − c sinny,

çâiäêè

a =
y cosny − c sinny

sin(n−m)y
.

Äîìíîæèâøè ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (10) íà sinmy, äðóãå � íà cosmy i äîäàâøè öi

ðiâíÿííÿ, îäåðæèìî

b(sinmy cosny − cosmy sinny) = y cosmy − c sinmy,

çâiäêè

b =
c sinmy − y cosmy

sin(n−m)y
.

Ïðè äîñèòü âåëèêèõ ôiêñîâàíèõ äîäàòíèõ c îáëàñòü ñòiéêîñòi áóäå ïîðîæíüîþ ìíîæè-

íîþ.

4. Ðiâíÿííÿ iç òðüîìà çàïiçíåííÿìè

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

dx

dt
= cx(t− p) + a1x(t−m) + a2x(t− n),

äå p, m òà n � âçà¹ìíî ïðîñòi íàòóðàëüíi ÷èñëà, ïðè÷îìó c i p � ôiêñîâàíi. Õàðàêòåðè-

ñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

λ = ce−pλ + a1e
−mλ + a2e

−nλ.
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Ïîáóäó¹ìî D-ðîçáèòòÿ ó ïðîñòîði ïàðàìåòðiâ a1, a2. ßêùî λ = 0, òî îäåðæèìî ïðÿìó:

c+ a1 + a2 = 0, òîáòî a1 + a2 = −c. ßêùî λ = iy, òî

a1e
−imy + a2e

−iny = iy − ce−ipy.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Åéëåðà, îäåðæèìî

a1(cosmy − i sinmy) + a2(cosny − i sinny) = iy − c(cos py − i sin py),

çâiäêè {
a1 cosmy + a2 cosny = −c cos py,

−a1 sinmy − a2 sinny = y + c sin py.
(11)

Äîìíîæèâøè ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (11) íà sinny, äðóãå � íà cosny i äîäàâøè öi

ðiâíÿííÿ, îäåðæèìî

a1(sinny cosmy − cosny sinmy) = −c(sinny cos py − cosny sin py) + y cosny,

çâiäêè

a1 =
y cosny − c sin(n− p)y

sin(n−m)y
.

Äîìíîæèâøè ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (11) íà sinmy, äðóãå � íà cosmy i äîäàâøè öi

ðiâíÿííÿ, îäåðæèìî

a2(sinmy cosny − cosmy sinny) = y cosmy − c(sinmy cos py − cosmy sin py),

çâiäêè

a2 =
c sin(m− p)y − y cosmy

sin(n−m)y
.
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The aim of the present article is to investigate of solutions stability of linear autonomous

di�erential equations with retarded argument. The investigation of stability can be reduced to

the root location problem for the characteristic equation. For the linear di�erential equation

with several delays it is obtained the necessary and su�cient conditions, for all the roots

of the characteristic equation to have negative real part (and hence the zero solution to be

asymptotically stable). For the scalar delay di�erential equation

dz

dt
= cz(t) + a1z(t− 1) + a2z(t− 2) + ...+ anz(t− n)

with �xed c, c ∈ R, ak ∈ R, 1 ≤ k ≤ n, stability domains in the parameter plane are obtai-

ned. We investigate the boundedness conditions and construct a domain of stability for linear

autonomous di�erential equation with several delays. We use D-partition method, argument

principle and numerical methods to construct of stability domains.


